.1 Dérivé covariante d’un tenseur de type (p, q) 1

Exercice 1 (Commutateur de la dérivée covariante) Montrer que pour un tenseur
arbitraire T,

’il...ip _ ’il...ip _ _ 71 miQ...ip _ _ ip il...ipflm *
le...jq;kl le...jq;lk = Rmlejl..,jq Rmk)lle...jq ()

+R7J711k.lT“m’Lp~ + ...+ R?;le;ll:lp

mja...Jq Jg—1m’

Réponse a I’exercice 1

.1  Dérivé covariante d’un tenseur de type (p, q)

Premierement, on va démontrer I’expression de la dérivée covariante pour un tenseur
de type (p, q). La preuve est valide seulement pour un tenseur réductible en un produit
tensoriel p de vecteurs covariants et g vecteur contravariant, ce qui constitut tout de
méme un début...

Soit T = T9; A
VxT = T} X",
ou T, = T + TFI; Soit T = THT?. T = Th#d; .0, avec T =
T T% .. T on a alors suivant la régle de Leibniz
VxT = (VxT?)T2.T% +T" (VxT?) .. T%
.+ TOT2. (VxT?)

Considérant un petit calcul intermédiaire pour voir ou 1’on va,

(VxT) Ti2..Ti» = <Tf,;X’“8h>Ti2...TiP

(T4 +7*T%,) X7, 7T
- (T)’;XjailTi?...TiP n Pi;kT’“XjailTiQ...TiP) .
On a donc
VxT = (VxT")T?.T% +T" (VxT?)..T%
.+ THTR.L (VxT?)
= THXI0,T?. T 4 ..+ T T2 TV X0,
T X909, T2 T + .+ T T T, X799,
= (T} T+ TOT T 4+ T T ) X990,
AL TR T X0, .0, + ... + TR T . T"X79;,..0;,



Et en composantes

il-"ip — Z'1---7;1: il k’LQ’L il il...k
Tt = g P PRl P

De fagon générale, puisque 15, = T 1, — ].“f w15, ona

il...ip _ il...ip i1 77Li2...ip 71 i1...m
T gew = T e T VT g, F e DT M
_pm opiteis  tm ity
kjitmja...jq — " kjq=ji..m*

Ce qui termine la preuve.

.2 Notation

Pour la suite, étant donné que 1’écriture est tres lourde, je vais introduire quelques défi-
nitions et conventions:

» o»

e Le symbole remplacé par

"

. C’est-a-dire que a;_m signifie "a; remplacé par

3

® 0= ajas...a,. Cest-a-dire que @ est une liste de caracteres.

e Les crochets [] se lisent fel que. Exemple: afas_m]| se lit : la liste des indices
ay1...ap tel que ay est remplacé par m, ¢’est-a-dire que dlag_m] = a1mazay...Gyp.

e Les lettres ¢ et j sont réservées pour I'itération. Exemple :
ézlrz;lTa[aifer] — Fi;nTa[alJn] + Fi?an[aQJn] 4o+ FZ;Td[apJn]
1=

= Dy Tt g Dy Tt

km km
Si on itere de 1 a p, j’écrirai ¢, (ou j,). Puisque i, est réservé a I'itération de 1 a
p, le symbole de sommation est superflux. J’écrirai donc
Qizmafai,_m] a1 rmala;_m] az rpalaz_m] a3 rpalaz_m)|

L2 res = I'y T +I2 T + I T
Fz;nTmaz...ap 4 PanTalma?’"'ap

as aiasm...a
+I3 T2 r

km

et de facon plus générale

FZ;ZTa[aiP*m] — FZ;LTE[(“J”] o+ FZ%Td[apJn]

Réécrite sous cette notation, I’expression (*) a démontrer s’écrit:

@ ma . p%ip ala;,_m] m @
Ty — T = — R Ty +sz‘,qk)\Tb[biq

_m]



.2 Notation

.3 Début de la preuve

Suivant cette notation, on réécrit I’équation (1) comme

T8, = T¢, + i ™ Ty

a

km™p kbi, Tl_)[bi,an] '

ol @ = aj...a, et b = by...b,. Posons maintenant

Ag = AZZ_) = (9le—;_l
B = B =T,
Cg - CZB - 7lg’iq Tgl[biq_m]’

ol ¢ = kb a été introduit. L’équation (2) s’écrit maintenant comme

TE, = AZ 4 BY — CP.

Calculons maintenant la 2e dérivée covariante :

(Tl—ik);)\ = (Af+Bf-CP),

— a a a
- AE;)\ + BE;)\ Ve

Utilisant I’équation (2), on a

a a aj, .alaj,_pl
Ti = ALy+TSPA; R

a

+BEy + Ty B _pu

—(cay+ 1o o+l _pu

)\qu+1

On a donc, de la méme facon,

TBa)\k: =D

3

IS

)

c’est-a-dire,

)\qu+1

a

E[qu+1 —/L]

)‘qu+1

a a
ik + EJ;I@ - F&;k’

a
elesy a1l

Cllerr i)

@ _ a aj, Halaj, _m] _m a
Tb;Ak: = Dd,k + 0 Dy kdj, g Tdld;,, , _m]
a aj, palaj,_m] _m a
+Ed,k: + kaEd_ kdj, 1~ dld;, 4 _m]
_ (ra ajp alag, ml oy a
(Fd,k + e £y kdj, Fd[djq+1,m]

@

3
“
(&)



ol d = \b a été défini, et ol

Ainsi,

a a
bikA TE;)\k

Dy = D§; =Ty, ©
B} — B -5z, "
Fy o= Ey =D, T, - v

— a a a
- AE;)\ + BE;)\ P
a a a
_Dcz;k - Eg;k + Fci;k

. a ajp jalaj,_p w a
= AE,A + FA; Ag T = FAC;’,Hl AE[quHJ‘]
a aj alaj,_p 12 a
+Bé,)\ + PA: Bz " o PACJ'QH Bé[qu+1—“]

—ci, —ryrosen e ca

)‘ch+l E[qu+l—#]

a a; alaj, _m] a
_pa e plsml pm o pa
d,k km~—d + kdjq s dldjg41-m]

_ Fajp Ed[ajpjn] 4 led Ea

—_E2 -
dk Lt kmtg g1 Aldjgy, m]

a ajp alaj, m] _m a
+Fd,k + kaFJ kdj, .y Fd[d]'q+17m]

Regroupant les termes, sans aucune simplification, on obtient

a a
TE;k‘)\ - TE;)\k

Ag,,\ + Bg,/\ - g,/\ - Dg,k - Eg,k + Fg,k @
+F¢;\i’f (Atc:l[ajp_#] I Bg[ajp_#] - Cg[ajp_#]) (i)
(At B = Cle ) D
N 0 (iv)

5, (D?Z[djﬁkm] T Eqa,  m) Fc(z‘l[djw,m]) V)

Jq+1—



.2 Notation 5

On va maintenant travailler ligne par ligne. Pour la premiere

(i = Ag,,\ + Bg,,\ - Cg,A - Dfi,k - E?Z,k + Fc?,k

a aip @lai, —m] m  a
= (OTy) \ + <kaTB ) e < kbiqTB[biq_m]> \

)

G ip @1y, ] G
—(OnTg) , — (T )+ (T T, )

aip palai,_m] a
= (™), (0, B, )

)

aip @i, i) a
- (FM T )k + (F’ibiq Tf[blzq,m)k

a,'pfm]

_ paip  al aipp@laip_ml G _ pm  qa
= T + Dem Ty 5 kbiq,)\Tb[biq_m] kb, Tb[biq_m])\
_ T@ip alai, _p _ aip alai,_u] m ' m @
N 43 ISV e, 6 T50bs, ) T T oe, Tofoe, ul
. aip ala;,_m] _ aip alai,_u] m a _Tm 1
= DT IS A Ty 6 0bs, ) — Thbig A T5pp,,_m)
aip 0lai,_m] _ TGip alai,_p m a _m "G
T Ty D Ty 10, Totoe, ke = Tibi, Lo, mn
Renommant I’indice muet ;4 par m, on obtient
. _ Aip Aip a[aip_m] m m _a
(1) - (ka,)\ - F)\m,k) TE + Abig .k T Fkbiq)\ Tb[biqu]
Aip ‘_l[aip_m] _ TGip a[aip_m] m a _T™m a
+kaTE7)\ FAmTE,k + Abs, Tb[biqu],k kbi, Tb[biqu],)\

Maintenant la ligne (ii), substituant A, B et C' des équations (3), (4) et (5), on obtient

(ii) Fijlf (A?[ajp—ﬂ] + B?[ajp—u] - C?[ajp—/’b]>

05, 7500 _ i il

D 0Ty = DT, T,
gy aip (_l[aip_m] [ajp—/"l/]

+Th (T ™)



Maintenant la ligne (iii),

(i) = -I%; . (A?[%H_M R C?[chﬂ_u])
= -T%, <Ag[c1,u] + B, ) — Cg[cl,u]>
_Pﬁch (Ag[ch_#] + Bg[ch_u] - C?[ch_u]) (Jg =2..q¢+1)
= I (Ag[k,u] + By, ) — Cg[zwo (c1 = k)

a
a

_Pﬁqu (AZB[qu_u] + BZB[qu_#] - Cké[qu_ﬂ]> (Jg =1...q; €= kb)
= % (A + Bl ~ Clinin)

*Fiqu (AZB[qu_u] + BZB[qu_#] - Cgé[qu_ﬂ]>

Ik (AZB + B — CZB)

(A%, 10+ Bistos, 21— Cley, 1)

o
_P)\b~

Jq

Substituant A, B et C' des équations (3), (4) et (5), on obtient

a a; alai,_m] m a
(111) — —Fl;k (aﬂTB + I‘/";;LT; a P m o ;,Lbiq TB[biq_m]>
e (o 4 rerrten 7( m o )
Abj, k blbj,_pl km = b[b;, u] kbig = blb;, _m] [bjq_t]
a a; ala;,_m] m a
= —TNO.TY — TR InT, + D3k, T om)

alai,_m]

_T* a _ T~ Qip I3 m a
D, 0T, = Do, DT+ T, ( kbiqu[blzq,mO[bM

Maintenant la ligne (iv), substituant simplement D, F et F' des équations (6), (7) et
€))

= e e g
R VTN sl T F’ibiqT;iﬂT]

[aj,_m]

—rin (s



.2 Notation 7

Maintenant la ligne (v) :

m a

(v) = dejq+l (Dd[djq+1—m] * EJ[dqu_m] a FJ[dqu_m])
= Fzzll (Dg[dl_m] + Eg[dl_m] - Fg[dl_m]>
Ty, ( Dl + B, ) — Fg[djq_m]) (o= 2q+1)
= I ( L{lxzs}[x_m] +E %E}[A_m] - fAB}[A_m]) (dr=As5d=Ab)
L%, <D§l_)[qu_m] + Eil_)[qu_m] - F)(\_ll_)[qu_m]>
= TR\ (Dhs+ B — Fp)
+T%,, (Dil;[qujn] + g, )~ F fE[quJn])
Substituant simplement D, E et F' des équations (6), (7) et (8), on obtient
V) = TP (OnTf + oty ey, T, )

m " aipp@laip 1] m G
+Fkb]’q (a)\Tb[qu"”] + P)‘N TE[qu_m] (F)\biq Tb[bzﬁq,lﬁ]) [qum]>

= TP TE 4 DT et TR, T,
+F%jq a’\TBEL[qu_m] + F%jq i;T;l[:;:zﬂ]] - ,Z;)jq <Fl>fbiq Tﬁbiq_uo[qu_m]

Substituant les "simplifications" de (i) a (v) dans Tgk N TEF’; | ON trouve

Tis — Ty = (FZTZ)\ - Fiii,k) T;[aipjn] + (F%,'q,k - %iq,x> Tl_)aibiq_m] @)
eV S N SR RS N O P v (O Y O
+Pij: TZE:]'I)_I‘] _ Pi]: FZIL)qT;zE:Z:]] n Fi]; (FZ;‘J Tg‘z[aip_m]) [@jp_nl (i
T4 TE, — DY T Ty T T (iii)
*FiquTﬁqu_ﬂ],k - Ff\LquFZiiTga[z[,(ijL] + Ff\Lqu ( kbs, Tf[b,;q_ﬂ@]) [qu(_ilij])

 alas . ala; . _alai, _u]\ [@9p-m,
g ey, aget - (v )

m a m Ta; alai, _p] m a

ATy, YT 7 — Fk)xr%biq o, 1 V)
m a m @ip @iy, 1] m 19 a

+Fkb]~q TB[qu_m],A + Fkqurm TB[qu_m] o Rby, (FAbiqTB[biq_uO [quj,f])



ol le numéro de la ligne de provenance est clairement indiqué. En réarrangeant les
termes sans en annuler aucun, de facon a ce que ceux qui s’annulent soient mis ’'un a
coté de I’autre et en renommant quelques indices muets, on trouve

T~ T = (Tona =T — Tl + Tl ) 771
+ ( Nbi, k — Dby, A+ DL, — P;CL)\PZlbi,q> Téi[biq_m]
S VU S Vet
+Piif T;Eﬁajp_#] _ Pi;-:LT;E:iP_m]
+F7131>\T5&,m - Ff\LkTBa,u + T, TBG_L[qu_m],A —Tib,, TBG_L[biq_m],A
+F%iq Tl_)a[biqu],k - Fiqu Tl_)a[qufu],k

@jp it Gip Ajp it Qip alai,_m]
+ (kar)\biq = Dn D, = DLk, + F)\mrkqu> Tg[qufu]

a; a ala; laj,_m]
T ()

laj,_m]

Am

4T (m‘T_ﬁ. ) - <Fm,T‘&. )
Abj, \* kbig L blb;, _m] (b5t kbj, \* Abig “b[bi,_m] [bjq—#]

En supprimant les termes qui s’annulent (certains itérateurs j, sont renommeés i),
on trouve

4T (FZ;’fT;[“iP—#])

a G o Qip aip 0 Ta; woa; z‘z[aip_m]
Ty — Ty = (ka,A —Dyme = Dalm + Fmrm%) T

m _mm nom _TH Tm a
+( Noig b~ Db n 1oL b,, Tmrubi,q>Tb[biq,m]

Ty, — T Ty, + G

a; . ala; [aij”] a; . ala; [ajp*m]
6 = r (ripn )y g ()

+F*‘_(m.Tﬁ_ ) fr“,(rm,Tﬁ_ )
)\qu kbzq b[blq_m] [qufl/«] kb]q Abzq b[blq_m] [qufﬂ]

I _ Tl !
Posant C;, =TI}, —I'y;, on trouve

G a _ aip aip L oag alai,_m]
Tb;k:A Ty = (ka,)\ — Ik — karu’fﬂ) T

m _Tm _ (e Tm a
+( Nbiy b~ kb, A Ck:)\]'_‘,ubiq)Tb[bqun]

+CI Ty + Gl +G2



.2 Notation 9
Ou G1 et G2 sont données par

m

o m _TH m a
Fxqu< Tb[b m]>[qu_#] Fkqu (FAbiqu[biq_m]>[qu_#]

Gl = Iy» (I‘“@PT_‘_I[“’P-“]>[ajp7m] — Fafp <1"“sz [azp—“]>[a“”m]

G2

On va maintenant montrer par induction que 1’expression suivante, qui correspond a
G1, est vraie :

m]

P(p) : T\ (Fa”’Ta[a’P “])[ e T (ramT_a[azp u])[ajpf _
“

m

Pour p = 1:

o (ramTf’[%—l‘])[a“’J"] ry» (r“wT“[“lp #l>[““’*m]

) [aj,_m] laj,—m]
:Fajp <FZ;TE#> Aj, M 7Fa]p (F TEH) g, M

Am
(F)\m ZL - Fi;n S\nu) TE#
On a montré que P(1) était vrai (P(2) I’est aussi'). Supposons que P(p) I’est et
vérifions P(p + 1) :

P(p+1)=T pt1 (P p+lTa[a1P+17N])[ gp1-m] Pa1p+1 (Paip+1Ta[aip+l—N])[ajp+1_m]
Am k AL b

_ I‘ajp <Fa1p a[“zp#ﬂ) @jp-m] I‘ p+1 (F p+1 Ta[ap+1—#]>[ap+1*m]

—tam b b

,szp (rasz_‘_l[%_u])[%*m] T, p+1 ( p+1T ala p+17u])[“p+1—m]
1

(a0 - i) s (gt ) e (rg )

@iy v @y v ala; 7#] m l_l[ _u]
= (ijvi kp — Fk-]:L Ap) Tg " (F,\:Il karfl /\u> Tg e
1Pourp =2

1’1 (Fal T“‘l? + FGZ TGIH) [ajp,m] _ FaJP (Fal T“‘l? + FGZ T“lM) [ajp,m]

S (FZLT;“I?)[ ip= ]+F“JP (FZinl“)[ JP*m] —T» (r‘;LT;%)[aJ’P’mLF“JP (raa Tﬂw) [ag,-ml
ral I;ZI“T?;W E‘“ 23"“1“;:2 +ara2 am“n“TJZw ar@aFTuﬁ““
u w w
AT D2 T — T2 DY TR 4 T52 Tl TE™ — DL T2 T8

=0 =0
a pha a a e a a
=T§, T T 2+1"21"ng — DL T, THe2 — T2 T Ttk

J a; alag,_n]
= (Phprp, —Trrn ) 1



10

_ (1%prt1pm ip+1 m alag, 14l
= (T T, ~ T TR ) T .
Ce qui termine la preuve. Il reste a montrer que 1’égalité suivante, qui correspond a

G2, est vraie :
P(q) : Fl)fqu (FZZLJI:Q Tg[biq,m]) b, _u] h ngiq (P%i’q Téi[biqu])[b- | -
Jq— Jq—

( s, — Tﬂf‘ébiq)Tﬁb. .

Vérifions pour P(1) : .
Fé\llbl (Fz;)l T’lgl) [blfﬂ] - ]'_‘;:bl (]'_‘%1 T’Igl) [bliu]

=%, (1) — T, (T5.75)

= (Pf\LbIFZL - szll“f\”u) T3,

Donc P(1) est vérifiée. Supposons maintenant que P(g) est vraie et vérifions P(¢ + 1) :

e (Fm_ T@ —re (tm e
Nbjg iy \* kbigyy Tblbs, ,, _m] 1 4] bjgy \" Abig gy Tblb, ,, _m] s, o ]

_TH m  Ta N B a
= I‘)\qu (kaiq Tl_)[biq_m]> oy + FAqu (Fkbq+1TE[bq+1_m]> [bj, 11 1]

T, (T Ty ),y ™ T (s

= ( ZLFl)fbiq - PTpsziq> Tg[b,‘q_m]

" _ _
+F>\bq+1 (FZLTg[qurlJrL]) - I‘qu+1 ( KLTﬁbq+17m]>

= (inrl;biq - I‘;\ﬂ#]f‘llibiq> Tga[biq_m] + (Pl)}:bq+11—‘z¢ - ngq+l KL) Téi[bq+1_m]

= (™ FN _Tm FN ) T[l .
( kp™ Abs Aps kbs blbiyy,-m]

Ce qui termine la preuve. Substituant maintenant G1 et G2 dans le commutateur de
la dérivée covariante, on trouve

a a _ Qip Aip 0w oTa; alai,_m]
Ty — Ty = (Pkm,A Ik — CAkPMn'é) Ty
m _Tm _ (B Tm a
+ ( Abig ik L Kb A Ck)\rubi,q> T,

+OPTE 4 (r Ty, — Ty rg;) it

m]
Am km
m M m M a
+( kel 2bi, — )\urkbiq) Top
a

_ Qip Qip n a; ip "m Aip 1vm
= (Pkm,)\ =T — Ok lin + Ty — kar,\u) T

ig-m]

m _1Tm _ (OB Tm m M _Tm e a
+( Noig ke~ Dibiyx = Cialab,, + D, )\urkbiq>Tb[b,‘qJn]

+COTY,,



.2 Notation 11

Utilisant les expressions pour R, données par

Qip _ Qip Qip Aip ~l Aip 1l Aip -]
Roin = Tk = Trma = Do Cox + 1" Do = T Do

m _ m _m _m iz mpH _ Tm M
Ryl o = o,k = Db, n = Db, Crn Fkur)\biq )\,urkbiq .

On trouve finalement que

ala;,_m

a a a; ] a a )
Tél;k-,\ - TEa;,\k- = *Rmz,\TE + R;z?qk/\Tl'?[biq,m] + CI?LATz‘im-"‘ (%)

La preuve a été faite pour un torsion non-nulle (C73} # 0), mais le résultat demandé
est trouvé si on la suppose nulle.



