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Examen de Méthodes numériques
Enoncé

Ni calculatrices, ni documents.
Durée de I'examen : 1h15.

Les questions sont numérotées de 1 a 12. Pour chacune d’elle, les étudiants
inscrivent leur réponse (ou le code de la réponse indiqué dans I’énoncé) dans
la case prévue a cet effet sur la feuille de réponse.

A. Algebre matricielle.

1. Une norme matricielle N sur l'algebre des matrices carrées d’ordre
n donné doit, par définition, satisfaire non seulement aux trois propriétés
qui caractérisent les normes vectorielles, mais également a une quatrieme
propriété : pour toutes matrices A et B, écrire dans la case prévue a cet
effet la relation entre N(A), N(B) et N(AB) qui exprime cette quatrieme
propriété.

2. Soit z — ||x|| une norme vectorielle, et A — |||A]|| la norme matricielle
subordonnée. Ecrire dans la case prévue a cet effet la relation nécessaire entre
les trois réels ||z|, ||Az|| et ||| A]]l.

3. On note p(M) le rayon spectral d'une matrice M, et N(M) sa norme
(pour une norme matricielle N, subordonnée ou non). Ecrire une relation
nécessaire entre les deux réels p(M) et N(M).

B. Schémas aux différences : cas général.

Dans les questions de cette partie (questions 4 a 8), on considére, pour un
probleme aux dérivées partielles linéaire Lu = f, un schéma aux différences
(Lpvy, = fn)n, ol le parametre h est destiné a tendre vers 0. Pour tout vecteur
w de l'espace fonctionnel U (de dimension infinie) sur lequel opere L, on note
[w], la restriction de w aux noeuds du maillage associé au pas de discrétisation
h, de sorte que [w], appartient & l'espace vectoriel (de dimension finie) Uj,
sur lequel opere Ly,.



Voici une liste de dix-sept expressions, numérotées de (1) a (17).

gl =
]lliL%thh =f
Voo, 30,4 =D

AK > 0, |lu — u|| < Kh

Yw e U, ;llig(l)[w]h =w
g =
Vo € U, lim ]l = o]l
lim | Lnluln — fullp, =0

AM >0, [[|Lall| < M

lim [ Zyvp — fall s, = 0

Vw € U, lim [[[wla[ly, = [[wlly
lim v, = u
h—0

lim [[u], = vnlly;, =0

lim | = v, =0

lim ([ i, = 0

M >0, [[|Ly7 Y| = M



e Flim | Lo = [flu], =0 (17)

Pour chacune des questions suivantes 4 a 8, écrire dans la case prévue a
cet effet le numéro de I'expression (ou des expressions) qui, parmi les dix-sept
expressions précédentes, répond (ou répondent) a la question, ou bien écrire
le code 99 si aucune expression ne convient.

4. Quelle expression signifie que les espaces d’approximation sont munis
d’une famille cohérente de normes?

5. Quelle expression signifie que le schéma considéré est consistant vis-
a-vis du probleme considéré ?

6. Quelle expression exprime la stabilité du schéma ?

7. Quelle expression exprime la convergence du schéma pour le probleme
considéré ?

8. Donner (par ordre croissant) la liste des expressions qui, dans le
contexte considéré, peuvent étre vraies ou fausses, mais ont en tout cas un
sens (par opposition aux expressions qui n’ont aucun sens).

C. Schémas aux différences : problemes d’évolution.

Un schéma aux différences sous la forme canonique
Yk+1 = Rryp + 7%,

(I’état initial yy € Y, étant spécifié) est proposé pour un probleme d’évolution,
7 désignant le pas de discrétisation temporelle caractérisant la finesse du
maillage spatio-temporel utilisé. Les espaces d’approximation considérés sont
supposés munis de normes adéquates (en particulier cohérentes). Pour toute
matrice R agissant sur l'espace des états Y, (de dimension finie, dépendant
de 7), on note |||R||| la norme matricielle de R subordonnée a la norme
vectorielle dont ’espace Y, est muni, et on note p(R) son rayon spectral.
Voici une liste d’expressions, numérotées de (18) a (24).

da>0,p(R;) <1+ar (18)
p(R,) <1 (19)

p(R:) <1 (20)

3K > 0,|||R.]|| < 1+ K7 (21)



Rl <1 (22)
R <1 (23)

||| R¥||| est borné indépendamment de k et 7 (24)

Pour les questions 9 et 10, on suppose que le processus étudié se déroule
sans limitation dans le temps.

9. Ecrire le numéro des expressions qui, dans la liste ci-dessus, expriment
une condition suffisante de stabilité pour le schéma considéré.

10. Ecrire le numéro des expressions qui, dans la liste ci-dessus, expriment
une condition nécessaire de stabilité pour le schéma considéré.

On suppose a présent que le processus étudié se déroule au cours d’un
intervalle de temps fini.

11. Ecrire le numéro des expressions qui, dans la liste ci-dessus, expriment
une condition suffisante de stabilité pour le schéma considéré.

D. Probléeme.
12. Etant donnés un réel L > 0 et une fonction ug : [0,L] — R, on
considere le probleme de la chaleur
2
% = a—;;, V(z,t) € [0, L] x Ry,
u(0,t) = u(L,t) =0, Vt € Ry,
u(z,0) = up(x), Yo € [0, L].

. s . . . . L
Pour un pas de discrétisation spatiale h = 5=, on prend comme es-

pace des états l'espace Y des fonctions réelles définies sur l’ensemble fini
. , . h i=N
{h,2h, ..., Nh}, muni de la norme définie par [|ly[* = 5> 272" 3.
Pour un pas de discrétisation temporelle 7 donné, on note alors u? I’ap-
proximation de la solution u du probléme considéré au point (z,t) = (jh, kT)
que donne le schéma aux différences (manifestement consistant)

k+1 kT ok ok k
uj = Uy e (Ui — 205+ ug),

avec la condition initiale ug-) = ug(jh) et les conditions aux limites uf =

koo
uny,q = 0.
Grace aux théoremes sur la stabilité d’un schéma d’évolution mis sous
forme canonique, on vérifie que pour le probleme considéré il suffit que,



pour tout état initial y°, la suite des normes des états successifs [|y*[|,. soit
décroissante pour que le schéma soit stable (cette condition étant par ailleurs
quasiment nécessaire dans le cas présent, du fait de la décroissance au cours
du temps de I’énergie de la solution exacte du probleme).

En déduire une condition suffisante (et quasiment nécessaire!) de stabi-
lité du schéma considéré, condition portant sur la relation entre les pas de
discrétisation spatiale h et temporelle 7.

On écrira la relation obtenue, et elle seule, dans le cadre prévu a cet effet.

Remarque. On pourra admettre les implications

J=N =N
o = yni1 = > yi(D%2); = =Y (Ay)i(Az);,
j=1 J=0
et
j=N j=N
Yo = YN41 = Z (A%y);" <4 (Ay))
=1 =0



