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LE THEOREME DE MATIYASSEVITCH
ET RESULTATS CONNEXES

(M. Margenstern)

L'exposé est consacré aux travaux dévelcppés depuis une guinzaine
d'années dans la recherche de la solution du dixiéme probléme de
Hilbert, 4 savoir 1l'existence éventu='_le d'une méthode générale per-
mettant de décider si une équation diophantienne admet ou non des
solutions.

Les travaux de PUTNAM, DAVIS et J. ROBINSON ont abouti & une
approche de la solution que MATIYASSéVITCH a conduit a4 son terme en
1970. La réponse négative au dixiéme probléme se fonde sur un résultat
trés important et tout & fait surprenant puisqu'il établit 1'identité
de deux notions qui appartiennent & des domaines mathématiques a
priori fort éloignés : la logique mathématigque et la théorie des
nombres .

Cet exposé est en principe "self-contained". Il comprend trois
parties. Dans la premiére relativement technigque, on donne une démons-
tration (dlie pour l'essentiel & MATIYASSEVITCH) du théoréme principal
sur l'équivalence entre les ensembles diophantiens et les ensembles
récursivement énumérables.

Dans la seconde partie, on cherche & donner au lecteur, en

s'appuyant sur des exemples célébres, une idée de 1'étendue du champ
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des problémes intéressants qui peuvent 8tre réduits & la détermination
de la solubilité ou de 1'insolubilité d'une équation diophantienne. On
indigue également quelques unes des méthodes utilisées pour obtenir
cette réduction.

Dans la troisiéme partie, on aborde 1'étude du dixiéme probléme
de Hilbert sur d'autres ensembles de nombres que N .

I. Le théoréme principal.

Le but de cette premiére partie est de démontrer gque tout ensemble
récursivement énumérable est diophantien.
Le plan de la démonstration se décompose en deux étapes :

- tout d'abord on démontre gue tout ensemble récursivement
énumérable est exponentiellement diophantien,

- puis on démontre que tout ensemble exponentiellement
diophantien est diophantien, en montrant gque le graphe de 1'exponen-
tielle est diophantien.

Seule la seconde étape de la démonstration fait appel & des résul-
tats assez fin d'arithmétique. Nous les indiquerons et les démontre-

rons & ce moment 13.

Dans la suite de 1'exposé, on appellera entiers positifs, les
» » * ’ 2 ’ 2 3
éléments de N = N\{0} , les éléments de N étant appelés entiers
naturels.

Donnons quelques définitions préliminagires :

* . .
Soit 4 une partie de (N )k . On dit que ¢ est diophantienne
si on peut trouver un entier n et un polyndme P dans

Z[X1,...,Xk, Y1,...,Yn] tels gue

*
(a ) € 8 &= 3y1,...,yrl €N P(a1,...,ak, y1,...,yn) =0 .

greeeray
Les symboles ay.eeay sont appelés les paramétres de P et
y1,...,yrl les inconnues. Notons que la restriction des valeurs des

inconnues aux entiers positifs est introduite pour la commodité des
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calculs et de l'exposé et n'altére en rien la généralité. En effet
P(x) = 0 a des solutions dans N ssi P(x$-+x§-+x§-+xi)==0 a des solu-
tions dans 2 (tout entier naturel est somme de guatre carrés),
P(x) = 0O a des solutions dans N* ssi P(x+1) = 0 a des solutions
dans N et P(x) = 0 a des solutions dans Z ssi P(x)P(0O)P(-x)=0
a des solutions dans N

Enfin nous dirons qu'une relation sur des entiers positifs est
diophantienne ssi son graphe est un ensemble diophantien.

Définissons les ensembles exponentiellement diophantiens :

On définit les mondmes exponentiels en X1""’XP de la fagon

suivante :

ce sont les expressions de la forme
9, 71 “x
ab Xl "'Xk

h

ol a,b sont des entiers naturels, ? 1'entier naturel O ou la

variable Xi , Ei un entier naturel ouune des variables Xl,...,Xk .

On convient de poser Xi= 1 et de considérer que le produit des

Xil entre eux est commutatif.

On appelle polyndme exponentiel en X1"“’Xk (ou & k wvariables)

toute somme finie de mondmes exponentiels en X1"“’Xk .

k

* .
Un ensemble & de (N ) est dit exponentiellement diophantien

s'il existe un entier n et un polyndme exponentiel P en

X1"“’Xk’ Y1""'Yn tel gque :
*
P € (== e .. yeees Y ) = .
(311 lak) é <—‘—>3y1, ,yn €N P(a1, rak ' y1 yn 0
De méme on dit gqu'une relation est exponentiellement diophantienne

ssi son graphe 1'est.

1. Représentation exponentiellement diophantienne des ensembles

récursivement énumérables.

La démonstration que nous exposons ici reprend la démonstration

récente de Matiyassévitch dans [3]. Elle ne fait pratiquement pas
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appel & 1'arithmétique. En particulier, elle permet de court-circuiter
les constructions complexes fondées sur le théoréme chinois et sa
représentation diophantienne.

Elle se fonde sur la simulation du fonctionnement d'une machine
de Turing par un nombre fini de relations exponentiellement diophan-
tiennes. Ce qui est suffisant puisqu'on sait que les fonctions récur-
sives partielles sont exactement les fonctions définissables par une
machine de Turing (cf. Par exemple [11]).

Diverses présentations égquivalentes des machines de Turing
existent dans la littérature. Pour des raisons technigues, nous
prendrons la présentation suivante (cf. Matiyassévitch[3]), qui con-

siste en quelque sorte i décrire une machine de Turing par un semi-

systéme de Thue.
1.1 Machines de Turing.
. : . s oea s , ,
La machine est constituée d'une mémoire infinie représentée par

une bande illimitée & droite divisée en cases. La case la plus &

gauche dite premiére case est marquée par le signe * qui ne peut &tre
effacé ni écrit dans une autre case. Chaque case en dehors de la
premiére contient une des lettres de 1'alphabet fini A = {ao,-..,an}
(on suppose a; # %). On conviendra d'appeler cagse vide tout case
contenant a_ . Au départ, toutes les cases de la mémoire, sauf un
nombre fini d'entre elles sont vides. La machine dispose d'un nombre

fini d'états désignés par E ,....E_, E étant 1'état de départ et

1
E 1'état d'arrét de la machine.

La machine transforme le mot écrit au départ sur la bande par
étapes ol elle n'effectue qu'une opération dans une seule case,
appelée case vue, gui consiste & remplacer la lettre figurant dans
la case vue par une autre. Puis la machine passe & une des cases ad-
jacentes & la case vue. Elle effectue ces deux opérations selon des

instructions en nombre fini que 1'on peut représenter de la fagon

suivante :
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E. a?bE. T (1)
1 J

N

Od a et b désignent un des symboles agr-e-saa% et U désigne

une des deux lettres G,D (4 gauche, & droite) avec la condition :

si a=x alors b=4x et U =D . E; a est appelé couple d'entrée

et D Ej U , triplet de sortie.
En vue d'arithmétiser le fonctionnement de la machine de Turing

considérée, on ne s'intéressera qu'aux configurations de la machine

qui, par définition, représentent 1'état de la bande aprés chague pas
du travail de la machine. Afin de faire apparaltre la case vue et

1'état de la machine au pas considéré, on introduit de nouvelles

, , - - - “ -
lettres pour représenter les états : E ,...,E_,E ,...,E (cf. 13]).
e} m e} m
Les configurations seront des mots de la forme :
- . 52)
A =
x* A Ei (2a)
“ s
* 4 E. = (2b)
ol A et = sont des mots dans A (éventuellement vides), étant
entendu que les cases i droite de = sont vides. Dans la configura-

tion (2a), la case vue est celle qui contient la premiére lettre du
mot = (ou la premiére case vue & droite du mot 2 si le mot = est
vide) et dans (2b) la case vue est celle quj contient la derniére
lettre du mot 4 (ou la premiére case si le mot £ est vide), la
machine se trouvant dans 1'état E, .

Le passage d'une configuration a la configuration suivante se

présente comme le passage d'un mot & un autre dans un calcul formel

par l'application d'une des régles de la forme :

> <
E. a~> E. b (3a)
i y
£ - E. Db (3p)
a Ei Ej b)
- -
E. a> b E, (3¢)
i y
E. - b E 3d)
a E; b j (34)

ol a,b # x dans (3a), (3b), (3c) et, dans (3d), si a = % , alors
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b = x . Les régles (3a) a (3d) découlent des instructions (1). Par

exemple, 1'instruction

E. a?>bE. D

1 J

donne naissance & deux régles :

- -
E. a~> b E.
1 J
E.»DbE
a E; b Ej

suivant le sens du mouvement de la machine au pas précédent la case vue.

Le programme de la machine, constitué par la liste des instruc-

tions, peut étre représenté par une liste de ¢ régles :

L.M, » S.T, (4)
1 1 1 1

-

hecd € —
oa L. ,M,,s.,T, €£{a ,...,a ,E ,...,E_ ,E ,.e.,E_, x} .
i i i i o n o m’ "o m

Considérons maintenant une machine de Turing K et un mot M .
On dit gue la machine converge en M s'il existe un entier s tel
iéme

que 1'état EO apparaisse au s pas du travall de la machine pour

-
la configuration initiale =« E1M . I1 est clair que le travail de la
machine K s'arréte au bout de s pas si et seulement si il existe

des mots Z et W et une suite KO,...,KS de configurations telles

Jque =
(i) Z ne contient que la lettre ag
«—
ii) = ' . A - i
(ii) KO * E1M z ., Ki s'obtient 4 partir de K1-1 par
une des régles (4) pour i =1,...,s et K, =W ;

- -
(iii) W contient E ou E .
o o

Il est malcommode de représenter, arithmétiquement, une liste de
mots de lcngueur arbitrgire. Aussi peut-on remplacer la suite des

configurations K1""’Ks-1 par un seul mot ¢ L = K1,...,K . On

s-=1
. s s ,

remarque gue chacun des Ki commence par le signe * qui n'est présente

qgu'une fois dans une configuration, et les Ki ont la méme longueur.

Ceci permet de remplacer la condition (ii) par :
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(ii*) LW s'obtient & partir de K L par la substitution
simultanée de toutes les occurrences des mots de la forme LiMi par

ceux de la forme 8;T; - Cela se vérifie sans difficulté par le fait

que cette opération transforme K, en K1 ’ K1 en K, . etc...

K en K =W .
s-1 S

Cela permet aussi de ne plus faire figurer l'entier s .
Il nous reste encore une étape avant de passer & 1'arithmétisa-
tion : ramener la transformation des mots LiMi en SiTi d une

transformation portant seulement sur des lettres. Pour cela, on remar-

que gqu'il y a ¢ régles (4). Construisons 2£ lettres B1""’BQ ,
C1""’C8 . Soit P 1le mot obtenu & partir de K L par les régles :
. )
LiMi B,C. (5a)

Alors Lw s'obtient & partir de P par les régles
B.C. » S.T. (5b)
i7i iti

Mais on peut considérer également gue KOL s'obtient & partir de P

par les régles
B.C, > L.M, (5¢)
ivi ii
Remarquons qu'on peut décomposer les régles (5b) et (5¢) en :

B, ° S, C, » T, (6a)

B, » L, C., @ M, (6b)

Car chagque occurence de Bi est suivie de Ci et chague occurence
de Ci précédée de B, . Précisons cette relation : on dit gque dans
le mot N, la lettre d est l'ombre de la lettre ¢ si chaque
occurence de ¢ est suivie de d et si chaque occurence de 4 est
précédée de ¢ . On note cette relation Sh(N,c,d). Et donc P se
déduit de K L par les régles (5a) ssi M; est 1'ombre de L, dans

P et KL se déduit alors de P par les régles (6b). On note le

résultat de la substitution de ¢ par d dans N par Sub(Nc,d).
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Alors (cf. [3]) la machine K converge en M si et seulement

si il exjste des mots Z ,L,W et P dans 1l'aglphabet

{E E . E EYud
A, = AU Eo""’Em’Eo""’Em U B1,...,BQ,C

1 ,...,CQ}U{*} tels gue

1

.
(1) Z ne contient que la lettre a,

L, . - e «
(ii1) P ne contient aucune des lettres E ,...,E ,E ,...,E
o m’ o m

(111 Y i=1....,
(1ii) Sh(P,Bi,Ci, i=1, 14

<
iv) = . ’ )I ’ ’
(1iv) *E1M2L Sub(..Sub(P B1 y C1 M1 0

(v) LW = Sub(.-Sub(Sub(P,B1,S1),C1,T ),..BQ,S

(vi) W contient E ou E .,
fo} o

L c M)

2e
T,)

), ..B,,L

e

)C

1 ger-ee

1.2 Arithmétisation.

Nous allons maintenant coder les mots dans 1'alphabet A par

1
des entiers naturels et exprimer les relations I (i) a (vi) par des
relations entre les codes des entiers correspondants. Il nous restera

alors a établir que les relations entre les codes sont exponentielle-

ment diophantiennes ainsi que la relation unaire "n est le code d'un

mot dans A1 ",

Considérons donc l'alphabet A, = {F1""’Fk} . Suivant f3] on

1

définit le code d'un mot R dans A1 comme un k+1-uplet d'entiers

naturels <ro,...rk> ot r est 1la longueur du mot R (rO=O si
R est le mot vide) et les rj (j =1,++.,K) sont définis de 1la
facon suivante : si le mot R est vide, rj=O , sinon, R s'écrit

Q ...Q1 et on pose

r
e}
1 si Qi=Fj
Xij =
0 si Qii'-‘Fj
r
o i-1
et rj = Xij 2 . de sorte que si on écrit rj en base 2 , on
i=1

obtient "la fonction caractéristique" des occurences de Fj dans le

mot R .



206

Il est clair que 1l'on peut reconstruire le mot R 4 partir de
son code de fagon univoque.

On établit sans difficulté que si R et S sont des mots dans

8] < e >, < 7.y > ’
A,] de codes respectifs r ,r,] ’ r] S ,S1 S] alors
R=S sSsl r, = S. pour 1 = O, -.-,k e RS a pour code
< + ’ 2 + RN} 2 + >. S < o e > t 1 ode
o o I3 1
r S r1 S1 rk Sk 1 r ,r,] I. es e C

du mot R , le code de Sub(R,Fi,Fj), ol 1i#3j , est le Xk+i-uplet

' L}

< ! ! PP !> 0 = ' = R = . . =
ro,r1, Ty ou rO rO r Ty 0] rj rj+rl R N pour
h#i,j et on a Sh(R,Fi,Fj) si et seulement si rj= 2rj . R ne
.
o

contient que la lettre Fi si et seulement si r; = 2 -1 et R con-

tient Fi ou Fj si et seulement si ri+rj > 0 et R ne contient

pas les lettres F, ,...,F. ssi r? +...+r% =0 . Il reste a
e *h 1 *h

exprimer que "le k+1-uplet <:ro,r1,...,rk> est le code d'un mot R

dans A1". Soient X et y deux entiers naturels, a1,...,aq et

B1""’Br respectivement les chiffres de la représentation binaire
g i-1 i-1

de ces entiers. On a donc 3 x = ¥ @27 et g = I ﬂi2 . Il est
i=1 i=1

clair qu'on a ai'Bj € {0,1} et gu'on peut supposer r=g en

ajoutant éventuellement un nombre convenable d‘ai ou de Bi nuls.
On dira que x et y sont compatibles et on le notera xCy si et
seulement si a +8. € {0,7} pour i=1,...,r . C'est-a-dire les 1
dans 1'écriture binaire de x et de y ne doivent pas se trouver

aux mémes places. Il est alors clair que <ro,r ;... > est le code

1 k

d'un mot R dans A1 si et seulement si

] r .. =2 °_ )
[1<i§j<k ri(Ier & Lr1+. +rk 2 1] (7)

Il est clair, d'aprés le codage utilisé que les relations asso-
ciées aux relations I(i) (ii) sont exponentiellement diophantiennes.
Il nous reste 4 démontrer que la relation (7) est également exponen-
tiellement diophantienne.

Remargquons tout d'abord que si R1 et R2 sont des relations

(exponentiellement) diophantiennes, exprimées par les polyndmes
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(exponentiels) P1 et P2 respectivement, alors R1&=R2 est expri-
mée par le polyndme (exponentiel) P$-+P§ . Donc il suffit de montrer

gue la relation xCy est exponentiellement diophantienne. Pour cela,

on va établir que :

xCye= (*¥) = 1 (mod 2) (avec la convention Q) =N (8)
et que ¢ = (n\ est une relation exponentiellement diophantienne.

x’

Le résultat s'en suivra, car : n=q (mod m) m>0 et nzg si

il existe un entier positif wu tel que n-g = (u-1)m .

Pour établir (8), nous procéderons comme suit :
- i-1 s i-1
soit x = ¥ .2 y= & B,2

L i vi2 ou
i=1

et Xty =

. 1 .
i=1 i

I ™M®n

1
a By € {0,1} et s choisi de telle sorte que v #0 . Suivant

[loj,nous désignerons par E(n) 1'exposant de la plus grande puissance
de 2 qui divise l'entier naturel n (avec E(0) = +4w). On remarque

que E est additive, c'est-d-dire gque pour tous entiers naturels n

et m , E(nm) = E(n) +E(m). Alors, comme
(2™)1 = 2™, (M), 20y L 2Kl (2% (2Ki2) . i3
Donc E((2™1) = E(2™.(2™-2)...25.(2%-2)...4.2) =
= E(z.zm'1.2.(2m”1-1)...2.2k‘1.2.(2k‘1—1)...2.2.2.1) =
= B((2™y1) + 2™
. m m
et donc, par sommation E((27)!) = 2 -1 .,
Par ailleurs, si n = 2m+r11 avec n, < oM , ona E(n) = E(n1)
et donc, comme n! = (2m+n1)(2m+n1—1)...(2m+n1-n1+1)(2m)1 on a

E(nl) = E((2™ 1) +E(n Sng=1)et) = E((2™) +E(n 1) .

1 1

s . s
Il en résulte que (cf. [10]): E(xi) = = ai(21-1) =x- I a, et
i=9 i=1

par conséquent, comme
ECCY)) = E((x+y)}) - E(x!) - E(y})

. X+y
on a (cf. [lO]) : E(( < V) (ai+Bi—yi) .

I Mn

i=1
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En outre (x;y) = 1 (mod 2) équivaut a E((X;y))=20 . On démontre
S -
par récurrence sur s gue Z (ui+9i—vi) = 0 si et seulement si
i=1
ai+5i==yi pour i=1,...,s . Pour cela, on établit gu'il existe un
plus petit indice iO pour lequel oy +5i —Vi =-1 si et seulement

o e} o
si on trouve un plus petit indice jO avec jo< iO pour lequel

i
o)
o, +8. -¥y. =2 et gu'alors Z (¢, 4B.-¥.) > 1 . Or a +B. =7,
J j J — ii ‘i i i i
o o o] i=1
si et seulement si ai+5i€ {0,1} pour i=1,....s , c'est-a-dire

xCy . ce qui établit (8).

Il reste 3 montrer gue c¢ = (;) est une relation exponentielle-
ment diophantienne. Pour cela, on remarque (cf. [3], [7]), que
. n n . (u+1)rl
si u>2 , alors (k) = Res([———i——w,u) (9)
u

ol [g] est la partie entiére du rationnel g et Rés(a,b) désigne

le reste de la division de a par b . En effet, comme u> 2" et

n n n n (u+1\rl n n n, Jj-1
que 2 = Z (j) > (k), on a que [———24—1 = (k)-+u z (j)u
j=o u j=k+1
1 k-1 n. 4 ] k-1 n Hh
puisque < bX (j)u] <3 bX (j) < Ty < 1 . Mais alors, comme
u Jj=o j=o

(E) < 2™ < u, on a bien (9). Or, ¢ = Rés(a,b) si et seulement si il
existe des entiers positifs v et w tels gque a = bv+c et b = ctw.

Nous avons donc démontré que la relation (7) est exponentielle-
ment diophantienne. C'est-d-dire qu'il existe un entier r et un

polyndme exponentiel @I en Xo’X1""’Xk R Y1""’Yr tel que :

"<1ro,r y-+.,r > est le code 4d'un mot dans A, "

1 k 1

¢==$3y1...yr H(ro,r1,...,rk,y1,...,yr) =0 .

Par conségquent, "la machine K converge en M" est une relation
exponentiellement diophantienne.

Or on sait que tout ensemble récursivement énumérable est le
domaine de convergence d'une machine de Turing. La démonstration
indiquée ci-dessus est effective en ce sens qu'elle construit les
relations exponentiellement diophantiennes exprimant la convergence

de la machine K en M d'une fagon uniforme (par rapport a la

machine & et au mot M). On peut donc énoncer le
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Théoreéme 1 : La classe des ensembles récursivement énumérables
est identique & celle des ensembles exponentiellement diophantiens.
De plus il existe un algorithme transformant tout code d'un ensemble
récursivement énumérable ¢ en un polyndme exponentiel définissant

un ensemble exponentiellement diophantien égal & & .

2. Représentation diophantienne du graphe de 1'exponentielle.

L'objet de ce paragraphe est de démontrer le

Théoréme 2 [Matiyassévitch] : La relation ¢ = ab est diophan-

tienne.
I1 résulte aussitdt de ce théoréme et du théoréme 2 gu'on a le

Théoréme principal : La classe des ensembles récursivement énu-

mérables est identique i celle des ensembles diophantiens. De plus
il existe un algorithme transformant tout code d'un ensemble récursi-
vement énumérable 4 en un polyndme définissant un ensemble diophan-

tien égal & & .

Démonstration : Il suffit de remarquer gue 1'algorithme de recher-
che des solutions de P(a1,...,ak, y1,...,yn) = 0 est descriptible
par une machine de Turing : la procédure consistant & calculer les
valeurs de P(a;,+-.sa , Y, ---,Y ) par récurrence sur \y1\+...+lyn
est parfaitement effective et montre que l'ensemble 4 défini par :
< ayreeeray > € ¢ = 3y1...yrl P(a,,«-ray y1,...,yn) = 0 est récur-
sivement énumérable, puisqu'il est le domaine de convergence d'une
machine de Turing. B

Passons 3 la démonstration du théoréme 2. Nous suivrons & cet
effet la démonstration exposée par Matiyassévitch et J. Robinson dans
l6] qui se décompose en deux étapes : tout d'abord on établit le
caractére diophantien d'une certaine suite de "taille exponentielle"
c'est-d~dire qui croft aussi vite gue 1'exponentielle, puis on raméne

le cas de 1l'exponentielle elle-méme & celui de cette suite.
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La suite utilisée dans [6: est la suite de Lucas, c'est-a-dire,
la suite constituée par les solutions en y de 1l'égquation de Pell
xz—dy2 = 1 pour des valeurs de d positives et différentes d'un
carré. Aussi commencerons nous par introduire quelgques notations et &
énoncer lecs résultats concernant les solutions en y de 1'équation
de Pell et leur relation avec 1l'exponentielle que nous utiliserons

par la suite.

2.1 Résultats prélimingires.

*
Notons tout d'abord qu'une relation ® sur (N )k

est diophan-
tienne si et seulement si on peut trouver des entiers n et m et

5 . ; . . , Peen )
m polynbmes P1, ,Pm avec Pl S Z(X1,. .,Xk Y1 ’Yn' tels que

P y Yireeesy ) =0 admet
R(a1,...,ak) & le systéme { ! ].....ék ! n une
Pn(a1,-..,ak, y1,-..,yn) =0
' solution

les égquations de ce systéme sont dites diophantiennes.
En effet, P, = O &...& P_ = 0 &= P2+...+P2 =0
1 m 1 m
Ainsi nous représenterons 1l'exponentielle & 1l'aide d'un systéme
d'équations diophantiennes pour établir le théoréme 2.
Rappelons gue (n,m) = 1 signifie que les entiers n et m

. . 2
sont premiers entre eux. Nous noterons x=1] au lieu de x=Xk avec

k>0 (on dira : x est un carré).

2.1.1 Résultats sur les solutions de 1'éguation de Pell.

Considérons 1'équation de Pell xz—dy2 =1 .81 d est un carré,
la seule solution est xX=1 et y=0 . 81 d=0 les solutions sont
x=1 et y=0,1,...,n,....Dans la suite, on considérera les équations

de la forme
x2-~(a2-1)y2 =1 ol a>1 . (1)

Nous allons montrer que l'ensemble des solutions (x,y) de (1)
avec X,y > 0 peut &tre ordonné en une suite strictement croissante

suivart y .
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Comme il est d'usage de le faire, on utilisera le langage

de la théorie algébrigque des nonbres pour faciliter 1'exposé.

On dira qu'une solution (x,y) de 1'équation (1) est positive
si et seulement si x>0 et y>0 . A toute solution («,B) de (1)
on associe le nombre o+8 a2—1 qui est une unité de 1'anneau .

ZEVaZ—ﬂ . 81 g=u+v a2—1 < Z[\/az—ﬂ , on lui associe son conjugué
E = u-v \]a2—1 et sa norme N(E) = €% = u2—v2(a2-1). Les unités de

Z(Va2-1] sont les éléments de norme +1 ou -1. Les solutions de

1'égquation (1) sont exactement les unités de norme 1. La norme étant
multiplicative et comme pour §#O el = I\T(STF , les unités de norme 1}

constituent un sous-groupe du groupe U des unités de 1'anneau.
Soit Up l'ensemble des solutions positives de (1). On peut
l'identifier & 1l'ensemble des unités de Z[\/azﬂ] plus grandes stric-

tement que 1 car

pour «,B € 7 o+B \fz € U = (o+B \/aT-1>1<==>c¥ et B>0).

En effet : cvzz 1+82(a2—1) = |«| > I8] V—a—zj . Comme 02—52(32—1)—11,
un seul des quatre nombres La', + 55\ a2—-1 , ol =18 \/—z ,

-la] + |8 m , —lal -8l m est strictement plus grand gque 1.

C'est donc |al + (8] \/a2-1 .

Montrons que Up a un plus petit élément.

-1 . ) .
On remargque gque u-u est une fonction strictement croissante

de u pour u>1 et pour u€U_, avec u = x+y VYa -1 ,

L X-y a’-1 ona :u-u = 2y \/;2‘-1 . Donc pour X,y,x',y' eN’
on a : X+y m<x'+y‘ a2-1 > y<€y' . Or (a,1) est visiblement
une solution positive de (1) et c'est la plus petite puisque

(x,y)EUp =y=21 . D'ou :
Proposition 1 : L'ensemble des solutions positives de (1) a un
plus petit élément (a,1) (ou a+fa“=1).

Cet élément est appelé unité fondamentale de 1'anneau Z[Va2-1:|
lorsgu'il n'y a pas d'unité de norme négative.

De la proposition 1 on tire la
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Proposition 2. L'ensemble des solutions positives de (1) est

constitué par les nombres (xa(n),ya(n)) définis par la relation
(a+Va®-1)" = x_(n) +y_(n) Va®-1 n>1 . (2)

On remargue que pour n=0 on trouve xa(O) =1 ya(O) =0

qui est évidemment solution de (1).

Démonstration de la proposition 2 : Soit L1€Up , et soit

w = a-+Va2—1 . Il existe un entier n unique, n=20 tel gue

+ - - s <
W <y g Q" ! . Alors 1< w Mg o . Donc uw "€ Up (premiere inéga-
1ité) et ww " = w car « est le plus petit élément de Up . Donc
u=o" A

On utilisera dans la suite les résultats suivants (cf. [6]).

Proposition 3. Soit a> 0 . Pour tout entier positif m il existe

une infinité de n tels que m\ya(n).
Démonstration : D'aprés (2) il vient que ya(Zn) = 2xa(n).ya(n).
Donc il suffit de trouver un n tel que m‘ya(n).
i
Pour cela on utilisera, en 1'appliquant & &= (az-l)m“ , le
Lemme : L'équation d- Pell xz-dy2= 1 o0t d€7Z, d non carré,
admet au moins une solution (x,y) positive.

Démonstration du lemme : On montre tout d'abord qu'il existe une

infinité de (x,y) € N° avec y#0 t.q. 1x2—dy21 C1+2YQ .

Pour cela, N étant fixé, on pose y = 0,1,2,...,N successi-
vement.

Pour chaque valeur de y , on définit un x unique tel que
yVE-S x < l+yva-; comme d n'est pas un carré, yVE = x n'est
possible que pour y=x=0 . On a ainsi N+1 nombres dans [O,l[ .
La distance mutuelle de deux quelconques d'entre eux ne peut &tre

supérieure ou égale & , sinon les points extr&mes auraient une dis-

1
N
tance au moins égale 4 1. Donc, par soustraction, on trouve x,y avec
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y>0 , tel gue

(%) [x-y\/—a\ < %I .

. On

o

On a donc \x—yVﬁ[ < }1—/ a fortiori, car ySN . Soit x-yVd =

8
a 18[/<1 et 8#0 car d n'est pas un carré. Donc x+yVTi=§+2yVTi
2

et donc xz—dy2 = 6—2+26\/—a . Comme |6|/<1 et y>0 , on a donc :
Y
2 2
(%) |x“-ay“] <1+2fd , y>o .
Si on a déj3 construit n nombres (xi,yi) vérifiant (%*), soit N
tel que I%I< |xi—yiVTi\ , la construction indiquée au début nous

donne un n+1-éme nombre en vertu de ().

Soient donc les solutions de (%%). D'aprés le lemme des tiroirs,
il existe un entier k avec |k|<1+2Vd , telle que 1'égquation
2

X —dy2 = k ait une infinité de solutions vérifiant y>0O . Donc,

d'aprés le lemme des tiroirs, il existe p et g tels gque
2 2 — =
(%%%) x“-dy® =k x=g (mod k) y=p (mod k) vy#0

ait une infinité de solutions. Soient (x,y) et (x',y') des solu-
tions de (%xx).
Alors : X'y—-xy'=0 (mod k) et xx'—dyy'Ex'Z-dy'ZEO (mod k).
Donc (x'-y"Vad) (x+yV @) = k(E+nVd) avec E,m€Z .
D'od il vient g%-an? = 1 .
si m=0, €=i-1 d'ol (x'-y'Va)(x+yVd) = o oet donc, en vertu
+

de (*%x%), x'-y'Vd = —(x-y\fa) ce qui peut &tre exclus, puisqu'on a

une infinité de solutions & (%%%). Ce gui donne la solution cherchée. &

Proposition 4 : Pour a0 on a ya(n)Zn pour tout n .

C'est évident en vertu de (2).

Proposition 5 (régle de congruence 1) : Pour a,b>0 , si a=b
) ) = ) ) = )
(mod m), alors, pour tout n , Xa(n' xb(n) (mod m) et ya(n, yb(n,

(mod m). En particulier (régle de congruence 2) pour tout n ,
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y_(n) = n (mod a-1).

Démonstration : Pour la premiére régle, on remarque que d'aprés
(2), x_(n) et ya(n) sont des polyndmes en a 4 coefficients

entiers.

n
. . - 2
Pour la seconde regle, puisqgue (a+-\}az—1)rl = z::: (2) a’ k(Va —1)k,

k=0
ya(n) a“-1 réunit toutes les puissances impaires de Vaz—l . Donc,

modulo a-1 , ya(n) est congru a4 la premiére puissance impaire,
c'est-a-dire ya(n) = (?) an-l (mod a-1). Comme (?)=11 et a=1
(mod a-1) on en tire + ya(n) = n (mod a-1).

Proposition 6 (premiére réduction) : Pour a>0 , si 3% (m)z\y (n),
a a

alors ya(m)|n .

. . _ 2
Démonstration : Si y (m)“ly (n) on a donc, d'aprés (2) que

a a
m€n . On remargue en outre, que ya(m+k) =y (m)x_(k)+y_(kK)x (m)
a a a a
donc +k) = ) r 1
ya(m ) xa(m, ya(k) « mod y, (m).

L . _ ,
d'ou, si n=mg+r avec O€r<m , on a, par recurrence,

ya(n):zxa(m)qya(r) [mod y (m] .

Donc, comme pour tout k (x k),ya(k)) =1 (x (k)2-(a2—1)y§(k) =1

a( a

2 , .
et Bezout), on a ya(m) \ya(n) implique ya(m)rya(n). Or Y, est une

fonction strictement croissante de n ,» donc

o< r<m =O<ya(r)<ya(m) d'ou ya(r) =0 et donc r=0 . Donc
2
Y,(m%y_(n) ==mnln .
Par ailleurs, y_(km) = —— [ (x_(m) +y_(m)Va2-1)K
a S\ a2- a a ’
a“-1
2 k
- ) - _ -
(Xa(m' ya(m) a“-1"] .
) . -1
= ) m¥ Iy mIay 2.
o€j<sx J @ a
j impair
D'ol
= k-1 3
ya(km) = kxa(m) ya(m) (mod ya(m) ).
2
Comme (y_(m),x_(m)) =1 , y, (m) \ya(km) == ya(m)\k d'old le résultat.

o~
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Proposition 7 (seconde réduction) : Pour a>1 et n>0 , si
¥, (i) Sy_(k) (mod x_(n)), alors x=%i (mod 2n).

Démonstration : A 1'aide de (2), on démontre que les résidus

modulo xa(n) de ya(m) ont une période égale & 4n ; on a en effet :

€ = - em) = ¢ £ = -
ya(4n+ m) ya(2n+ m) ya(m) (mod xa(n)) +1 ou -1
Il reste & montrer gue ya(m) ?tya(m’) pour m<m'€n . Or si a>2 ,
2 2 2 2 N
14 < -1) ) = ~a-4. y <L )
4Ya(1’1, (a 1,ya(r1, +1 xa(n) c-a-d ya(n, 5 xa(n, donc les

résidus modulo xa(n) des ya(m) sont égaux a ya(m) pour m<n
et ils sont donc deux & deux distincts. Ces restes sont alors entiére-
ment déterminés (par “"symétrie"” par rapport au point n) car pour

n<m<2n on a :

ya(m)=ya(2n—(2n-m))5ya(2n-m) (mod xa(n)) et O0<2n-m<n .

Il reste a examiner le cas a=2 pour achever la démonstration. Dans

ce cas, en écrivant gue 243 = 4 ed3) T = (243) % 2-V3)
. 1) = - >
on a : y2(n 1) 2y2(r1) x2(n) =20 et
X2(1’1-1) = 2X2(r1)-3y2(r1) =x2(n)—y2(n)—y2(n-1)>o on tire que
l/2X2(r1)>X2(1’1) -yz(n)>y2(n-1) pour n>0 . D'ou la méme conclusion. B

2.1.2 Comparaison des solutions de 1'équation de Pell et de

1'exponentielle.

On va maintenant exprimer 1'exponentielle en fonction des solu-

tions de 1'équation (1). Tout d'abord on établit 1la
Proposition 8 (majoration des solutions de (1)) : Pour a>1

on a, pour tout n=21

(2a-1)"<y_(n+1) < (22)" (3)
Démonstration : On a que ya(n+1) = aya(n) +Xa(r1).
2 _ 2 2 2 2
Pour n=21 , on a que (%) xa(n) = 1+ya(n)(a -1)<1+a ya(n) donc

X (n)<€ay_(n), D'ol, pour n=1 : ya(n+1)<2a ya(n).
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D'ol 1'inégalité de droite, par récurrence. Pour 1'inégalité de
gauche on remarque gue pour a-=>1 , xa(n)z (a-1 )ya(n) (utiliser dans
(%) que a2-1 = (a-1 )2) . D'ou ya(n+1 )= (2a-1 )ya(n) d'aprés (2) et

par récurrence, 1'inégalité de gauche. &

Soit A un nombre réel. On désigne par <A> 1l'unigque entier
tel que |<A>-r|<%k , <A> n'étant pas défini pour les nombres de la

forme n+% , n€Z . On a alors :

Proposition 9 : Soient Yy, x, n entiers naturels, y,x>0 tels
Yy (nt+1)
que y=x" . Alors si £>4n(y+1), x"=< ex > .
ra yj———)—e n+‘|

Yo (n+1)
Démonstration : Soit *, = X . On remarque sans difficulté,
e —— < Yp n+1)

grice & (3) que )\8 - x™ si € - 4o . Soit maintenant €>4n(y+1).
3 (28x)r1 _ .n 1 ,-n n n -1 n n cq s
On a : $-———n—x(1—2—é) <x(1-2—é) $x(1+E) en utilisant (3),
(28-1)
~ (28x—1)r1 n 1 .n n n
P2 Sl I -1 yny - ,
et de méme, eon x (1 28x\ X (1 m)
c'est-a-dire
nx™~ n_nx"
- < A= —_
ST Shxs T
n

or nx" = ny<2¢ . Donc %<% d'olt  |A-x"| <% et donc <> = x° .

2.2 Représentation diophantienne aes ya(b).

Dire gqu'il existe a tel gque c=ya(b) est diophantien. Nous
allons montrer comment, sachant que C=ya(b) pour un certain a ,

calculer cet entier a en résolvent des équations diophantiennes.

Théoréme 3 (Matiyassévitch - J. Robinson [6]) : Soient a>1 ,
bPb>0 , ¢>0 . Alors c = ya(b) si et seulement si il existe des
entiers naturels d,e,f,g,h,i,u,v tels que :

A1 dfi =0, flh-c , b<ec
A2 d = (a®-1)c?+
A3 e = 2(u+1)dc2

A4 £ = (a%-1)e’+
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A5 = a+f (f-a)
AL h = b+ 2vc
A7 i= (g%-1)miH .
Démonstration (cf. [6]) : a,b,c étant donnés, avec a>1 ,
b,c>0 , supposons qu'il existe des entiers naturels d,e,f,g,h,i,u,v

tels que 1l'on ait A1 ~A7 .
1. d,e,f,g,h,iz=1 .
En effet : d21 par A2 et, par A3, e>1 (car c>0) et

f21 par A4. Comme f2a d'aprés A4 (e>0 d'on f2a2-1+1>a) et

a>»1 , donc g=1 par A5. Comme b>0 , hz1 par A6. Comme g=21
et hz21 , iz1 par A7.

2. d4,f,1i sont premiers deux 3 deux.
En effet, par A4 et Bezout, (e,f)=1 . Mais par A3, dle , donc
(d,f)=1 . Par A4, £f=1 (mod d) (dle). Donc g=1 (mod 4) donc, par
A7, i=1 (mod 4) et donc, par Bezout, (d,i)=1 . Par A1, hFc (mod f)

et g=a (mod £), donc i=d (mod f) par A7 donc 6li,f == 68li,d
et donc 8|1 puisque (d4,i)=1 . D'oh (i,f)=1

3. 11 existe p,g,r entiers positifs tels gue c=ya(p),

= ) = Y.
e=y, (g}, h yg(r,
En effet, de d,f,i premiers deux & deux et dfi=0, on tire
d=0, £=0, i=0 c'est-a-dire, que (Yd,c), (Vf,e) et (Vi,h) sont
des solutions de 1l'éguation (1) avec a pour les deux premiers et g

pour le troisiéme couple. Comme, c,f,h>0 ce sont des solutions posi-

tives, d'ol l'existence de p, g et r . On a d'ailleurs également

2 2 . 2
= ) = ) = )
d Xa(p’ , £ xa(q, et 1 xg(r, .
4, b=r (mod 2c).
D'aprés la seconde régle de congruence, h=r (mod g-1). Or 2cle par
A3, donc f=1 (mod 2¢c) d'ol g=1 (mod 2c). Donc h=r (mod 2c).

Par A6, h=b (mod 2c). Donc b=r (mod 2c).
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5. rfi-p (mod 2c).
En effet, g=a (mod f) et donc, par la régle de congruence 1 ,
h=yg(r)5ya(r) (mod £). Or c¢c=h (mod f) par Al, donc ya(r)fya(p)
(mod f). Or f=xa(q)2 donc, ya(r)Eya(p) (mod xa(q)) et donc, par
la seconde réduction () r:'i'p (mod 2q). Or par A3, czle , c-a-d.
ya(p)z[ya(q) et donc, par la premiére réduction ya(p) lq , c-a-d.
c\q et donc, en vertu de (x), rEi'p (mod 2c).

6. b=p et donc c=ya(b).

En effet, par 4 et 5, ai-p (mod 2c). Par Al, bSc et

c=ya(p) ==} pSc (proposition 4). Donc b=p .

Réciproguement, supposons gue c=ya(b) avec a->1 et b>0 .
Alors c¢>0 (on a une solution positive) et c¢c=2b par la proposition
4. Posons d=xa(b)2 . On a alors A2. D'aprés la proposition 3, on
peut trouver un entier positif g tel que 2dc2\ya(q). Soit g un
tel entier. Posons e=ya(q) et f=xa(q)2 . Alors 2dc21q == il
existe u entier naturel tel gque e =2(u+l )dc2 , d'ou A3 et on a A4.
Soit g défini par A5. On pose h=yg(b) et i=xg(b)2 . Donc A7
est vérifié. Or g=a (mod f) par A5 =)h=yg(b) Eya(b) =¢ (mod f)
(premiére régle de congruence). Donc fih-c . Mais h=yg(b) =b
(mod g-1). Or, par A3, e=0 (mod 2c) d'od f=1 (mod 2c) d'ol
g=1 (mod 2c) par A4 et A5. Donc il existe VEN tel gque h=Db+2vc

puisque h=yg(b) == h2>b (proposition 4). D'ol le théoréme. B

2.3 Représentation diophantienne de 1'exponentielle.

Le théoréme 3 et la proposition 9 permettent déjd de démontrer
le théoréme 2. En effet, y=xr1 si et seulement si il existe des
entiers positifs p,q,€,r tels que

B p=y_(n+1 )
B2 q= yQ (n+1)

B3  £>4n(y+1)
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B4 g -4(p-yq)?>0  (c-a-a. (B-y)P<)

B5 r=4£x .
Ce systéme d'égquations utilise deux fois le systéme A1-A7. Nous allons
indiquer un systéme d'équations n'utilisant qu'une fois les
suites de Lucas, ce qui permettra de réduire le nombre de variables

dans le polynfme universel.

Théoréme 4 (Matiyassévitch -~ J. Robinson (cf. [6]) : sSoient
X,n>0 . Alors y=xr1 si et seulement si il existe des entiers
naturels a,b,c,j,k,u , tels que :

c = )
1 c ya(b
c2  (k%-1)3%+1 =0
.2 2
C3 j -4(c-yj)” > 0, y>0 et c2b
Cc4 k=4n(y+1)+x+1
c5 4 =Db+u(k-1)
ce a=kx

c7 b=n+1 .

Démonstration : Supposons qu'il existe des entiers a,b,c,j,k,u
tels gue C1-C7 soient vérifiés.

1. 3= yk(b+v(k—1)) pour un VEN .
On remargque tout d'abord que x,y>0 et Db>1 d'aprés C3 et C7.
D'aprés C2, j=yk(p) pour un entier naturel p , et j>p (proposi-

tion 4). Par la seconde régle de congruence, yk(p) =p (mod k-1)

N

c-a-d. j=p (mod k-1). Mais, par C5, j=Db (mod k-1), donc
b=p (mod k-1), c-a-d. p=b+v(k-1) pour un vE€Z . Par C4, k> Db+
{(b>1) et comme p&<N, vEN

2. v=0 , c-a-d. =y ().

En effet, supposons v>0 . Comme la fonction est strictement

Yy

croissante, yk(b+v(k—1))>yk(b+k—1) puisque v>=1 . Donc :
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n
Y. (nt+1) Y, (n+1) (2kx)
kx < —kx < T d'aprés (3)
yk(n+1 +v(k-1)) yk(n+1+k—1 ) (2k-1)
_ (2x)" x" -4
(4k(k-1)+1)" (2k-1)K2n"] x,n.k
n
D'aprés C4, 2k-1>x et k-2n>n-1 , d'ou 2.8 <1 . Comme
k=201
(2k-1)
k>2 puisque b>1 par C4, on a 4k<4k(k-1)+1 d'ol
(k)" 2k 1 <1
< 5 - Donc ank"3 - Donc par C4, comme

(4k (k-1)+1)" 4k (k=1)+1
(%-y)2<12 ona y=0 . Mais, par C4, y>0 . Il y a donc contradic-
tion et v=0, c-3-d. j=yk(b). Comme Xk>4n(y+1), on a, par C3 et

la proposition 9 que y=xr1 .

Réciproguement, soit y=xr1 avec x,n>0 . Alors y>1 . On

définit k et a par C4 et Cé, b par C7, ¢ par Cl. On pose

j=yk(b). Alors C2 est vérifiée. Par la régle de congruence 2,

j=yk(b) =b (mod k-1) et J>»Db par la proposition 4. Comme k-1>Db
d'aprés C4, il existe u€N tel que j=Db+u(k-1) d'ou C5. Enfin,
comme k>4n(y+1), (%- y)z<£l1 d'aprés la proposition 9 et donc C3

est vérifiée. B
Il est clair maintenant que le théoréme 2 découle immédiatement

des théorémes 3 et 4.
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II. Applications.

Tout d'abord, montrons gue du théoréme principal résulte la

réponse négative au dixiéme probléme de Hilbert :

Théoréme 5 (Matiyassévitch) : Il n'existe pas d'algorithmes per-
mettant de décider si une équation diophantienne a ou n'a pas de

solutions.

Preuve (cf. [1] : Soit K un ensemble d'entiers récursivement
énumérable et non récursif. Il existe donc, d'aprés le théoréme prin-

cipal, un entier n et un polyndme PE€ Z(X,Y ,...,Yn] tel que

1
a €K& Eyl,...,yrl P(a,y se--ry ) = 0 . 8i la réponse au dixieme
probléme de Hilbert était positive, on aurait donc que K est récursif,

ce qui n'est pas. Donc la réponse au dixiéme probléme est négative. B

Naturellement, il existe des problémes qui ne se réduisent pas a
la résolution d'une équation diophantienne. Cependant, le champ des
problémes gqui peuvent se réduire & un probléme diophantien est bien
plus large que ce qu'on imagine. Et, suivant [1], nous reprendrons ici
quelques exemples illustrant la complexité de ce probléme, en méme
temps gue nous indiquerons quelques directions de recherches partant

des méthodes utilisées pour établir le théoréme principal.

1. Universalité et réduction.

On sait qu'il existe des machines de Turing universelles c¢'-a-d.
A étant un alphabet donné, v un codage fixé dans A des machines
de Turing, il existe une machine de Turing K telle que pour toute

machine de Turing M dans A et tout mot P dans A on ait :

K(v(M)P) >M(P)

(-5

(le signe signifie que si M converge en P , K converge en
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v(M)P et réciprogquement et gu'alors les résultats sont les mémes).

On déduit du théoréme principal le :

Théoreme 6 (théoréme de 1'éguation universelle (cf. (1) : 11
existe un polyndme diophantien U(a,n,x1,...,xv) = 0 tel gue pour

toute partie diophantienne D de N il existe un entier n tel que

a€bD & Jx1,...,xV(U(a,n,x1,...,xv) = 0).
Posons D, = {a€nN 3x1,...,xv(U(a,k,x1,...,xV) =0)} . On dira
que D est 1l'ensemble diophantien de numéro k , et le codage ainsi

k

réalisé est diophantien. On a ainsi une énumération diophantienne de
toutes les parties diophantiennes de N .

On passe aux ensembles diophantiens de Nk de la fagon suivante

Soit J(x,y) = %[(x+y)2-+3x-+y] , J1(x) =x et
= ). 2
Jn+1(x1,...,xn+1) J(Jn(x1,...,xn),xn+1, Il en résulte que

ey \I ’
U(J (a1, a ). k,x

R )
m ! "y

1
est un polyndme universel pour les parties diophantiennes de &' . on

peut étendre ceci aux suites finies d'entiers en utilisant le code

) =
H(a1,...,am, Jm+1(m,a1,...,am).

Si on considére maintenant D un ensemble diophantien de Nk .

Q-

Il est donné par un polyndme diophantien P(a1,...,ak, y1,...,yn)

n inconnues. D'aprés les considérations précédentes, il existe un

entier m tel que

ey I , PP ) =0 &= PR
3y1, Y, P(a,, a, , Y, Y, 0 t-—73x1 X,

1

U(J. ), m,x

k(a1,...,a

X ,...,xv)==0

1
c'est-a-dire que D peut étre défini par un polyndéme diophantien &
v inconnues. Donc le nombre d'inconnues d'une équation diophantienne,

a priori, arbitraire, peut-&tre ramené 3 une borne uniforme. On ne

connait pas actuellement la valeur exacte de cette borne. Le meilleur
résultat publiéactuellement est donné dans | 6] par Matiyassévitch et

J. Robinson :
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Théoréme 7 (Matiyassévitch - J. Robinson) : A toute équation
diophantienne de v inconnues et u paramétres

P(a1,...,a 2z

" 1,...,zv) = 0 correspond une équation diophantienne a

n  paramétres et 13 inconnues Q(a1,...,au, X,r.0+.,%X,.,) =0 ayant

1

une solution pour les m&mes valeurs des paramétres.

13

En particulier, il existe un polynéme universel 3 2 paramétres
et 13 inconnues.

L'idée de la démonstration consiste en un codage particulier &
deux paramétres des ZireeoiZy oo qui peut-&tre réduit & la condition
Yt R(t)>0 pour un certain polynme R dépendant des a; et des
deux paramétres du codage. La condition V¥Vt R(t)>0 peut s'exprimer
a 1'aide de coefficients binomiaux reliés de fagon adéguate au poly-
néme R . On passe donc par la représentation "courte" de 1'exponen-
tielle exposée en I.2. Le lecteur intéressé trouvera la démonstration
détai%l%$ dans L6]. Depuis, le nombre d'inconnues a été réduit a 9
et ifdéét a4 noter gque par une telle réduction du nombre des variables,
le degré du polyndéme Q est augmenté. Il est clair gu'inversement, on

peut réduire le degré du polyndéme 3 4, en augmentant celui des vari-

ables par des éguations du genre (suivant SKOLEM)

u = x+y
(%)
v = Xy

L'équation initiale P=0 peut se décomposer en A=B ou les coef-
ficients de A et B sont positifs, puis, par applications succes-
sives de (%), on aura un systéme de k équations (%x) Ai==Bi équi-
valent & P=0 ol chacun des A, , B, est de degré au plus 2. Le

2

systéme (xx) est équivalent a (Ai—Bi) = 0 , d'ol un polyndme de

R

i=1
degré au plus 4. J.P. Jones (cf. [2]) a étudié les couples (6,v)

pour lesquels il existe un polyndme universel de degré & & v in-

connues. Ainsi les couples suivant (4,153), (6,129), (8,108), (10,107),
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(20,86), (44,83), (1952,80) (cités dans [ 1]) répondent-ils & la
question. En outre, il est clair que si U(a,k,x1,...,x13) est uni-
versel, alors U(Jm(a1,...,am),k,x1,...,x13), qui est universel pour
les parties diophantiennes de N , a un degré par rapport aux para-
métres qui tend vers +w si m = 4o . La question de savoir s'il
existe (&,v) tel que pour tout m , il y a un polyndme universel
pour les parties diophantiennes de &' de v inconnues et de degré
total (parametres et inconnues) & , est ouverte.

On conviendra de désigner par [6,%] 1'ensemble des polyndmes
diophantiens de degré au plus & & un nombre gquelcongue d'inconnues
et par [w,v] l'ensemble des polyndmes diophantiens & v inconnues
et de degré gquelconque. La réduction de Skolem, montre gue pour la
classe [4,«] , et les classes supérieures, le dixiéme probléme de
Hilbert est indécidable. SIEGEL a construit dans [9] un algorithme de
décision du dixiéme probléme pour la classe [2,o] . La décidabilité
ou 1'indécidabilité du probléme pour la classe |3,x] reste entiére-
ment ouverte. Pour les classes [w,v] , la situation est moins précise.
Le théoréme de réduction & 9 inconnues établit 1'indécidabilité du
dixiéme probléme pour la classe [w,9] . Par contre, on ne sait rien
pour les classes [o,v] avec v%& 8 (sauf pour v=1 qui est évi-
demment trivial). M&me pour v=2 le probléme reste ouvert, le meil-
leur résultat connu, dli & BAKER and COATES (cité dans [1]) donnant
une procédure de décision pour une sous-classe (assez large) d'égua-
tions & deux inconnues.

Par contre, si l'on considére les polyndmes exponentiels diophan-

tiens, on a l'indécidabilité pour la clasce [«,3]) , cf. [5].

2. Représentation de parties récursives ; les nombres premiers.

Il est clair que tout ensemble récursif est diophantien. En fait,
D est récursif si et seulement si D et N\D sont récursivement

énumérables, donc diophantiens d'aprés le théoréme principal.
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Aingi, soit @ 1'ensemble des nombres premiers. ¢ est évidem-
ment récursif et donc diophantien. Il est intéressant de voir comment
on peut représenter ¥ et N\? par des éguations diophantiennes.

I1 est clair que

a€me & 3y ,y, (la= (v, +1)(y,+1)] [a=0] [a=1])
(on rappelle gque y1,y2€N*) c-a-d.

a €M@ &= 3y,,y, (a(a-[a~(y,+1)(y,+1)]=0) .

Par ailleurs, on a :

dEP = 3y1,y2 (@a=y, +1 & y, 141 = y,a)

* . -
(y1,y2€IN ), en vertu du théoréme de Wilson. Nous allons nous conten-
ter d'une représentation exponentiellement diophantienne de & : a

cet effet, on établit que

n
n! = [J%—] pour t = 4nn+2 .
n(n)
t _ n (t=n)l _ | n-1 1
On a, en effet, (t‘ nit T = nlt =N (= D)
.
t t 1 n-1
= nl — —~ = 51 —_ Pl
L o v e A o=v= R
Donc :
0 1 n-1
I € =— = nl! —)... —
n! < T n (1-+t_1\ (1-+t_n+1) ’
()
n
. " 1 n-1 \ n ,n
t — 1 — i —
d'ou 5 > nl si t= 40 . O0r (1+ —1‘5"(1'+t—n+1’ € (M+e) -
n’ 5 n
n ,\n n n \n -n
— —_ —_— < <
Or log(1-+t_n\ < = = (1 +t.n‘ < e . Pour 0€<A<1 on a
e)\S1+e)\ d'ol pour t>n%+n , on a :
n 2 2
t en n+2 nlen 3
1 —_— ] — ———— —
n! < (t\SZn.(14-t_n). Or, pour t 2 4n ' oo < in
n’

Donc, comme on a déjd vu une représentation exponentiellement diophan-
tienne de (E), on peut en déduire une telle représentation de n! .

Si P est un polyndme définissant les nombres premiers c-a-d.

a€9<—————‘$ 3Y1,--~,YV P(a:Y1,---,Yv) =0
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(il existe de tels polyndmes avec v = 9), on peut & partir de 13
représenter ¢ comme l'ensemble des valeurs positives d'un polyndme :
Soit Q(a,y,se--sv)) = (a+1)(1 =P (a,y seeeiy D) =1
Soit p un nombre premier. Il existe y1,...,yv t.q.
P2(p,y1,...,yv) = 0 et donc Q(p,y1,...,yv) =p >0 . Soit maintenant
k = Q(a,y1,...,yv) avec y1,...,yV€ D" et a€N , et k>0 . Alors,
nécessairement P2(a,y1,...,yv) =0, et donc k=a d'ol a est
premier. Donc ¢ = ImQNN.
Cette propriété, comme on le constate par cette démonstration (due

4 Putnam) est plus générale et donc :

Proposition 10 : D est un ensemble diophantien si et seulement
si D est l'ensemble des valeurs positives ou nulles d'un polyndme

diophantien.

En effet : si D est diophantien, c'est ce gue nous venons de

voir et si D = ImQNN, c-a-d. n€D<=>3x1,...,xv(n=Q(x

alors si P(n,x1,...,xv) = (n—Q(x1,...,xV))2 , on a bien

All"'lxv).] ’

NEDE= 3X, ,.v ., X [ P(NsX, yevurx ) = 0] .
1 v 1 v

3. Le quantificateur universel : problémes célébres.

Naturellement, tous les ensembles diophantiens ne sont pas récur-
sifs. Cela se déduit du théoréme principal, mais aussi, directement,
en traduisant la preuve classique en termes diophantiens. Soit, en
effet U(a,n,x1,...,xv) un polyndme universel pour les parties
diophantiennes de N . Posons : D l'ensemble des a tels que

k

,...,xv) = 0 admet une solution au moins en x RS Posons

Ula,k,x 1

1
K={n€N:n€D } .
n

K est évidemment diophantien. Par contre :

Proposition 11 : K n'est pas récursif.
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En effet : supposons WN\K diophantien. On a donc N\K = Dk pour
un certain k . Si kfK , alors k¢€ Dk , par définition de K , et
donc k€K . Donc k€K . Mais alors k€ Dk par définition de K .
D'od k2K par définition de Dk . De cette contradiction, il résulte
que N\K n'est pas diophantien. B

Nous avons vu précédemment que certaines propriétés peuvent &tre
énoncées comme lides & 1'existence de solutions d'une éguation
diophantienne. Nous allons voir comment certaines propriétés sont
liées & la non existence de telles solutions.

Le plus évident de ces problémes, est celui de Fermat :

xn+yrl =z" n'a pas de solutions pour n= 3 (4)

est évidemment, pour chaque n fixé, éguivalent & la non existence
de solutions d'une équation diophantienne. En fait, la conjecture

entiére de Fermat est équivalente & la non existence de solutions

d'une équation diophantienne.
En effet, suivant [1] , i1 existe un polyndme E(a,b,c,x1,....xv)

tel que c==at)¢==% 3x1,...,xV(E(a,b,c,x ,...,xv) = 0).

1

Donc, (4) admet une solution pour n fixé peut s'écrire :

3a, DX ViZiX, v ewoiX 1Y voossY 1 ZysesesZ (E2(x,n,a,x e X )+
1 v viTt v 17 v’

2
+ E (Y,l’l,b,y“---.yv) + EZ(Z:nla"'b;Z,l:---lZV) = O)
et donc la conjecture de Fermat est vraie ssi 1'éguation

2
(n-2m—pg4-E2(x,n.a,x ,...,xv)4-E2(y,n.b,y1,...,yv)-+E (z.n,a+b.z,uqzv)=0

1 1
n'a pas de solution en a,b,m,n,p,x,y,z,x1,...,xv,y1,...,yv,z1,...,zv .
Ainsi, une réponse positive au 10é probléme de Hilbert aurait

fourni un moyen de lever la conjecture de Fermat.

En fait ce résultat est plus génédral. On a (cf. [1]) :

Théoréme 8 : Soit P un prédicat récursif i une place. Alors il

existe une équation diophantienne Q(n,x1,...,xk) = 0 telle que
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¥n P(n) si et seulement si 1'équation Q(n,x1,...,xk) = 0 n'admet

pas de solution.

Preuve : Comme P est récursif il existe deux polyndmes diophan-

tiens P(n,x1,...,xk) et Q(n,x1,...,xk) tels que
P(n)éE= 3X1""’Xk P(n,x1,...,xk) =0 et
P(n) & 3x1,...,xk Q(n,x1,...,xk) =0 .
11 est clair que Q(n,x1,...,xk) = O admet une solution gu moins si

et seulement si 3n 'P(n) . B

Remarque : La démonstration montre que le théoréme 8 reste vrai
en supposant seulement que P est le complémentaire d'un récursive-

ment énumérable.

De nombreuses conjectures de théorie des nombres tombent dans le
champ de ce théoréme. Nous citerons simplement la conjecture de
Goldbach. En effet, si P(n) désigne 3p1p2 (p1€59 & p2€<? &
p1+p2 = 2(n+2)). P(n) est récursif, car on a nécessairement
PP, € 2(n+1). Donc toute la conjecture de Goldbach se réduit & 1'in-
solubilité d'une équation diophantienne.

Une autre conjecture fameuse, 4 1l'intersection de la théorie des
nombres et de 1'analyse est 1'hypothése de Riemann.

On sait que la fonction ¢ de Riemann est définie par

oo -s
C(s) = Z n ,
n=1

série gui converge pour Re(s) > 1 . La fonction obtenue peut-étre
prolongée analytiguement au plan complexe privé du point 1. Les points
-2k (k€N), sont des zéros de ( . Les autres zéros de ( sont ap-
pelés non triviaux. On sait qu'ils se trouvent dans la bande

O < Re{s) < 1 , symétriquement par rapport & la droite Res =% .
L'hypothése de Riemann affirme que les zéros non triviaux de cette

fonction sont sur la droite Res = % . Par symétrie, 1l'hypothése
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revient 4 affirmer que ¢ n'a pas de zéros dans la bande

L < Re(s) <1 . Or cette bande est une réunion dénombrable de rec-

tangles Rn de sommets, (%-%%,n), (1-—%,n), (%
N . '(s)
1'hypothése de Riemann est vraie, alors S ¢ 2?' ds = 0 pour tout
R
n

1 .
+-%,-n), (1~ ﬁ,-n). Si

1
. s . ) . . .
n , et reciproquement, car si g ¢ (;’ ds = 0 1l'intégrale existe
4
n

(donc il n'y a pas de zéro sur le bord du rectangle) et 1'intégrale

étant zéro, les résidus (positifs ou nuls) sont donc nuls (l'indice des

points intérieurs au rectangle est toujours 1), ce qui signifie qu'il
n'y a pas de zéros. En outre, en toute généralité, pour ® , un rec-
tangle contenu dans le domaine de définition de { (et homotope &

. . 1. ¢ §'(s) _
zéro dans ce domaine), on a EEH:SQ T:C;T.ds =0,1,««e,0,...,% ., Donc

< % . Posons

¢'(s) _ ‘ £ (s)
SR T(s) 48 = 0= SR T(s) s

(S S

§'(s)
P(n) = ISR :

n
¥n P(n). Or P(n) est décidable : il suffit de prendre une approxi-

§'(s)
C(S)

ds | < % . L'hypothése de Riemann s'énonce donc

mation convenable de par une fonction rationnelle et prendre
un rationnel assez proche de 1'intégrale de la nouvelle fonction.

Donc, l'hypothése de Riemann équivaut & 1'insolubilité d'une
équation diophantienne. (On trouvera une autre présentation de ce
résultat dans [1]).

Enfin, signalons une application du théoréme 8, concernant plus
spécialement la logique.

Considérons une théorie formelle donnée par un certain alphabet
et des régles de formations de certains mots (les formules), par un
ensemble récursivement énumérable d'axiomes et un nombre fini de
régles de déduction. Alors 1'ensemble des théorémes d'une théorie
formelle est récursivement énumérable. En effet, on peut obtenir un
algorithme énumérant les théorémes et eux seuls en considérant une

premiére étape oU on ajoute un axiome & la liste des théorémes, grice

4 1'algorithme énumérant les axiomes, puis une seconde, ou, dans la
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liste des théorémes déja énumérés (y compris aprés la premiére étape)
on prend toutes les occurences possibles des régles de déduction et
on adjoint les résultats obtenus a4 la liste. On obtient ainsi des
théorémes et tous les théorémes.

Considérons maintenant le probléme de la cohérence d'une théorie
formelle, c-a-d., la théorie est cohérente si et seulement si il n'y
a pas de formule R telle que R et TR soient déductibles dans

la théorie. Il résulte de ce qui suit la

Proposition informelle : Le probléme de la cohérence d'une théorie

formelle est éguivalent 3 celui de 1'insolubilité d'une certaine

équation diophantienne.

Preuve (informelle) : Considérons 1l'algorithme d'énumération des
théorémes indiqué ci-dessus. Appelons pas l'exécution consécutive de
1'étape 1 et de 1'étape 2. La propriété P(n) définie par : "il n'y
a pas de contradiction au pas n" est évidemment récursive. Or la
cohérence de la théorie s'exprime par la formule +vn P(n). D'ou la

correspondance avec une équation diophantienne, en vertu du théoréme 8.A

Ainsi, comme un probléme d'indépendance d'axiome se raméne &
deux problémes de cohérence (la théorie +A est cohérente et la théorie
+ 1A est cohérente), on a, par exemple qu'd 1'hypothése du continu
correspondent deux équations diophantiennes insolubles.

La propriété que 1'existence d'un cardinal inaccessible implique
la cohérence de ZF se traduit par 1'existence d'une équation diophan-~
tienne dont 1'insolubilité résulte de 1'axiome du cardinal inacces-
sible alors gu'elle ne peut &tre démontrée dans ZF seul. De méme, la
cohérence de Peano se traduit par une éguation diophantienne dont
1'insolubilité ne peut se démontrer dans Peano, mais se déduit dans ZF.

Un autre corollaire de la proposition informelle, est gqu'on peut

donner une "teinture diophantienne" au théoréme d'incomplétude de
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Godel, & savoir gu'd toute théorie formelle 7T assez forte, on peut
associer une équation diophantienne insoluble dont 1'insolubilité
n'est pas déductible dans T . Voici une formulation plus précise,

tirée de [1].

Théoréme 9 : théoréme d'incomplétude de Godel. Soit G un sys-

téme d'axiomes d'un langage contenant les symboles mathématiques
0,8,+,.,< et tel que :

(i) G est cohérent

(ii) G est énumérable

(iii) G est assez fort pour démontrer tout énoncé vrai

de la forme

Il
H

p+g

I
H

Pg
p<gq
ol p.q.r figurent parmi 0,80,850,... et 8 est la fonction
successeur.
Alors on peut construire une équation diophantienne
F(x1,...,xv) = O correspondant & (G telle que F(x1,...,xv) =0
n'ait pas de solutions dans [ mais telle gqu'on ne puisse déduire

1 3x1,...,xV(F(x ,...,xv) =0) de G .

1

Preuve : Soit U(a,k,x1,...,xv) énumérant les parties diophan~
tiennes de N . Soit alors A = {a; [7?3x1,...,xV(U(a,a,xfu.,xV)==O)]
est déductible de G} .

Alors A est évidemment récursivement énumérable (A est 1'"ombre"
de K dans la théorie associée & G) (cf. p. 29), donc diophantien,
par le théoréme principal. Donc A.==Dk pour un certain k . Soit
alors F(x{,...,xv) = U(k,k,x1,...,xv) (k est une constante). Si
1l'insolubilité de F est déductible de G , d'aprés la définition de

A, k€ D, et, par définition de D +» on a donc
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3x1,...,xk(U(k,k,x1,...,xv) = 0), ce gui est impossible puisque G
est cohérent. Donc 1l'insolubilité de F n'est pas déductible de G
et donc kE.'Dk . Mais, par définition de Dy - kE.'Dk signifie

l'insolubilité de F . W

Toutes les conjectures, ne relévent pas directement de cette
traduction : par exemple la conjecture de 1'infinité des nombres pre-
miers jumeaux. Cette conjecture est de la forme Vn P(n) mais avec
P(n) non décidable car P(n) s'écrit 3p1,p2 [p1,p2 69)6<p2=p1+26<p1>n
La non décidabilité (a priori) résulte de ce gue le quantificateur
existentiel n'est pas borné. En fait si on considére
P'(n) = 3p1,p2 [p1,p2‘:9 & p, = p1+2 & n+4 < p, < 2n+4] alors
¥n P'(n) égquivaut 4 l'insolubilité d'une certaine éguation diophan-
tienne. Les arithméticiens gui sont pré&ts i admettre +Yn P(n) sont
également préts 3 accepter Yn P'(n) qui est cependant plus forte.

On peut se demander quel intérét présente une telle traduction
des conjectures. Selon Matiyassévitch, J. Robinson et Davis (17 11
réside dans 1'étude des classes décidables d'équations diophantiennes.
Ces auteurs pensent gqu'il faut développer les recherches dans la
construction de nouvelles classes décidables et vérifier ensuite,
éventuellement 4 1l'aide d'ordinateurs, gue la "traduction" de telle
ou telle conjecture, figure dans une des classes découvertes. On
remarguera gue pour l'instant, le probléme des gquatre couleurs, rele-
vable d'une traduction diophantienne, a été résolu par des technigues
de théorie des graphes. Cependant, comme les auteurs cités l'observent
34 juste titre dans [1] "la classe des ensembles diophantiens n'est
étudiée que depuis 25 ans. Sa richesse a étonné les spécialistes et,

peut &tre, son utilité le fera également".
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III. Autres problémes connexes.

Comme il a été précisé dans 1'introduction, on considére ici le
dixiéme probléme de Hilbert en se plagant sur un autre ensemble d'en-
tiers que N . On sait déjé (cf. début du I p. 1) que la recherche de
solutions d'une équation diophantienne dans Z équivaut & la recherche
des solutions dans 7 .

Considérons maintenant un anneau commutatif unitaire intégre &
contenant Z . Pour poser le dixiéme probléme sur ® , il faut redéfi-
nir le terme "diophantien". Or, ici, il y a deux notions possibles
selon le sens qu'on donne au mot "entier" dans la définition des
coefficients des polyndmes figurant dans la caractérisation des ensem-
bles diophantiens.

On dit que %CiRk est un ensemble diophantien sur R (resp.

diophantien pur sur R) s'il existe un entier n>0 et un polyndme

R - :
PE [X1,...,Xk,Y1,...,Yn] (resp. P € Z[X1,...,Xk,Y1,...,Yn]) tel gque :
(a,. ) €6 3y, A ® P(a,, 13y, y, ) =0

On définit de la méme fagon les relations diophantiennes (pures), les
polyndmes diophantiens (purs) et les éguations diophantiennes (pures).
Le dixidme probléme de Hilbert relatif &4 ® (on dira "dixiéme
probléme sur R ") se scinde en deux, selon le sens donné au terme
"diophantien"” et s'énonce ainsi :
"Existe-t~-il un algorithme permettant de décider si une éguation
diophantienne (pure) sur ® g ou n'a pas de solutions ?"
Actuellement, le probléme a été et est étudié dans les cas
suivants :
(i) ® est 1'anneau des entiers d'une extension quadra-
tique de @ .
(ii) R est 1'anneau des entiers d'une extension de @ de

degré fini au moins égal & 3.
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(iii) ® est l'anneau des entiers algébriques sur Q@ .
(iv) =@ .

Seul le cas (i) a regu récemment une solution, dans les deux sens du
dixiéme probléme, qui est négative (travaux de DENEF, cités dans [1]).
La démonstration de DENEF repose sur un analogue du Théoréme
Principal. Il faut naturellement préciser ce gu'est une relation sur

® récursivement énumérable. Dans les 4 cas considérés ci-dessus, *

est lui-méme récursivement énumérable. Nous supposerons & récursi-
vement énumérable. Nous dirons donc qu'une relation k-aire M sur R
est récursivement énumérable si et seulement si, la relation définie
par "M sur les numéros des éléments de N est récursivement énumé-
rable. Dans le cas (i) DENEF démontre alors qu'une partie de R st
diophantienne sur ® si et seulement si elle est récursivement énu-
mérable. En fait, il suffit de démontrer que Z est diophantien sur

R  comme le prouve la

Proposition 12 : Soit F une extension de @ de degré fini et
® 1l'anneau des entiers de F (entiers algébriques de F sur Q).
Toute relation sur R® récursivement énumérable est diophantienne sur

R si et seulement si 1'ensemble Z est diophantien sur R .

Démonstration : Soit ACﬂBk une relation sur R récursivement
énumérable. Soit {ﬂ1,...,nn} une base de ® sur Z , ol n est le
degré de F sur @ (on sait gqu'une telle base existe toujours).

Définissons la relation B sur Z ot B z°F par :
(1 (1) (k) (k)

B(a1 peeer@p Taeees@y e eiay ) 81 et seulement si
g (1) 2 (k) , :
A( T a; ‘Myse..r T a;u’my). Il est clair que B est une relation
i=1 i=1

sur Z récursivement énumérable. Il existe donc un polyndéme P 4
dans Z) tel que :

(
(k) (k)
veessay yeeeca ) &3y, .0y €2
(
1

yee.sa ,y1,...,ym) =0 . On a donc :
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(1) (1 (k) (k)
A(X1,...,x_k)(=331 L N ETRVE- " A EERYE RS SRS

(1) (1) (k) (k) .
[a1 €7 &...& a €Z &a, €7 &...&ay \Z&y162&...&ym62&
n n
& X, = bX am)n.&...&:ﬁ(: bX agk)n.&
i=1 1 1 l=1 1 1
(1) (1) (k) (k)
& P(a1 peess@p Toeeesay ey ,y1,...,ym)] .

Par hypothése, les relations de la forme o€ Z sont diophantiennes
sur "® et une conjonction de relations diophantiennes sur » est
diophantienne sur ® .

En effet : F étant une extension de @ de degré fini, il existe
un N tel que la racine primitive Néme de 1'unité ne soit pas dans F
(et donc pas dans R , car une telle racine est un entier algébrique
sur Z). Soit alors @N(X,Y) €2 X, Y] 1le polyndme homogéne tel gue
@N(X,H soit le polyndme cyclotomique d'ordre N . On dira gue
®N(X,Y) est le polyndme cyclotomique homogéne d'ordre N . Alors il
est clair que dans ® on a VXy(éN(x,y) = 0&==x=y=0).

Il reste 4 montrer qu'une relation de la forme 8=0 ou BER

est diophantienne sur % . Or il est clair que :

see,V, E€EZ [B=u2+...+u2&—5= v2+...+vi]

B=O(‘=>B€Z&3u1,...,u 4 € 1 4 y

a'y

1
donc 8 =0 est bien une relation diophantienne sur ®* . B

Pour le résultat concernant les parties diophantiennes pures, il
nous faut une caractérisation des relations diophantiennes pures. On
suppose gque % est 1'anneau des entiers d'une extension algébrique F
de @ . Soit G le groupe de Galois de F sur @ (c-3-d. le groupe
des automorphismes de F sur @ ou, ce qui est la méme chose, celui
des automorphismes de ®). On dit gu'une relation T sur R est
invariante si, pour tout 0 €G on a : T(X1,...,Xk) == T(X?,...,X;)

N

o ros sz . . .
ou « désigne 0o (wa). De méme un élément o est invariant ssi

o =0 pour tout o €G . On a

Proposition 13 : Soit R 1'anneau des entiers d'une extension

de @ de degré fini. Une relation A sur ® est diophantienne pure
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sur ® si et seulement si elle est diophantienne sur R et

invariante.

Démonstration : 8i A est diophantienne pure, elle est a fortiori
diophantienne (puisque ZC%®) et il est trivial qu'elle est invariante.
Soit donc A une relation diophantienne sur ® gui soit inva-

riante. Soit P 1le polyndme diophantien (sur =») définissant A :
A(a1,...,ak) ¢:’3y1,...,yn€5€ P(a1,...,ak,y1,...,yn)=0 .

.o o N N .
Pour o €G , désignons par P le polyndOme obtenu a partir de P en
y remplagant les coefficients par leurs images selon o . Le nombre
des polyndmes obtenus est en fait fini, car chagque coefficient o

o o . o
est algébrique sur @ et donc « est racine du méme polyndme mini-

mal que o . Soient Oys+++s9, une suite d'automorphismes donnant
tous les P (on peut supposer que 01 =1id). soit
i
Q(x1,...,xk,y1,...,y Jj— P X1""’Xk'y1""'yn)' (%)
Alors A(a1,...,ak) = 3y1,...,yn€ R Q(a1,...,ak,y1,...,yn) =0 .

En effet, si A(a ), comme PlQ on a 3y1,...,yn€5%

qreseray
P(a1,...,ak,y1,...,yn) puisque A est diophantienne. Supposons

3y1,...,yn6 R Q(a1,...,ak,y1,...,yn)1=O . Alors pour un certain j ,

g, -
P J(a1,...,ak,y1,...,yn)==O et donc si T =0j1 ,

T T T T T
P(a1,...,ak,y1,...,yn)==O . D'ol A( 1,...,ak\, avec ; €G . Comme A
) puisque a., = (a,) T,

est invariante, on a A(a i i

1,...,ak

Il reste 3 montrer qu'on peut avoir une définition diophantienne
pure de Q . Pour cela, il suffit d'avoir une telle définition pour
les coefficients de Q . La démonstration donnée ici suit, & guelques
détails prés, celle d'un résultat voisin due & R.M. Robinson (cf. [81]).
Soit o wun coefficient de Q . On remargue, d'aprés (%) gque o €R

a.

puisque les coefficients des P ' sont dans R et que « est inva-
o,

. . Ly o - i
riant car o est une fonction symétrique des coefficients des P .
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Comme F est une extension de @ de degré fini, il existe
8E€F tel que F=Q(8). On peut méme supposer que 8 €R (en multi-
pliant 8 par un entier naturel convenable). Soit U 1le polyndme
irréductible de ® sur @ . On peut prendre U unitaire et a coef-
ficients dans Z . On sait qu'il existe un entier naturel k#O tel
que tout élément ¢ de ® s'éecrive : £ = V£1 k—1

m=0
et v est le degré de F sur @ (cf. un cours d'algébre). Donc, «

m N -
)\mS ou km:Z

étant fixé, il existe un polyndme V & coefficients dans Z tel gue
1

o=k 'V(8), ou encore : ke =V(8), Soient 8,,...,0 les racines de U

1 q
dans F (elles sont alors dans R car U est unitaire et & coeffi-
cients dans 2Z). Alors les automorphismes de F sont au nombre de g
et entiérement déterminés par Oj(e) = ej (91 =8). Donc ko = v(8)

ol 0 est un des Uj . Comme « est invariant, on a donc kw==V(9j)

pour j=1,...,9 . Et donc :
Xx=ao & 3y [U(y)=0 & kx=V(y)}

(avec, naturellement, y €R).
Comme nous l'avons vu dans la démonstration de la proposition 12,

comme F est de degré fini sur @ , 3y (U(y)=0 & kx=V(y)] s'écrit :
3y [8g(U(y) kx-V(y)) = 0]

ou QN est le polyndme cyclotomique homogéne d'un certain ordre N .
Et donc x=o est bien une condition diophantienne pure sur % . W

La démonstration de la proposition 12 montre gqu’'une relation sur
R récursivement énumérable est diophantienne pure sur ® , si et seu-
lement si Z est diophantien pur sur ® (sous 1'hypothése que F
est de degré fini sur Q). Mais alors, d'aprés la proposition 13,

comme Z est évidemment invariant, s'jil est diophantien sur ® , il

est diophantien pur sur R .

Dans le cas (ii), aucune solution n'est apportée 4 1'heure actu-

elle, pas méme pour des extensions cubiques. Comme on le voit d'aprés
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les propositions 12 et 13, tout se résume i montrer gue Z est
diophantien (pur) sur ® . Les auteurs de [1] conjecturent qu'il en
est bien ainsi.

Dans le cas de (iii), on ne peut plus utiliser les propositions
12 et 13 dont les démonstrations gque nous connaissons font intervenir
1'hypothése de dimension finie d'une fagon essentielle. En outre, on
peut trouver dans ce cas un ensemble récursivement énumérable et qui
n'est pas diophantien sur ® . Soit en effet E l'ensemble des entiers
algébrigues réels. On peut toujours calculer la partie imaginaire
d'un entier algébrique et déterminer si elle est nulle ou non, car on
peut se ramener en dimension finie ol l'on se trouve alors dans un
Z-module (en fonction d'un élément primitif). Or dans ce cas, il est
aisé de voir si un nombre est réel ou non (récursivement). Par contre,
E n'est pas diophantien sur ® . Supposons le contraire. Il existe
un polynéme P tel que af€E & 3y1,...,yrl P(a,y1,...,yn)==0 . Les
coefficients de P , a1,...,wk sont dans un sous-anneau

a

r'==Z[a1,...,ak] de ® , gui est dans une extension de @ de degré

fini. Donc il existe un automorphisme o de ® qui laisse cette
extension fixe, mais qui transforme un certain élément a de E en un
entier algébrique non réel. Or a€ E = 3y1,...,yrl P(a,y1,...,yn)==0.
D'ol Po(ac,y?...y;)==0 . Mais P’ =P par construction de © . Et
donc a’ €E . Or a0 n'est pas réel. Donc E n'est pas diophantien
sur R . A fortiori, il n'est pas diophantien pur sur R .

Ceci conduit les auteurs de [1] 4 penser que dans le cas (iii),
la réponse au dixiéme probléme de Hilbert pourrait &tre positive.

Dans le cas (iv) o R=¢@ , on remargue d'abord gue toute partie
diophantienne sur @ est diophantienne pure sur @ , puisque @ est
le corps des fractions de Z . C'est pourguoi, pour simplifier le

vocabulaire, nous parlerons de parties diophantiennes sur @ .
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Nous allons montrer que dans le cas % =@ , le dixiéme probléme
de Hilbert éqguivaut au probléme de la décision de la résolubilité des
éguations diophantiennes homogénes. C'est-i-dire, que le probléme se
pose pour une sous-classe de la classe des éguations diophantiennes.
Nous montrerons ensuite, que, comme dans le cas (iii), on obtient une
réponse négative du dixiéme probléme relatif & @ si on établit le

caractére diophantien sur @ de 27 .

Proposition 14 : Soit A une relation k-aire sur @ . A est
diophantienne sur @ si et seulement si il existe un entier n et

un polyndme homogéne Pé€ Z[X1,...,Xk,Y1,...,Yk,Z1,...,Zn] tel que

A(a1,...,ak) = 3216 Z,...,zn€ Z [P(p1,...,pk,q1,...,qk,z1,--.,zn)==O]

e}

N _Ti *
ol ai—qi,piEZ,qiEN .

Démonstration : Il suffit de la faire pour k=1 . La propriété
est évidemment suffisante. Montrons gu'elle est nécessaire :

A étant diophantienne sur @ , il existe un entier m et un

polyndme P1€ z [X,Y ,...,Ym] tel que :

1

athre=3y, €0, ...,y €0 [P1(a,y1,...,ym)=0]

*
On observe que si a=§ avec p€Z, g¢N et y;= , aiEZ et

d =
Bm P1(a,y1,...,ym)—-0,

HFWHP

B.€EN" , ona : P,(a,y y ) =0 =3 qhd
i ’ H 1 [11---lm 11---1

quelgue soit l'entier naturel d . Prenons pour d le maximum du

degré de a et de y; dans P1 . On a alors que
o
d d p _1 m . _ . N
q B ""’Bm 1(q,B——,...,B--—) est une expression polynomiale homogéne

en p,q,a1,...,am,81,...,6m . C-3-d. il existe un polyndme homogéne

PEZ [X,Y,Z1,...,Zm,T1,...,Tm] tel que Wpqo,,...,opBLoeeaiB
(Bi#‘3)

@,
dﬁ?,...,ﬁ P E, ""’E—) = P(p,q., I RRRRL

g 1 q

m’B1""’Bm)' Donc

*
a€AE= 3a1,...,amEZ B reaniB €N [P(p,q,a1,...,a o

mrByreeei8 )y=0] .

Comme un entier naturel est somme de quatre carrés de Z , la démons-

tration est achevée (puisqu'une somme de carré est homogéne par
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rapport 4 ses termes). W

Proposition 15 : Les parties récursivement énumérables de @
sont les parties de @ diophantiennes sur @ ssi Z est diophantien

sur @Q .

Démonstration s Elle est calquée sur la preuve de la proposition
t

12. En effet, si ACQ est récursivement énumérable, on peut cons-

truire une partie B de 22 telle que :

* o P
B(p,g) &> gt N & <~;€A .

Il est clair que B est récursivement énumérable. Donc B est
diophantienne au sens ordinaire. Il existe donc un entier n et un

polynéme P€Z [X1 ,X2,Y1 fee .,Yn] tel que
) = cedY €ZIP(DP, QY ey ) =00 L
B(p,q) 3y, y €% 1 P(p, .Yy y,)=0.
Donc :
- *
a€A<=>3p,q,y1,...,yn€ZLq€N &qa=p&P(p,q,y1,...,yn)=O] .

Les relations p€Z% , g€Z , vy €z, ...,yn€ Z sont diophantiennes sur
© par hypothéses. L'expression ga=p est diophantienne sur @
puisque ax-y est un polyndéme en a,Xx,y & coefficients dans 2Z et
que p€Z, g€Z sont diophantiennes sur @ . La condition qE[N*
1l'est aussi car qém* &3 Jtuvwé Z[q=t2+u2+v2+w2+1] . On utilise
implicitement gu'une conjonction de relations diophantiennes sur @
est diophantienne sur @ . Cela-est clair, car sur @ ,
a2+82 =0 o=8=0 . Ce qui achéve la démonstration. ®

I1 résulte donc des propositions 14 et 15 gu'on peut apporter

une réponse négative au dixiéme probléme de Hilbert sur @ si on

trouve un entiern et un polynéme homogéne P € Z[X,Y,Z1, ...,Zn] tel que:
alb &= 3yyseey €2 [Plaoiyyseeany)) =0] .

Ce qui est un probléme ouvert.
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