1 Meéthode de construction

1.1 Multicomplexe MC,,
1.1.1 Introduction

La dénomination Multicomplexe peut faire réference a deux types d’ensembles assez différents, ceux qui
sont présentés ici et qui sont notés MC,, et les multicomplexes C,,.

1.1.2 Définition

Soit e un élément tel que e™ = —1 (ce n’est donc pas la constante de Neper).
n—1

L’ensemble MC,, est ’ensemble des nombres de la forme z = Z a;.et, o les a; sont des réels.
i=0

Attention : pour n > 2, e n’est pas une racine n-ieme complexe de -1.

1.1.3 Mode de construction

MC,, est un cas particulier d’algebre de Clifford généralisée.

1.1.4 Table de multiplication

La table de multiplication des nombres multicomplexes est trés simple et surtout elle est unique pour un
n donné.
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1.1.5 Conjugué, Module, Norme, Forme Polaire et Inverse

n—1
On peut aussi représenter les éléments de MC,, par un élément de M, (R)) Soit x = E a;.e', on peut lui
i=0
associer la matrice n x n :
ao ai az -0 Gp-1
—Op—1 aq ai st Gp-—2
A= —0p-2 —0p-1 ag ot Gp-3
—aq —as —as . ag
Cette écriture sous forme d’une matrice permet de définir une pseudo-norme (|| = ||= 0 n’entraine pas

x = 0) sur MC,,) :
|| z || = det(A), c’est & dire que dans le cas n = 2 on retrouve bien le module des nombres complexes,
mais pour n = 3 on trouve || z ||>= a3 — a3 + a3 + 3apaias qui est nul, par exemple, pour ag = a; et ag = 0.
Les éléments de pseudo-norme nulle sont des diviseurs de 0, par exemple, pour n = 3 : (1+e¢)(1—e+e?) =0
n—1
Si||z||# 0, il est possible d’écrire x sous forme polaire : z =|| z || exp(z ®;.e)
i=0



1.1.6 Propriétés algébriques

MC,, est une algebre commutative et associative de dimension n sur R, générée par un seul élément : e.
Plus précisément :

Si n est pair MC,, = @2 C

Sin est impair MC,, = @"R ou R e C

1.1.7 Synonymes, Isomorphismes, Exemples

Les multicomplexes sont des cas particuliers des algebres hypercomplexes.

Pour n = 2 on retrouve les nombres complexes,

Pour n = 4 on retrouve les bicomplexes.

Rappel de la table de multiplication des bicomplexes (en utilisant les notations habituelles i, j, ij & la place
des e; :

X 1 1 j ij
1 1 i i ij
1 i -1 ij -j
j J ij -1 -1
ij ij - -i 1

Pour définir un isomorphisme ¢ : Co — MCy4 (Cy = les bicomplexes), il suffit de définir les images d’une
base.
Par exemple :
(1) = 1 (pas le choix pour une R-algebre)
(1) =
(i) = L(e +e)
p(i) = p(i)-p(j) = €% (¢ 4 ) = (e — )
Avec ces donnees il est facile de construire la table de multiplication des images et de vérifier que c’est la
méme que celle de Cs.

‘6‘6

Variations : on peut aussi définir des ensembles de nombres en posant e” = 1 (en place de e = —1)

1.1.8 Utilisation en physique

Théorie des Champs, cf. ci-dessous.
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