Exercice 2 (Localisation des racines de polyndmes d’une variable com-
plexe) On rappelle que d’aprés le théoréme fondamental de l'algebre, tout
polynéme d’une variable complexe z & coefficients complexes de degré n s’écrit

n

CH(Z — k)

k=1

avec ¢ différent de 0. Les nombres complexes zx, k = 1,- - ,n, distincts ou non,
sont les racines de ce polynome.

1. Résultant de deux polynomes

Soient

et

f2)=ap" + 012"+

9(2) = boz™ + b2+ -+ b

deux polyndmes de degrésn > 1, m > 1 avec ag différent de 0 et by différent

de 0.

(a)

Montrer que pour que f et g alent au moins une racine commune, il
faut et il suffit qu'il existe deux polyndmes non nuls h et k de degrés
respectifs inférieur ou égal & m — 1 et inférieur ou égal & n—1, tel que
’on ait pour tout z appartenant & C :

Wz)f(z) = k(2)g(2)- (1)
Si on écrit
hz) = apz™ a2+t e
et
k(z) = B2t + B12" P+ + B,

montrer qu’en identifiant les deux membres de (7&), on obtient un
systeme linéaire, que 'on écrira, de m + n équations pour les a;, 0 <
i<m-1,8,0<i<n—1

Montrer que le déterminant de ce systéme est donné, au signe pres,
par

ag ai - an, 0 o - 0

0 ag - Op-1 ay, o --.- 0

0 0 -+ ao a; Gy -+ Gy

b b bt b O 0 | 2
0 b bm-2 bm-1 bm 0

0 0 --- b by by -+ bm




(d) Le déterminant de la formule (Q) est appelé résultant de Sylvester de
f et g et est noté R(f, g). Donner une condition nécessaire et suffisante
sur ce résultant pour que f et g alent au moins une racine commune.

2. Nombre de racines d’un polynéme dans un demi-plan
Soit f un polyndome de degré n,
f(2z) = ag2™ + a12" "+ - + ay,
on lui associe le polynome
f@)=f2) =w" +@z"" 4+ .
Pour z et 2’ deux nombres complexes distincts, on note

k() = TAIE) =TI G)

z2—2

(a) Montrer qu’il existe des nombres complexes Apy, 0 < bk <n —1 tels
que .

S
!
—

1 n—
K(f;z,2)= App22"
0 k=0

(b) Montrer que pour tous h et k, 0 <h,k<n—1,ona

=
il
>
Il

App = —Apr = —Agp.

Indication : On calculera pour cela K(f;z,2").
(¢) On définit H(f) par

n—1 n-1
1

H(f)(UOa o aun—l) = z Z ;:Ahkuhﬂk.

h=0 k=0

Montrer que H(f) est une forme hermitienne.

(d) Soient f; et fo deux polyndmes de degrés respectifs 7 et s tels que

T+ 8=n.
Trouver deux suites vg,v1,-*+ ,Ur_1 €t wo,wy, - ,Wws_1, dépendant
linéairement de la suite uq, - - - , up—1, telles que

H(flf?)(u()y T 7un~—1> = H(fl)(Uo,Ul, T 7vr—1>+H<f2)(w0aw1, e ,ws—l>-

(e) Montrer que le déterminant de la matrice des coefficients des n formes
linéaires v, 0 < h <7 —1,wg, 0<k<s—1lenlesu;, 0<i<n-—1,

est R(fT, fa)-




(f) Montrer par récurrence que si

f(z) = an H(z — Zk),

k=1

alors

° 1
H(f)(u()a e )un—l) - ‘an|2 Z Z(Zk"zk)Fk(u()a e 7un—1)Fk(u0a e 7un—1))
k=1

ol les F}, sont n formes linéaires en les u;, 0 < ¢ < n — 1, linéairement
indépendantes.

(g) En déduire le résultat suivant : Soit g le p.g.c.d. des polynémes f
et f*; soit r son degré et posons f = gfi. Alors le rang de la forme
hermitienne H(f) est égal & n —r et sa signature (p, q) est telle que p
soit le nombre de racines de (f1(z) = 0) contenues dans le demi-plan
(Sz > 0), ¢ le nombre de racines de cette équation contenues dans le
demi-plan (Sz < 0). '

(h) En déduire que pour que 'équation (f(z) = 0) ait toutes ses racines
dans le demi-plan ($z > 0), il faut et il suffit que la forme hermitienne
H(f) soit définie positive.

(i) Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que l'équation
(f(2) = 0) ait toutes ses racines dans le demi-plan (z < 0).




