Chapitre 2 - Les matrices carrées

I) Produit et puissance des matrices carrées

1) Propriétés

Nous avons défini le produit de deux matrices dans le chapitre précédent. Dans ce paragraphe nous
allons nous intéresser au produit de deux matrices carrées d’ordre n.
Il est clair que le produit de deux matrices d’ordre n sera une matrice d’ordre n : on dit que la
multiplication matricielle est une loi interne dans 1’ensemble M., (R).

Proposition 1 Nous avons les propriétés suivantes :

o VM,N,Pe M,(R) ona: M. (N.P)=(M.N).P (associativité de la multiplication matricielle)

’

e VM,N,Pe M,(R) ona: M. (N+P)=(M.N)+ (M.P) (la multiplication est distributive par
rapport & l'addition) ;

e VM € M,(R) on a : M1, = I,,M = M (la matrice unité I, est élément neutre pour la
multiplication matricielle).

Preuve. Ces résultats ont été vus dans le chapitre précédent. m

Remarque 1 I faut bien noter que la multiplication matricielle n’est pas commutative :
cela signifie que si M et N sont deuz éléments de M, (R) alors on n’a pas toujours : M.N = N.M.

. 1 2 -1 1
Par exemple, si : M = 0 -1 et N = 10 ), on a :
1 1 -1 -3 .
]\4.]\7:(1 O)etN.Mz( 1 9 )etonabzen: M.N # N.M.

2) Puissances d’une matrice carrée

a) Définition

Définition 1 Considérons une matrice M d’ordre n.
Soit p un nombre entier naturel; la puissance p*™° de la matrice M, que l'on notera MP sera
définie par récurrence

) M° =1,
par- MP+L = M.MP pour tout entier naturel p
1 2 -1
Exemple 1 Considérons la matrice : M = 4 0 1 € MsR).
-1 1 1
1 00 1 2 -1
Ona:M'=I3=| 0 1 0 |;M'=M= 4 0 1 ;
0 0 1 -1 1 1
8 3 4 16 20 15
M2=MM=|3 9 5 |;M3>=MM?= 34 11 17
2 -1 1 -3 5 2

b) Puissance de la transposée

Théoréme 1 VM € M, (R), Vp e N on a : (M')* = (MP)".
Preuve. Nous allons démontrer ce résultat a ’aide d’un raisonnement par récurrence sur p.
Initilalisation : on a : (M‘e)O =I,=1I = (Mo)t, la propriété est donc bien vraie au rang 0.
Hérédité : on suppose que : (M*)? = (MP)" pour p fixé quelconque et on va montrer que :
()" = (ar
(Mt)p-i-l _ (Mt) (Mt)P — (Mt) ) (Mp)t _ (MP.M)t _ (Merl)t'
Par conséquent la propriété est héréditaire.
Conclusion : YM € M,(R),Vp € Non a: (qu =(M?)'. m



c) Propriété
Proposition 2 VM € M, (R), VA€ R*, Vp e N on a : (AM)" = N’ MP.

Preuve. Nous allons démontrer ce résultat a ’aide d’un raisonnement par récurrence sur p.

Initilalisation : on a : ()\M)O =1, =1.I, = \°’M°, la propriété est donc bien vraie au rang 0.

Hérédité : on suppose que : (AM)? = A\P.MP pour p fixé quelconque et on va montrer que :
(/\M)P-‘rl >\P+1 MPtL

(/\M)p+1 (AM) (AM)P = (AM) . (A\P.MP) = (ANP) (M.MP) = PUARN Viass

Par conséquent la propriété est héréditaire.

Conclusion : VM € M, (R), VA€ R*, ¥peNona: (AM)’ =\ .MP. =

3) La formule du binéme de Newton

Théoréme 2 Considérons deux matrices M et N d’ordre n qui commutent, c’est o dire qu’elles
vérifient : M.N = N.M.

p
Alors : ¥YpeNona: (M+ N)P = ZCL“M’“.NP_’“.
k=0

Preuve. Nous allons démontrer ce résultat a ’aide d’un raisonnement par récurrence sur p.
0
(M+N) =1,

Initilalisation : on a : ZC”“M’“ NO—k _ C’OMO NO = 1.0,.0, = I,

k=0
0

On a donc bien : (M + N)° ZCkMk NO=F_la propriété est donc bien vraie au rang 0.

k=0
P

Hérédité : on suppose que : (M + N)¥ = X:C'{,fM’“.]\”’*’C pour p fixé quelconque.

k=0
p+1

On va montrer que : (M + NPt = Z ko MENPIE,

p
(M + NPT = (M +N)(M+N)” = (M+N).> _CkMk Nr—k
k=0

P P
soit : (M + N)P™ = M. (ZC};M@N?*) +N. (chMk.Np—k>
k=0 k=0
ce qui donne, puisque M et N commutent :

p p
(M—I—N)p+1 _ (ZCII;M]C—H'NP_k) + (ZC}I;M]C'NIH_l_k)

k=0 k=0

p—1 p
R e R P LSS v |

k=0 k=1
On a donc : . )
(M—I— N);D-i-l — Mptl + ( Z C’;;/lel.Np(k/l)> + (ZCSMk.Nerlk) T NP+
k'=k+1=1 k=1
P
soit : (M + NPTt = pet1 4 (Z(C};—l + Cﬁ)M’f.NP“"f) + NPt
k=1
Puisque : C’k—1 + Ck = C’k 1 et que : C’O C’gj_‘ll =1 on en déduit que :
p+1
(M+N)p+1 _ CP+1Mp+1 + (ZC;5+ MFE NPtH1- k) +CO Np+1 ch Mk Npt1-k
k=1 k=0
La propriété est donc bien héréditaire.
P
Conclusion : Vp € Non a: (M + N) = ZC;;M’“.NP*’“. [
k=0

Remarque 2 1[I faut noter qu’il est obligatoire que les matrices M et N commutent pour pouvoir
utiliser la formule du binéme de Newton. 9



1 11
Exemple 2 On considére la matrice M = 0 1 1 | € M3(R).
0 0 1

On va calculer MP pour tout p € N.

0 1 1
Remarquons tout d’abord que : M = N + I3 enposant : N=| 0 0 1
0 0 0
Calculons ensuite les puissances successives de la matrice N.
0 0 1
Ona:N°=1I3, NN=N,N>=[ 0 0 0 et N3 = Os.
0 0 O

Par suite on aura : N¥ = Os pour tout entier k > 3.

Puisque : I3.N = N.Is = N on peut donc dire que les matrices N et Is commutent et nous pourrons
donc utiliser la formule du binéme de Newton pour calculer : MP = (N + I3)".

On a donc, compte tenu des résultats obtenus sur les puissances successives de la matrice N :

P
—k
MP =Y "CENF. I8 = CON® + CJN + C2N? = CSI5 + CJN + C2N?, ¥n > 2.

k=0
Cy=1
1 _ -1
De plus, comme : Cp=p , on en déduit que :MP = I3 +pN + MN{
C2 = plp—1) 2
P2
1 00 0 1 1 (p—1) 0 0 1
soit: MP=1 0 1 0 | 4+p| 0O 0 1 +pp2 0 0 O |, cequi donne :
0 0 1 0 0 0 0 0 0
-1 +1
o p+p(p2 ) 1) p(p2 )
VYn>2ona: MP= 0 1 » = 0 1 »
0 0 1 0 0 1
11 1 11 1(1+1)
Deplus,ona: M'=M=| 0 1 1 | = 0 1 % , la formule trouvée
0 01 0 0 1
10 0 10 0(0+1)
précédemment reste valable pourn = 1 et puique : M* =Iz3=| 0 1 0 | = 0 1 %
0 0 1 0 0 1
on peut affirmer que la formule est encore valable pour n = 0.
1 pp+1)
En conclusion : ¥Yn >0 on a :MP = 0 1 D
0 0 1

IT) Les matrices carrées inversibles

1) Définitions

Définition 2 Considérons une matrice carrée M d’ordre n.
On appelle matrice inverse a gauche de la matrice M, toute matrice carrée G d’ordre n telle que
GM=1,.
On appelle matrice inverse a droite de la matrice M, toute matrice carrée D d’ordre n telle que
M.D=1,.

Proposition 3 Si la matrice M € M,,(R) admet a la fois une matrice inverse & gauche G et une
matrice tnverse & droite D, alors ces deur matrices sont égales et uniques.

Preuve. On a donc : G.M = M.D = I,, par définition des matrices inverses a gauche et & droite.
Deplusona: G=G.I, =G.(M.D) = (G.M).D = I,.D = D, par conséquent, les matrices G et D
sont égales.

3



Montrons maintenant 'unicité.

Pour cela nous utiliserons un raisonnement par ’absurde.

Supposons donc qu’il existe deux matrices inverses a gauche distinctes G et G’ pour la matrice M.
Onadonc: GM=G'.M =1,.

De plus, on aura : G' =G'.I, = G'(M.D) = (G'"M).D =1,.D = D = G, ce qui aboutit a une
contradiction puisque les deux matrices G et G’ ont été supposées distinctes.

Par conséquent, I’hypothése faite est fausse, d’ou 'unicité de la matrice G et donc celle de D. =

Proposition 4 Considérons une matrice carrée M d’ordre n.
Si la matrice M admet une matrice inverse o gauche alors elle admettra une matrice inverse o
droite.
De méme, si la matrice M admet une matrice inverse o droite alors elle admettra une matrice
inverse & gauche.

Preuve. Ce résultat est admis.

Définition 3 Considérons une matrice carrée M d’ordre n.
On dira que la matrice M est inversible si elle posséde une matrice inverse & gauche ou une matrice
inverse & droite.

Notation 1 Dans ce cas, la matrice inverse & gauche (ou encore la matrice inverse & droite)
sera appelée la matrice inverse de la matrice M et on la notera : M 1.

2) Exemples

Exemple 3 La matrice identité d’ordre n est inversible et sa matrice inverse est 1,1 = I,,; en effet,
nous avons : I,.1, = I,,.

Exemple 4 Considérons les matrices d’ordre 2 : M = ? } et N = jl _21 )

On a: M.N = I, et par conséquent, on en déduit que la matrice M est inversible et que sa matrice
inverse est M~ = N.

3) Recherche pratique de la matrice inverse

a) Méthode Considérons une matrice M d’ordre n.
Pour déterminer si la matrice M est inversible, nous chercherons a résoudre le systéme Y = M. X

T Y1
dans lequel les vecteurs X = 2 ey =| ¥ joueront respectivement les roles d’inconnue
Tn Yn

et de parameétre :

e si nous trouvons un seul vecteur solution X & ce systéme nous pourrons en déduire que la matrice
M est inversible et que la matrice inverse M ! est définie par la relation : X = M 1Y puisque
Y =MX<—=MY=M'(MX)=M* M) X=1,X=X.

e si nous ne trouvons pas de solution ou encore une infinité de solutions au systéme, nous en
déduirons que la matrice M n’est pas inversible.

0 -1 0
b) Exemple Considérons la matrice: M= 1 0 -1 | € M3[R).
0 1 1
Etudions l'inversiblité de M.
L1 Y1
Posons : X = To et Y = Y
L3 Y3



Y1 0 -1 0 T —X2
Ona:Y=MX<—= | u = 1 0 -1 1.1 a2 =| z1—2x3

Ys 0 1 1 I3 T9 + T3

Y = —T2
Cela nous donne donc le systéme linéaire : (.5) : Yo =T1 — T3 .
Yz = 22 + T3
T2 =~ T =y1+y2t+ys
Ona: (S)<—=( z1—23=19 — To = —Y1
T3 =Y1 +Ys3 T3 =Y1 + Y3

Nous avons donc trouvé une seule solution au systéme, par conséquent, la matrice M est inversible.
Pour déterminer M ~! il ne nous reste plus qu’a écrire le dernier systéme sous forme matricielle.
Nous obtenons :

1 1 1 1 Y1
X=| 22 = -1 0 0 |.| w2 |, par conséquent, nous avons :
1 1
M‘t=| -1 0 0
1 0 1

4) Propriétés des matrices carrées inversibles

a) Transposée d’une matrice inversible

Théoréme 3 Considérons une matrice carrée M d’ordre n.

Si la matrice M est inversible, alors sa matrice transposée M est inversible et on a :

—1 Izt
(MY~ = (M 1) .

. _ L. _ t
Preuve. Puisque : (M~'.M) = I,, on en déduit que : (M1 M) =1} =1,
. I\t
soit encore : M'. (M~')" = I,.
, . t . . N . . . . .

Par conséquent, la matrice M"® sera inversible & droite, donc sera inversible et sa matrice inverse

sera : (M%) ' = (M_l)t. [

b) Produit de deux matrices inversibles

Théoréme 4 Considérons deux matrice M et N d’ordre n.
Si les matrices M et N sont inversibles, d’inverses respectifs M—' et N1 alors leur matrice produit
M.N sera inversible et on aura : (M.N)~' = N=1. M1,

Preuve. Ona: (N"L.M"1).(M.N)=N"'. (M~'.M).N=N"11,N=N"LN =1I,.
Par conséquent, la matrice produit M.N est inversible & gauche, donc sera inversible et on aura :
(MN)'=N"'M"! m

c) Autres propriétés

Proposition 5 Si M est une matrice carrée d’ordre n inversible, alors :
Vp € N, la matrice MP est inversible et on a : (MP)~" = (M~1)".

Preuve. Démontrons ce résultat par récurrence sur p.

Initialisation : On a : M° = I,, et par suite la matrice M° sera inversible d’inverse :

(M) =1 =1, = (M)

La propriété est donc bien vérifiée au rand 0.

Hérédité : On suppose que pour un entier naturel p fixé quelconque la matrice MP est inversible et
que son inverse est (M?) ™" = (M~1)".

Nous allons montrer que la matrice MP+! est inversible et que son inverse est (M _1)p+1.

Puisque : MP+! = M.MP et compte tenu que M et MP sont inversibles, on déduit du théoréme du
paragraphe précédent que la matrice MPT! sera inversible (produit de deux matrices inversibles).
De plus, on awra : (MPH) ™" = (M.MP)™ = (MP) ™ ML = (MY)P Mt = (M)

La propriété est donc héréditaire.

Conclusion : Vp € N, la matrice M? est inversibBle etona: (MP)"'= (M1 m



Définition 4 Considérons une matrice M d’ordre n inversible et un entier naturel p.
Nous définirons la puissance négative de la matrice M par : M~ = (Mp)_l.

Remarque 3 Compte tenu de la propriété précédente nous aurons : M~P = (Mp)71 = (Mfl)p.

Proposition 6 Si M est une matrice carrée d’ordre n inversible alors :
Vp,q €7Z on a: MP.MI = MPtq,

Preuve. Quatre cas sont a envisager :

e sip,q € N: cette propriété provient de la définition de la puissance positive d’une matrice.

esipeNetqgeZ_:onpose: ¢ =—qeN.

On a donc : MP.M9 = MP.M.I, = MP.M9.(M? (M7)~1) = MP. (M—Q’.M’I’) M7
’ -1 ’ ’ ’ ’
soit encore : MP. M7 = MP, <(M‘1 ) M1 > M7 = MP.I, M~ = MP. M1

e ce qui donne : MP. M7 = Mp+(=d) = pppta,

e Les deux cas restants : (p €Z_ et ¢ € N) et (p € Z_ et ¢ € Z_) se traiteront de la méme fagon
que le cas précédent.



