Chapitre 3 - Les déterminants

Dans tout ce chapitre, les matrices utilisées seront exclusivement des matrices carrées d’ordre n.

I) Définition et premiéres propriétés

1) Théoréme - Définition

Théoréme 1 I existe une unique application, appelée déteminant que nous noterons det, qui o la
matrice A € M, (R) que l'on peut écrire : A= (Cq,Cs,...,Cyp) ot Cy,Cy,...,C,, désignent les
colonnes de la matrice A, associe le nombre réel, noté det(A), vérifiant :

1 { Vi €{l,...,n} ona:det(Ch,...,C; + C},...,Cp) = det(Ch, ..., Cj, ..., Cy) +det(C’1,. cl, ..., Cp)

J
V)\ eR,Vje{l,...,n} ona:det(Ch,...,ACj,...,Cp ) = /\det(C’l, 'n)

e
Cn)

2. Vi1, ja € {1,,’ﬂ} on a: det(Cl,...,le,...,CjQ,...,Cn) :—det(Cl, 7CJ2, le,..
3. det I, =1 ou I, désigne la matrice unité d’ordre n.
Preuve. Ce théoréme est admis. m

Remarque 1

e Pour le premier point, on dit que le déterminant est linéaire par rapport & chaque vecteur colonne
(les autres vecteurs colonnes étant fixés), on dit alors que le déterminant est une forme n-linéaire;

e Le second point signifie que le déterminant est une forme alternée.

e Si la matrice A = (a) € M1(R), nous déduisons du premier et du troisiéme point du théoréme
précédent que : det(A) = a.

ail a2 ... Qip
Notation 1 On notera encore le déterminant de la matrice A = @21 @22 e A2n sous la
an1 an2 Ann
a1l aiz ... Qin
forme : det(A) = 02 G2 - O2n
an1 An2 e Qpp

2) Premiéres propriétés du déterminant

Proposition 1 Si une matrice carrée d’ordre n posséde un vecteur colonne nul, alors son déterminant
est nul.

Preuve. Ce résultat est immédiat compte tenu du premier point du théoréme donné dans le
paragraphe précédent. m

Proposition 2 Si une matrice carrée d’ordre n posséde deux vecteurs colonnes identiques, alors son
déterminant est nul.

Preuve. Ce résultat est immédiat compte tenu du second point du théoréme du paragraphe
précédent. m

Proposition 3 Considérons une matrice A € M, (R).
Si A’ désigne la matrice obtenue o partir de A en ajoutant & une de ses colonnes une combinaison
linéaires des autres colonnes de la matrice A, alors on a : det(A") = det(A).



n
Preuve. Posons : A = (C4,Cy,...,C, ...,Cy) et A’ = (C1,Cy,...Ck + Z)\jC’j, ey Cp).
j=1
ik
Nous povons dire, compte tenu de la linéarité du déterminant que ’on a :
n
det(A’) = det(Cy,Cy, ..., Ck, ...y Cn)) + Y _Xj det(Cy, Ca, ..., Cj, .., Chn)
j=1
itk
soit encore : det(A’) = det(C1, Cy, ..., Ck, ..., Cp) = det(A)
puisque dans chacune des matrices (C1, Ca, ..., Cj, ..., Cy) il y aura toujours deux colonnes identiques
et donc en vertu de la proposition précédente, nous en déduirons que : det(C1,Cy, ...,Cj, ...,Cy) = 0.

Corollaire 1 Si une colonne d’une matrice A € M, (R) est une combinaison linéaire des autres

colonnes de la matrice A, alors on a : det(A) = 0.

Preuve. Supposons que : A = (C1,Cs,...,Ck,...,Cp) et que : Cy, = Z)\jC’j.

j=1
i#k
On a donc d’apres la propriété précédente :
det(A) = det(Cy, Cs, ..., Ch, ..., Cp) = det(Cy, Co, ..., Z)\ Cj, ... C
J?fk
soit : det(A4) = det(Cy, Cs, ..., ZA C; +Z “XiCj); ey Cn) = det(Cy, Cay ooy > (A = Aj) Cj,y ., Cha)
j=1
J?fk jk Jj#k
ce qui donne : det(A) = det(Cy,Cs, ..., 0,..,C,) =0. =
IT) Cofacteurs - Développement du déterminant
1) Cofacteurs
ailz a2 ... Qain
Définition 1 Considérons la matrice A = | @21 922 = @ | ¢ M, (R).
an1 AaGp2 ... Qapn

On appelle mineur de l’élément a;; de la matrice A le déterminant : det(A)) ou A designe
la matrice d’ordre (n — 1) obtenue & partir de la matrice A en lui supprimant la ligne i et la colonne
j. L

On appelle cofacteur de Uélément a;; de la matrice A le nombre réel c;; = (—1)""7 det(AG9),

Remarque 2 Le cofacteur d’un élément de la matrice A est donc égal au mineur correspondant affecté

d’un signe + ou d’un signe — selon que la somme i+ j est paire ou impaire, ce qui, graphiquement,

+ - + -
-+ - +
correspond & la situation suivante : | + — 4+ —
-+ - +
2 0 -1
Exemple 1 Considérons la matrice : A=1 0 3 0
1 -1 4

Par exemple, le cofacteur de I’élément aso est : c3o = (—1)3+2 det ( (2) _01 > = —det ( 3 _01 >



2) Développement du déterminant

Théoréme 2 Si on a : A= (a;;) € M,(R) alors :

Vi, j € {1l,...,n} on a : det(A) = Zaij.cij ou encore : det(A) = Zaij.cij,
i=1 j=1

Preuve. Ce théoréme est admis. m

Remarque 3 Nous dirons que l'on a développé le déterminant de la matrice A selon la colonne j dans
le premier cas et selon la ligne © dans le second cas.

Remarque 4 Nous avons, grice & ce théoréme, une méthode qui nous permet de calculer un
déterminant d’ordre n.
En effet, compte tenu du théoréme précédent, nous pouvons dire que le calcul se
rameénera au calcul de n déterminants d’ordre (n — 1) qui pour chacun d’entre euzx se raménera au
calcul
de (n — 1) déterminants d’ordre (n — 2), ...
Néanmoins, il sera trés judicieux d’utiliser les propriétés vues sur les déterminants afin d’arriver au
calcul d’une matrice comportant un maximum de zéros avant de se lancer & corps perdu dans les
calculs... Enfin, n'oubliez pas que si deux colonnes sont identiques, ou encore proportionnelles,
le déterminant sera nul.

3) Exemples

2 -1

3 -2

Développons par rapport a la premiére colonne, nous obtenons :
A=2]-2-3.]-1=2.(-2)-3.(-1)=—-4+3=-1.

Exemple 2 Calculons le déterminant : A =

Remarque 5 Nous avons :

a b
¢ d ‘ = ad — bc.
a b
En effet nous avons : ¢ d ' =a.|d| —c. |b] = ad — cb.
1 2 1
Exemple 3 Calculons le déterminant : A=| 3 -1 2
3 -2 1
Méthode 1 : Développons par rapport a la premiére colonne :
-1 2 2 1 2 1
A=1. 9 1 —3. 9 —1-3.‘ 1 9 =1.(-144)-3.(2+2)+3.(44+1) =6.
Méthode 2 : Utilisation des propriétés du déterminant :
1 0 O
ona: A=|3 =7 —1| (nous avons remplacé la seconde colonne Cy par Co—2C1 et la troisiéme
3 -8 -2

colonne Cs par C3 — Cy en appelant C1, Co et Cs les trois colonnes du déterminant).
1l ne nous reste plus qu’a développer par rapport & la premiére ligne.

Nous obtenons : A = 1. :; :; ‘ =1.(14 —8) =6.
Remarque 6 Nous avons :
a a/ a//
b v b | =(abd" +ad"bd +ad'bt'c) — (a"bc+a'bd +ab’c) .
C/ C//

Cette régle est appelée la régle de Sarrus.
En effet, développons le déterminant par rapport & la premiére colonne :
3



b/ b// a/ a// a/ a//
b ob | = / no|l b. / n |t / AT
P d c ¢ c b b
c d ¢
a a/ a//
soit encore : | b b bV | =a (' =b')—b(dc —ad"c)+c(a'b —d"V);
c C/ C//

il ne reste plus ensuite qu’a développer puis regrouper les termes pour obtenir le résultat annoncé.

Exemple 4 FEtudions un cas particulier : la matrice triangulaire supérieure.

a1 a2 ... Qip
. . . . . L. i _ 0 a9 a9n
Calculons donc le déterminant de la matrice triangulaire supérieure : A =
0 0 ... apn
Développons det(A) par rapport & la premiére colonne, nous obtenons :
agg ... QA2p
det(4) =ay1.| ... ... .. |, développons ensuite le nouveau déterminant d’ordre (n — 1) par
0 ... apn
asz asq4 ... Qa3n
. 0 a . a
rapport o sa premiére colonne. Nous obtenons : det(A) = aj1.a29. 44 dn
0 0 ... apn

De fagon immédiate nous obtiendrons : det(A) = a11.a22....Qnn.
Conclusion : Le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure est égal au produit des termes
situés sur sa diagonale principale.

Remarque 7 D’une fagon analogue (en développant par rapport o la premiére ligne) nous prouverions
que le déterminant d’une matrice triangulaire inférieure est égal au produit des termes situés sur
sa diagonale principale.

4) Autres propriétés du déterminant

Théoréme 3 On a les résultats suivants:
o VA€ M,(R) : det(A?) = det(A)
o VA e M,(R), VA €R : det(AA) = \". det(A)
o VA, B e M,(R) : det(A.B) = det(A). det(B)
Preuve.

e Puisque nous avons vu dans le théoréme du 2) que nous pouvions aussi bien calculer le déterminant
de la matrice A en faisant le développement par rapport a sa premiére ligne que par rapport a sa
premiére colonne, nous pouvons en déduire que A et A* auront le méme déterminant.

e Siona: A= (Cy,Cs,...,C,...,Cy) alors on en déduit que : ANA = (AC1, ACy, ..., ACk, ..., A\C},).
En utilisant la n linéarité du déterminant, nous en déduisons que :
det(AA) = A .. Adet(Cy, Co, ..., Ck, ..., Cp) = A" det(A).

e Le troisiéme résultat du théoréme sera admis.

Remarque 8 Il faut remarquer que : det(A + B) # det(A) + det(B).

1 2 -1 2
Par exemple, prenons : A = ( 3 1 ) et B = ( 2 1 )

0 4 ) et det(A+ B) = 4 # det(A) +det(B).

Nous avons : det(A) =7, det(B) = =5, A+ B = ( 1o



ITT) Cas des matrices carrées inversibles

Théoréme 4 Soit A € M,,(R) et désignons par C la matrice des cofacteurs de la matrice A.

Ona: AC!=CtA=det(A).I,.

Preuve. On a : C = (c;;) avec : ¢i; = (—1)" det(A%9)); par conséquent, C* = (ci;) avec :
/
Cij = Cjj-
n n
Posons : B = A.C*, on a donc : B = (b;j)1<i<n avec : b;; = E aik.c;j = g Qik-Cjk-
1<j<n

1" cas: Sii =3
Alors on a : b;; = Zaik.cik = det(A) d’apres le théoreme II)2).
90me cas: Sii£j

On a dans ce cas : 1] E Aik- ij E Aik.Cjk = E (aik — a]—k) -Cjk + E Ajk-Cjk-
n

k=1 k=1
Soit encore : b;; = Z ajk — Qi) -Cji, + det(A).
k=1

n
Or: Z (ajr — ar) .cji représente le développement par rapport a la ligne j du déterminant de la
k=1
matrice obtenue en remplacant la j4¢ ligne de la matrice A par la différence entre la j%™¢ ligne et
la 7€ ligne de la matrice A et on sait d’aprés les propriétés du déterminant qu’il sera identique &

celui de la matrice A. .

Par conséquent on aura : Z (@ — air) .cjr, = det(A) et par suite : b;; = 0.
k=1
Conclusion :

On a donc montré que : b;; = det(A).51 L= , et par suite on en déduit que :

0 sinon
B = A.C* = det(A).L,.
On démontrerait d’une facon analogue que : C*.A=1,. m

Remarque 9 La matrice Ct est appelée la matrice adjointe de la matrice A.

Corollaire 2 La matrice A € M, (R) est inversible si et seulement si det(A) #0 et on a :

1 t
det(A)

ot C désignera la matrice des cofacteurs de la matrice A.

Preuve.

e Supposons que la matrice A soit inversible. dans ce cas, nous avons : A.A7! = 1I,,.
Par conséquent on a : det(A.A71) = det(A).det(A~!) = det(l,) = 1; on en déduit donc que :
det(A) # 0.
De plus, d’apres le théoréme précédent, nous savons que : A.Ct = Ct.A = det(A).L,.

1 1
P is A A — = — A — In’ < A Ta - ) N o
uisque det(A) # 0, ( et A)C ) ( et A)C ) nous en déduisons donc d’apres

I'unicité de la matrice inverse que : A~! = t

~ det(A)

e Réciproquement, supposons que det(A) # 0.
D’aprés le théoréme précédent, nous savons que : A.Ct = C'.A = det(A).I,

Puisque det(A) # 0 : A. <det1(A) Ct) = (m@f) .A = I, nous en déduisons donc que la

matrice A est inversible et que sa matrice inverse est égale a
5

Ct.

det(A)



Exemple 5 Reprenons la matrice A =

0
1
0

-1
0
1

0
-1
1

€ M3(R) étudiée au chapitre 2.

Calculons son déterminant en développant suivant la premiére colonne :

det(A)=]1 0 -1 |=
0 1 1

Déterminons maintenant A~1,

0 -1 0
=

t

Nous avons donc : A~1 =

~ det(A)
0 -1
1 1
-1 0
Nous avons : C' = —‘ 11 ‘
-1 0
0 -1
ar suite, nous avons : A”! = L
P ’ T4 T Qet(4)

-1 0

— o O oo

t

A

=10, par conséquent A est inversible.

d’apres le corollaire vu précédemment.

10'
%1_1 1 -1 1
=1 0o o |:

01‘ 1 0 1
0 —1

s

1 1 1 1 1
00]=|-100

0 1 1 0 1



