Chapitre 4 - Les systémes d’équations linéaires

I) Le rang d’une matrice

Contrairement au déterminant, la notion de rang d’une matrice se définit pour des matrices
quelconques et donc pas nécessairement carrées.

1) Définition

Définition 1 Soit A € M,, ,(R) une matrice non nulle.
On appelle rang de la matrice A et on note rg(A), le nombre de colonnes de la matrice
A qui sont linéairement indépendantes.

3
Exemple 1 Considérons la matrice : A = 1 2 et appelons C; la i°™° colonne de la
0
matrice A.
1l est clair que les deux premiéres colonnes sont linéairement indépendantes et par conséquent nous
pouwvons dire que rg(A) > 2.
De plus, nous remarquons que : C3 = Cy + Cy et Cy = 2C1 + Cs.
Par conséquent, nous avons : rg(A) = 2.

Remarque 1 Nous pouvons étendre la définition précédente au cas ot la matrice A est nulle : dans ce
cas nous dirons que son rang est nul. Remarquons que la matrice nulle est la seule matrice de rang
nul.

Définition 2 On appelle sous-déterminant d’ordre m d’une matrice A € M,, ,(R) le déterminant
de toute matrice carrée d’ordre m obtenue en supprimant (n —m) lignes et (p —m) colonnes dans
la matrice A.

Exzemple 2 Dans la matrice A de Uexemple précédent, un sous-déterminant d’ordre 2 sera par exemple
) . . . 1
celui obtenu en supprimant la premiére ligne et les colonnes Cs et Cy : ' 1 (1) ’ =1.

2) Propriétés

Proposition 1 Le rang d’une matrice A € M,, ,(R), non nulle, est égal au nombre mazimum de lignes
linéairement indépendantes de la matrice A.

Preuve. Ce résultat est admis. m
1 2 3 4
Exemple 3 Reprenons 'ezemple de la matrice du 1) : A = 1 0 1 2
-1 1 0 -1
1l est clair que les deux premiéres lignes sont linéairement indépendantes et puisque :

1 3
L3 = §L1 - §L2, nous en déduisons donc bien que rg(A) = 2.

Proposition 2 Le rang d’une matrice A € M,, ,(R), non nulle, est égal o Uordre le plus élevé des
sous-déterminants non nuls de la matrice A.

Preuve. Ce résultat est admis. m

Exemple 4 Reprenons toujours le méme exemple.
1
Nous avons : 1 (1) =1, par conséquent : rg(A) > 2.

De plus, tous les sous-déterminants d’ordre 3 sont nuls :

1



1 2 3

1 0 1 |=0 (satroisiéme colonne est égale & la somme des deux premiéres);
-1 10

1 2 4

1 0 2 |=0(car:Cs=2,+Cy);

-1 1 -1

1 3 4

1 1 2 | =0 (satroisiéme colonne est égale & la somme des deux autres);
-1 0 -1
2 3 4
01 2 |=0(car: C3=—-Cy+2C3).

1 0 -1

Par suite on en déduit que rg(A) < 3, donc : rg(A) = 2.
Proposition 3 Si la matrice A € My, ,(R) alors on a : rg(A) < min(n,p).

Preuve. Ce résultat est immédiat, compte tenu de la caractérisation du rang a l'aide des
sous-déterminants. m

Proposition 4 Un ensemble de n vecteurs constitue une famille de vecteurs linéairement indépendants
st et seulement si la matrice qu’ils constituent est de rang n.

Preuve. Ce résultat est immédiat. m

Proposition 5 Soit A € M,, ,(R) une matrice non nulle.
Si on supprime un certain nombre de lignes et de colonnes de la matrice A, le rang de la matrice
ainsi obtenue est au plus égal a rg(A).

Preuve. Comme tout sous-déterminant de la matrice ainsi obtenue est un sous-déterminant de la
matrice A, nous en déduisons que son rang sera inférieur ou égal a celui de la matrice A. =

Proposition 6 Le rang d’une matrice A ne change pas si :
- on permute deux colonnes de A;
- on multiplie une colonne de la matrice A par un nombre réel non nul;
- on ajoute & une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes;
- on enléve a la matrice A une colonne qui est combinaison linéaire des autres.

Preuve. Ces résultats proviennent des résultats du chapitre 1, relatifs aux familles libres et liées de
vecteurs. W

Remarque 2 On peut énoncer un résultat similaire en renplacant les colonnes de la matrice par les
lignes de la matrice.
De ce fait, nous avons : VA € M, ,(R) : rg(A) =rg(A).

1 0 0 01
01 010
Exemple 5 Considérons la matrice: A=1]1 0 0 1 0 0
01 010
1 0 0 0 1
1 00
01 0
Remarquons tout d’abord que Cy = Cj et que Cy = Cy, donc: rg(A)=rg| 0 0 1
010
1 00

Nous voyons facilement que les trois colonnes restantes sont linéairement indépendantes, par
conséquent : rg(A) = 3.

Proposition 7
Si A € M, ,(R) vérifie : det(A) #0 et st B € My, 4(R) alors on a : rg(AB) = rg(B).
Si A e M, ,(R) vérifie : det(A) #0 et si C € .é\/lqyn(R) alors on a : rg(CA) =rg(C).



Preuve. Ces deux résultats seront admis. m

Proposition 8 Le rang d’une matrice diagonale est égal au nombre de ses éléments diagonauz non
nuls.

Preuve. Ce résultat est immédiat. m

Corollaire 1 On a : rg(I,) = n.
De plus, si la matrice A € M, (R) est orthogonale alors : rg(A) = n.

Preuve. Le premier des deux résultats est évident, compte tenu de la proposition précédente.

Ona: A'A =1, . On en déduit donc que : det(A*A) = det(I,,) = 1 et par suite det(A) # 0 ce qui
nous permet de dire que rg(A) =n. =

3) Méthode de calcul du rang

Théoréme 1 Soit A € M, ,(R). Nous avons le résultat suivant :
rg(A) = r < la matrice A contient un sous-déterminant A non nul, d’ordre r tel que tous les
sous-déterminants d’ordre (r + 1) qui contiennent A comme sous-déterminant sont nuls.

Preuve. La condition nécessaire est évidente : en effet, si rg(A) = r alors tous les sous-déterminants
d’ordre m > r seront nuls et en particuliers cela sera vérifié pour tous les sous-déterminants
d’ordre (r 4+ 1) qui contiennent A comme sous-déterminant.

Réciproquement, on suppose que tous les sous-déterminants d’ordre (r+1) qui contiennent A comme
sous-déterminant sont nuls et démontrons qu’alors rg(A) = r.

Puisque A # 0, on peut affirmer que rg(A4) > r.

Nous allons montrer que rg(A) < r a l’aide d’un raisonnement par 1’absurde.

Supposons donc que : rg(A) > r

Dans ce cas il existe dans la matrice A une colonne qui n’est pas combinaison linéaire des colonnes
constituant le déterminant A. Cette colonne constitue donc avec celles qui forment le déterminant
A une matrice M de taille (n,r + 1) de rang (r + 1).

Par un raisonnement analogue, dans cette matrice M ainsi constituée, on peut trouver une ligne qui
sera linéairement indépendante des lignes constituant A. On pourra dons construire une matrice
qui sera d’ordre (r + 1) bordant A et qui aura un déterminant non nul.

Par conséquent, dans la matrice A il existera un sous-déterminant d’ordre (r + 1) non nul.

Le rang de la matrice A sera de ce fait supérieur ou égal a r + 1.

Cela est impossible puisque par hypotheése, tous les sous-déterminants d’ordre (r 4+ 1) qui
contiennent A comme sous-déterminant sont nuls.

Par conséquent, la supposition faite : rg(A) > r est fausse et on en déduit donc que rg(A) < r.
rg(A) =r

rg(A) <r ,donc: rg(A)=r. m

Par suite, on a donc : {

Remarque 3 Nous avons grdace o ce théoréme une méthode pratique qui nous permet de limiter le
nombre de déterminants o calculer afin de trouver le rang d’une matrice.

2 0 1 0 -3
L .. 14 1 0o 3 -7
Exemple 6 Considérons la matrice : A = 0 1 -2 3 1
2 -3 7 -9 0
Montrons que rg(A) = 2.
Remarquons que : A = i (1) ‘ =2#0.
1l faut donc calculer les six déterminants bordant A et montrer qu’ils sont tous nuls :
2 0 1 2 00 2 0 -3
41 0 |=]413|=|41 -7|=0
0 1 -2 0 1 3 01 -1
2 0 1 2 0 0 2 0 -3
et|]4 1 O0|=14 1 3 |=]4 1 -=7|=0.
2 -3 7 2 -3 -9 2 -3 0



IT) Les systémes d’équations linéaires

1) Définitions

Définition 3 On appelle systéme linéaire de m équations linéaires 4 n inconnues xi, Xz, ..., Tp
l’ensemble des m relations :

a1121 + a19%2 + ... + a1pT, = b1
() : 2121 + Q22T + ... + a2, T, = by

Am1Z1 + 2o + ... + QnTn = bm

Les nombres a;; (1<i<metl<j< n)seront appelés les coefficients du systéme linéaire.
Les nombres b; (1 <i < m) seront appelés les seconds membres du systéme linéaire.
Les nombres x; (1 < j < n) seront appelés les inconnues du systéme linéaire.

Remarque 4 Remarquons que le systéme précédent peut encore s’écrire : AX = B en posant :

a1 a2 A1n I b1
a a .. a T b
A= 21 22 2n X = 2 ot B — 2
Am1  Gm2 .. Gmn Ty by
Notons encore que le systéme pourrait s’écrire : AX = x1C1 + x2Cy + ... + x,C,, 0u Cq, Co, ..., Cy

désignent les colonnes de la matrice A.

3z1 + 4z =2 L B '
2y — 200 = —1 peut s’écrire AX = B en posant :

(34 () (5),

Définition 4 On appelle solution du systéme linéaire un n — uple de nombres réels (x1,x2, ..., Tn)
vérifiant simultanément les m équations du systéme.
On dit d’un systéme linéaire qu’il est résoluble, ou encore que ses équations sont compatibles,
lorsqu’il admet au moins une solution.
On dit d’un systéme linéaire qu’il est impossible, ou encore que ses équations sont
incompatibles, lorsqu’il n’admet pas de solution.
On qualifie un systéme résoluble de déterminé lorsqu’il n’admet qu’une seule solution.
On dit qu’un systéme linéaire est indéterminé lorqu’il admet plusieurs solutions.
On dit d’un systéme linéaire qu’il est redondant lorsque certaines de ses équations sont des
combinaisons linéaires des autres; dans ce cas, ces équations ne sont pas utilisées pour résoudre le
systéme linéaire.

Exemple 7 Le systéme :

Définition 5 Un systéme linéaire est homogéne lorsque les seconds membres sont tous nuls, soit
— —
lorsque B = 0 ; le systéme homogéne associé est alors : AX = 0.

2) Propriétés

Théoréme 2 Si X, est une solution du systeme linéaire AX = B, alors I’ensemble des solutions de ce
systeme est l’ensemble des Xo + X "ou X ' est une solution du systéeme homogéne associé.

Preuve. Considérons Xy une solution du systéme AX = B et X ’ une solution du systéme AX = 0.
On a donc : AXy= B et AX "= 0. Posons : Y=Xo+X".

Nous avons : A(Xg+ X ') = AXy+ AX ' = B. Par conséquent, Y sera une solution du systéme
linéaire.

Réciproquement, si X7 et X5 sont deux solutions du systéme linéaire, nous avons : AX; = AX, = B.
Par suite, A(X; — X5) = ﬁ, donc X7 — X5 est solution du systéme homogéne associé.

En conclusion : nous pouvons donc dire que toutes les solutions du systéme linéaire seront de la
forme Xy + X ’/ ou X est une solution du systéme linéaire et X ’ est une solution du systéme
homogeéne associé. m



Définition 6 Considérons le systéme linéaire : AX = B donné dans le paragraphe II)1).
On appelle matrice augmentée et on la motera : (A; B), la matrice de type (m,n+ 1) obtenue en
ajoutant la matrice colonne B a droite de la matrice A :

air a2 .. ai, | b
a a .. a b
(aip)=| e D
Aml  Am2 e Gmn | bp

Proposition 9
Le systeme (S) est résoluble si et seulement si rg(A) = rg(A; B).
Le systéme (S) est impossible si et seulement si rg(A) < rg(A; B).

Preuve. Si le systéme est résoluble, alors il existe un n — uple (21, xa, ..., x,) vérifiant le systéme
(S).

On aura donc : B = 21C1 +22C5 + ... + 2, C,,. Le vecteur colonne B sera donc combinaison linéaire
des vecteurs colonnes de la matrice A. Par conséquent, nous aurons : rg(A) = rg(A; B).

Si le systéme est impossible, alors il n’existera pas de n — uple (21, 3, ..., ;) vérifiant le systéme
(S). Le vecteur colonne B ne sera donc pas combinaison linéaire des vecteurs colonnes de la matrice
A. Par conséquent, nous aurons : rg(4; B) > rg(A).

Réciproquement : remarquons que 'on a toujours rg(A) < rg(4; B).

Si rg(A) = rg(A; B) : alors les colonnes donnant le rang de la matrice augmentée sont les colonnes
de la matrice A.

Par conséquent, le vecteur B sera une combinaison linéaire des colonnes de la matrice A. Il existera
donc un n — uple de nombres réels (ay, as, ..., ay) tel que : B = a1C1 + aaCs + ... + @, Cp,.

Ce n — uple sera donc une solution du systéme linéaire (.5).

Sirg(A) < rg(A; B) : on peut donc dire que le vecteur B est indépendant des vecteurs colonnes de
la matrice A, par suite il n’existera pas de n — uple (x1, 2, ..., x,) vérifiant le systéme (S). ®

Proposition 10 Si le systéme linéaire (S) est résoluble, alors il est redondant si et seulement
sirg(A) <m.

Preuve. Si le systéme linéaire (S) est résoluble et redondant, alors certaines de ses équations

sont des combinaisons linéaires des autres; par conséquent, certaines lignes de la matrice A

seront combinaisons linéaires des autres lignes de la matrice A.

Par conséquent on aura : rg(A) < m.

Réciproquement, si le systéme linéaire (S) est résoluble et rg(A) < m, alors puisque 1'on a :

rg(A) = rg(A; B), les relations entre les lignes de la matrice A seront valables pour les éléments de
la matrice B.

Nous aurons donc des relations entre les équations du systéme. Puisque rg(A) =r <m, il y

aura dans la matrice A, r lignes linéairement indépendantes et les (m — r) lignes restantes seront
des combinaisons linéaires des r lignes indépendantes : le systéme sera donc redondant. m

Remarque 5 Un systéme linéaire qui contient plus d’équations que d’inconnues est nécessairement
redondant.
De plus, sirg(A) =r, il est possible de trouver parmi les m équations du systéme redondant, (m—r)
équations qui sont des combinaisons linéaires des r autres équations.

Proposition 11 Si le systéme linéaire (S) admet plusieurs solutions alors il en admet une infinité.

Preuve. Supposons que le systéme linéaire (S) admet daux solutions X; et Xo.

Nous aurons donc : AX; = AX, = B.

Prenons un nombre réel quelconque a.

Nous avons : A(aX; + (1 —a) Xs) =a(4X1)+ (1 —a)(AX3)=aB+ (1—«a)B=B.

Par conséquent, aX; + (1 — ) X5 sera également une solution du systéme (S).

Puisque « est un nombre réel quelconque, nous en déduisons donc qu’il y une infinité de solutions
au systéme (S5). m

Proposition 12 Si le systéme (S) est résoluble, alors :
- il est déterminé si et seulement si rg(A) = n;
- il est indéterminé si et seulement si rg(A) < 1.



Preuve. Démontrons le premier point :

Supposons que le systéme (S) est résoluble et déterminé.

Par conséquent, il existe un seul n — uple, Xo = (21, z2, ..., 2, ) solution du systeéme (.5).
Démontrons par 'absurde que rg(A) = n.

Supposons donc que rg(A) # n. puisque rg(A) < n nous avons donc rg(A) < n et par conséquent
les vecteurs colonnes de la matrice A seront liés. .
Il existera donc n nombres réels non tous nuls a1, as, ..., a, tels que : a1C1 +asCo+...+a,Cp, = 0.
Posons I' = (ay, ag, ..., ap,), d’apres le théoréme 2 vu au début de ce paragraphe, nous déduisons
que Xo 4+ I' # X sera également solution du systéme (.5).

Le systéme (S) possédera donc au moins deux solutions distinctes ce qui contredit 'hypothese

que le systéme est déterminé.

Par conséquent, la supposition faite (soit rg(A) # n) est fausse et nous en déduisons donc

que rg(A) = n.

Réciproquement, supposons que le systéme (.S) est résoluble et que rg(A) = n.

Le systéme (S) admettra donc au moins une solution Xj.

De plus, puisque rg(A) = n, les vecteurs colonnes de la matrice A seront linéairement indépendants

et le systéme homogeéne associé : z1Cy + 22C5 + ... + 2,C), = 0 n’admettra qu’une seule solution
qui est (x1,x2,....,x,) = (0,0, ...,0) puisque (C1,Cy, ...,C},) est une famille libre.

Compte tenu du théoréme 2 donné au début de ce paragraphe, on obtiendra toutes les solutions
du systéme (5) en ajoutant & X une solution quelconque du systéme homogene associé et puisque
ce systéme homogene n’a que le vecteur nul comme solution, nous en déduisons que (S) possédera
une unique solution. Le systéme (S) sera donc déterminé.

Démontrons le second point

Pour démontrer ce résultat, il suffit de remarquer que ’on a nécessairement rg(A) < n puis on utilise
la contraposée du premier point. m

Remarque 6 Un systéme résoluble qui contient plus d’inconnues que d’équations (soit n > m) sera
nécessairement indéterminé.

Définition 7 On appelle fonction affine des variables x1,x2,...,x, une fonction f définie sur RP par

flx1, 22, ..., xp) = co+ 121 + caza + ... + cpp.

ot co, C1,C2,...,cp désignent p+ 1 nombres réels.

Proposition 13 Sile systéeme linéaire (S) est indéterminé etsi rg(A) = r alors il est possible de trouver
parmi les n variables x1,Ta, ..., Ty
* 7 inconnues principales;
n — r inconnues secondaires;
telles que chacune des inconnues principales s’exprime comme fonction affine des inconnues
secondaires, ces derniéres prenant des valeurs quelconques.

*

Remarque 7 On dit dans ce cas que le degré d’indétermination du systéme (S) est égal a n —r.

3) Exemples

2%1—]}3:2

Exemple 8 Considérons le systéme linéaire : (S) : 1 —2T2+x3 =1
T, 4+ 3x9 — Hxz =1
2 0 -1
Nous avons ici : n =m = 3. Posons: A= 1 -1 1
3 =5
Puisque le déterminant : ‘ ' —2 # 0, nous pouvons dire que : rg(A) > 2.
De plus, nous remarquons que det =0, donc nous avons rg(A) < 2 et par suite rg(A) =r = 2.
2 0 —1 2
Comme : rg(A;B)=rg| 1 —1 1 1 | =2, nous en déduisons que le systéme est résoluble,
1 3 =51

redondant et indéterminé. (Remarquons que : E% =2FE, — 3F, ou E; désigne la i°™° équation,).



La troisiéme équation est donc inutile. Le degré d’indétermination sera donc de 3 —2 =1 et
puisque les deux premieres colonnes de A sont linéairement indépendantes,nous choisirons x1 et To
comme inconnues principales et x3 comme inconnue secondaire.

1
$1:1—|—§$3

. 3
Nous avons donc : By = —1+4 3y + a5 = Sy .

x3 est quelconque
1
14+ Zg-
+ 21’3

L’ensemble solution du systéme sera : §x3 , x3 décrivant R

2
T3

ZE1*2I2:4

Exemple 9 Considérons le systéme (S) : { x1 +3z9=—1 .
201+ a9 =1
1 -2 1 _9
Posons : A= 1 3 . Puisque 1 3 ‘ =5 # 0, nous pouvons dire que rg(A) =1 = 2.
2 1
1 -2 4 1 -2 4
De plus, rg(A;B)=rg| 1 3 —1 | =3 puisque| 1 3 —1|=-10#0.
2 1 1 2 1 1

Par conséquent, le systéme (S) est impossible : ses équations sont incompatibles.

4) Les formules ce Cramer

1121 + a12To + ... + a1y, = b1

PP . ; o ; , . a2121 + A2 + ... + Q2T = bo
Définition 8 Considérons le systéme linéaire de n équations an : (S) : e

Ap121 + @paxo + ... + Qppn = bn

a1 ai12 e Qp b1

L a a .. a b

et considérons posons : A = 2 22 n et B = 2
Gpl  Gp2 . Qpp bn,

Le systéeme (S) est de Cramer si det(A) # 0 c’est a dire que rg(A) = n.

Théoréme 3 Le systeme (S) précédent admet une unique solution (x1,xs,...,x,) si et seulement si
c’est un systéme de Cramer. dans ce cas, cette solution est donnée par les formules de Cramer :
A;
det(A)

Vie{1;2;..;n} ona: x; =

€

ou A; désigne le déterminant obtenu en remplacant dans det(A) la i°™¢ colonne par la colonne B.

T+ T + 223 = —1 1 1 2
Exemple 10 Considérons le systéme (S) : 201 —x9 +2x3=—4 . Posons : A=1| 2 -1 2 |;
4:[,'1 +ZIJ2 +4£L’3:—2 4 ]. 4
112 111 _
Ona:det(A)=2 -1 2|=|2 -1 0 |= ‘ 41 ' =60 (On a soustrait la premiére

4 1 4 4 1 0
colonne & la troisiéme puis on a développé suivant la troisiéme colonne). Par conséquent, on a
rg(A) = 3 et le systéme est donc de Cramer.
Nous qurons donc :

-1 1 2 1 -1 2 1 1 -1

A= -4 -1 2|=6,A=|2 —4 2 |=12etAz3=|2 -1 —4 |=-12.
-2 1 4 4 -2 4 4 1 =2

Par conséquent, la solution du systéeme (S) est (x1 = 1529 = 2,23 = —2).



