Conjecture de Syracuse

( démonstration )
par Ahmed Idrissi Bouyahyaoui

Conjecture de Syracuse (conjecture de Collatz) :
La conjecture de Collatz consiste en une itération portant sur des entiers
positifs :
Si N; est pair alors N;,; = N;/2 sinon Ni,; = (3:N, +1)/2 .
Si cette instruction itérée aboutit en un nombre n fini d’étapes a N, =1 (donc
au cycle : 1-4-2-1), la suite de premier élément N, est appelée « suite de
Syracuse ».
Pour Ny < 5,7-10" les suites obtenues sont des suites de Syracuse (Tomas
Oliveira e Silva, Universidade de Aveiro, Portugal).
<<>>

Résume :
La suite {M;} de premier élément M,=K«2"-1, ou n est un entier positif et
K=(2*""+1)/3" est un entier impair, est une suite de Syracuse. Cette suite est
donc bornée et elle est un majorant de toute suite {N;} produite par application
de I'algorithme de Collatz car n est aussi grand qu’on le veut.
Toute suite {N;} est donc bornée et, par suite, comporte un cycle.
Soient {Z,, Z4, ..., Z,.1} un cycle de longueur n et Z,I"élément minimum.
Selon I'algorithme de Collatz Zi{”}*20=3*2n_1+1 et Z, doit vérifier I'égalité :

2070 =372, +3" 43722 43732 4 43,2 k)

ki, ky, ....., k, sont des entiers positifs et k,>... > k,> k>0
Mais le principe de récurrence sur n montre que pour tout n>1 :

2 k{n}*zo >3".7, 4301 4302 oK1 1303 9k2 L3 okin2} | okin-1)
Et par suite, 'égalité est vraie seulement pour n=1, soit 2'%.Z, = 3+Z, +1 qui
implique Z,=1 et 'unique cycle {1,4, 2}.

<<>>

Exécution de I'algorithme de Collatz

avec des réductions apportées aux calculs :

1) Si N, est divisible par 2’ et non par 2/ alors Ny = No/2’ avecje N* .
Tant que N; #1 alors, 3:N; + 1 étant divisible par 2’ et non par 2/,
faire Nj,; = (3:N; + 1)/2' avecje N'.



Ainsi dans la suite Ng, N3, N, ...., les nombres N; sont toujours impairs.
L’opération de passage de N, a N;,; est notée N;,;=S(N;) .

2) La conjecture est vraie pour tous les entiers positifs inférieurs a No.
3) Comme tout entier impair est de la forme 4k, + 1, si Ng=4k,+ 1 alors
N;=((4ko+1)+3+1)/4 = 3ko+1 et, par suite, N; < Ny et N;=S5(N,), N, vérifie la
conjecture.

Le seul cas qui reste a traiter est : Ng=4k,—1, avec k, entier 21.

Majoration de la suite {N;} de premier élément Ng=4ko—1 :

Le nombre My=4k;-1, avec k;>kq et k; un multiple d’une puissance de 2 tel que
My=K+2"-1 ol n est un entier positif aussi grand qu’on le veut et K est un entier
positif impair, engendre une suite {M;} majorant la suite {N;} engendrée par
No=4ko-1 par application de I'algorithme de Collatz modifié (les nombres N; et
les nombres M sont toujours impairs) car M;,;=(3*M+1)/2 et N;,;<(3*N;+1)/2 .

Génération de la suite {M;} de premier élément My=K+2"-1

jusqu’a I’étapen:

M;=(3:Mg+1)/2=(3+(K:2"-1)+1)/2=K+3:2" 21 ,
M,=(3:M;+1)/2=(3+(K:3:2"-1)+1)/2=K-3%2"%-1 ,

et a la nieme itération :

M, =(3+M, 141)/2=(3+(K:3"":2 - 1)+1)/2=K.3" - 1 .

M, =K:3"-1, M, est pair .

Comme, d’une part My=K«2"-1 > Ny=4k,-1, avec n un entier positif aussi grand
qu’on le veut et le facteur de croissance de la suite {M;} étant égal a (3/2)' pour
tout i (1<i<n) puisque M; = (3+M,.;+1)/2, et d’autre part N, < (3«N;.;+1)/2, on a
M;>N, pour touti (1<i<n).

Le principe de récurrence sur n montre que 3" |2>""+1 pour tout n>0 (3°]2%"°+1).
En effet, pour n=1, 3|2%+1 ; supposons (hypothése de récurrence) 3"|2>""+1 ;
comme 2% M Y41=(23"4+2) (224323 +1)=(23M+1)(4*3™M+2 - (23""+1)),
312341 | (W. Sierpinski)

En posant K=(2>""+1)/3", on obtient M, =K.3"— 1=2*"" et M,,:=M,,/2>""=1.

Par conséquent, la suite {M;} de premier élément My=K:2"-1 avec K=(2>""+1)/3"
est une suite de Syracuse et, par suite, elle est bornée.



La suite {M,} de premier élément M,=K-2"-1, oU n est un entier positif aussi
grand qu’on le veut et K=(2°""+1)/3", est un majorant de toute suite {N;}

construite suivant I'algorithme de Collatz.

Unicité du cycle {1, 4, 2} :
Toute suite construite suivant I'algorithme de Collatz étant bornée et, par suite,
I’ensemble ordonné de ses éléments étant fini, elle comporte nécessairement
uncycle {Z,, Z,, Z,, ... ,Z,=Z,}, ou n>1 est la longueur du cycle, tel que :
(1) Z,=(32,+1)/2",

Z,=(32,+1)/2"

Z5=(32,+1)/2"°

Z,=(32,4+1)/2" =2y,
ou le facteur 3/2' est de croissance lorsque i=1 (Z,=4k-1) et de décroissance
lorsque i>1 (Z,=4k+1) . Ces deux types de variation existent nécessairement
dans un cycle et les éléments Z; sont de la forme 4k+1, ou k est un entier
positif.
Le systeme d’égalités (1) peut s’écrire :
(2) 2"z,=3Z4+1

2%7,=37,+1

2°7,=32,+1

2"2,=32,,+1=2"12,.
L'égalité 2"".Z,=3:Z,,+1 permet d’écrire par substitutions successives de bas
en haut a partir des égalités (2) :

2" Z0=3:Z,,+1

2|{n-1}*2|n ZO = 3*2|{n-1} Zn_l + 2|{n-1}

211 o7, =3,(32,,+ 1)+ 2™ Y

2i{n—1}*2in ZO — 32* Zn-2 +3+ 2i{n—1}

22 i1l Hin 7 =32, (37, 5+ 1)+ 3,21 4 Qin-2 Hit-l

2i{n-2}*2i{n-1} *2in ZO — 33* Zn—3 + 32 + 3*2i{n-2} + 2i{n-2}*2i{n-1}
(3) 2i1+i2+ +i{n}*z0 —

— 3n* Zo'l' 3n-1 + 3n-2*2i1 + 3n-3*2i 1+2 .+ 3*2| 1+2+ ...4{n-2} + 2i1+i2+ +i{n-2}+i{n-1}.



Comme Z; est un entier > 1, on a l'inégalité évidente :

(4) 3n* ZO + 3n'1 + 3“'2*2|1 + 3n'3*2| 1+|2+ L + 3*2| 1+ 2+ ....+i{n'2} + 2|1+|2+ v +i{n'2}+i{n'1} S
2i 142+ ... +{n}

Analyse de validation de I’égalité (3) par récurrence surn:
Pour n=2, I'égalité (3) donne:
2i1+i2*zo _ 32*20 +3+2
Soit (212 -3%.2,=3+2", d’ol iy+, > 3 puisque 2% -3%>0.
( Avec Zy=4k,— 1 et Z,=4k, + 1, 2''2,=37,+1=3(4k —1)+1 et
2'%7,=37,+1=3(4k+1)+1 impliquent i;=1 et i, >2).
L’égalité (272 - 9). Z,= 5 est impossible puisque (2*72-9).Z,>5 .
Donc I'égalité 2%z, = 3%.Z,+3 +2'* estimpossible car
212,72, > 3%.2,+3 +2'"  (inégalité stricte).
Pour n>2, sil'inégalité (4) est fausse alors, puisque Z,>1, (3) devient l'inégalité
(5) i 1H 2+ .. +i{n}*zo S

3n*zo +3n—1 +3n—2*2i1 +3n—3*2i1*2i2+ m+3*2i1+i2+....+i{n—2} +2i1+i2...+i(n-1)

et n est augmenté d’une unité tant que I'inégalité (4) est fausse.

Sil'inégalité (4) est vraie, supposons (hypothése de récurrence) que pour n, on
a 'inégalité stricte :
(6) i LH 2+ .. +i{n}*zo >

3n*ZO +3n—1 +3n—2*2i1 +3n—3*2i1*2i2+ m+3*2i1+i2+....+i{n—2} +2i1+i2...+i(n—1)'
En choisissant Z, tel gu’il soit le minimum des éléments d’un cycle de longueur
n+1, nécessairement Z, est de la forme Z,=4k-1 et Z, est de la forme Z,=4k+1
(fermeture du cycle).
Ona 2 ™.z:=3*7 +1 et Z,<Z, et, par suite, i,,,>2 et 2"V > 4.
Multiplions le premier membre de (6) par 2' ™" (> 4) et le second membre par 3
et ajOUtonS 2i1+i2 +3 ... +(n) )
Comme le facteur multiplicatif du premier membre de (6) est supérieur ou égal
a 4 et, compte tenu de I'inégalité (4), le facteur multiplicatif global du second
membre est inférieur a 4, on obtient, pour n+1, I'inégalité stricte :
(7) 2i1+i2+ +i{n}+i{n+1}*zo S

3n+l*z0 +3n +3n-1*2i1 +3n-2*2i1+i2+ +3*2i1+i2+ ..H{n-1} +2i1+i2 +3 ... +(n)

)



Le principe de récurrence sur n, avec (4) ou non (4) , permet alors de conclure
que pour tout n>1:

2i1+i 2+ ... +i{n}*z0 S

3n*zo+3n—1+3n—2*2i 1+3n—3*2i1+i2+””+3*2i1+i 2+...H {n—2}+2i1+i2+...+i {n-2}+{n-1}

Ainsi, I'égalité
(3) 2mj0+”.ﬂ&u*20=

3n*zo+3n-l+3n-2*2i 1+3n-3*2i1+i2+““+3*2i1+i 2+....+i{n-2}+2i1+i2+...+i {n-2}+i{n-1}
est impossible pour n>1 .
Pour n=1, I'égalité (3) devient : 217, =3:Z,+1.
Soit (2" - 3):Z, = 1,
(2il - 3) et Z, étant des entiers positifs diviseurs de 'unité, on a :
(2'-3)=1,2Z,=1eti, =2.
L’unigue cycle avec I'extension aux éléments pairs est donc: {1, 4, 2}.
Ainsi tous les chemins menent a Syracuse (1-4-2-1).
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