THEOREME DE FERMAT « a la Fermat »

RESUME

On remarque que pour p impair >3, (xy)2(x+y)? divise ((x+y)P-x P-y P)/(X y(x+y))) - p(x 2ty 2+x y)P3)2 (annexe 2).
11 suffit de le démontrer (annexe 1) sous la forme :

Lemme 1: pour p impair > 3,(a+b)P-aP-bP = - p(a+b)(-ab)®-D2+ (ab)*(a+b)2J(a,b).
Pour p premier J(a,b) = p H(a,b) , J et H polyndmes a coefficients entiers.

Pour p premier >3, on peut supposer qu'il existe 3 nombres Xx,y,z premiers entre eux (donc xyz #0) tels que
(1) xP+ yP=zP le petit théoréme de Fermat permet d'écrire :

z=x +y- kp®, 01 tel que k A p=1( premiers entre eux),cn utilisant

(a) u premier divise v, alors v =ku?, 0>1 tel que k A u=1

On réécrit le lemme 1 de fagon utile :
(2) pour p impair 2 5, (x +y) (-xy)®? + kP p*! = (x +y)* h(x,y)

On suppose p A (x +y) =1 . On décompose (x +y) et k selon les facteurs premiers de leur pged en utiliant 'astuce
(a) pour avoir des nombres premiers entre eux. (2) donne :

B)SipAx+y)=1,k=Kocet(x+y)= 6P,pcAK=1.

On pose par permutation p A xy =1, les hypothéses de (3) sont remplies pour z-x=YPetz-y= XP,
On démontre z= X P +Y P +u, avec u=-hXY p%,(1) devient (X P +u)?+ (Y P +tu)P=( X P +Y P +u)P
Alors, avec le lemme 1, on tombe sur une contradiction pour p=> 5, d'ou

Lemme 2 :pour p impair premier > 5, x,y et z entiers,
les solutions de xP+yP=zP sont toutes du type xyz=10

Pour p=3, on réécrit (1) x3+ y3 = z? sous la forme (1') (x)*+ (x-2)3= (x+b)3,

soit avec Z= x -(a+b), Z3~ 6 b(at+b) Z — 3b(a+b)(2b+a). On recherche les diviseurs communs a b(a+b) et Z.

Il reste Z=3%c¢ Z.', Z'3-2 63“Z' — (2b+a)=0, et b(a +b)= 33*1¢ 3,

On applique alors la méthode de Cardan pour Z3+ pZ +q = 0, on obtient qu'il n'y a qu'une seule solution Z'
réelle, somme de 2 racines cubiques Z' =u + v avec uv= -(p/3) entier . Si Z' est entiére.u et v sont entiers.

Le théorémel(cf. annexe 3) sur la solution générale de x*>+ ny?= z ? devient central. On obtient d'abord
+9a=9-b(a+b). dont le théoréme 1 permet de calculer les solutions enti¢res en b. On obtient avec € =+1, a = 4,
b=-2¢ + 7. Mais alors, b(at+b) = (-2e £ 7)(2e +7) =45 =33*153, 0=1,6 3 =5, mais 5 n'est pas un cube.

Lemme 3 : les solutions entiéres de x3+ y* = z* sont seulement xyz=0.

Pour p=4.on utilise le théor¢me 1 en annexe 3, on obtient :
S'il existe x,y,z entiers tels que x*+y*=z*, alors xy=0.

On peut conclure :

Pour p entier non nul, s'il existe x,y,z entiers relatifs tels que xyz # 0 et xP +yP=zP , alors p < 2.
Il existe x,y,z entiers tels que x> +y2=z2 est équivalent a
il existe a,b entiers tels que (a%-b?)?>+ 4 a?b*= (a®>+b?)%
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En faisant des calculs, Fermat a du remarquer que pour p impair >5 :

(xy)2(x+y)? divise ( (x+y)P-x P-y P)/(x y(x+y) ) - p(x 2+y 2+x y)P32 d'ou l'intérét de faire apparaitre (x+y) dans z,
objet du « petit théoréme ». On voit cela a 'annexe 2 calculée au tableur. Cela est démontré en annexe 1 sous une
forme centrale intervenant a chaque étape de la démonstration suivante, accessible a Fermat.

Lemme 1: (cf. annexe 1) pour p impair >3
(at+b)P-aP-bP = - p(a+b)(-ab)®-D'2 + (ab)?(a+b)2J(a,b).
Pour p premier J(a,b) = p H(a,b) , J et H polynomes a coefficients entiers.

Pour p premier >3, on peut supposer qu'il existe 3 nombres X,y,z premiers entre eux (donc xyz #0) tels que
(1) xP+yP=27P
la racine p-iéme de 2 n'étant pas entiére, on peut aussi supposer zx, Xy, yz # 1.
le petit théoréme de Fermat (les coefficients #1 de (x+y)P sont divisibles par p) donne
z=x+y-kp%, 0>1 tel que k A p=1( premiers entre eux), (on suppose k #0 , cf. lemme 0 en annexel) et (1) s'écrit
(X +y)P- XP - yP=(x +y)P-(x +y-kp* )P =(x +y)PH(-x -y+kp® )P
en utilisant le lemme 1 de part et d'autre
-p(x +y)(-xy)P D2+ p X2 yA(x +y)? r(x,y) = kP p® +p kp® (-(x +y)(kp®-x-y))®*-D2 - p(kp®)* (kp-x-y)* (X +y)*r(x+y,-2)
en simplifiant par p,
(X FY)(xy) P2+ x2 y2 (x +y)? r(x,y) = kP p®! + kp® (z(x +y) )PP -(kzp®)A(x +y)*r(x+y,-2),
pour p >5, ((p-1)/2) =2, (x +y)?divise (z(x +y) )12,

A/ p impair premier >5
(2) pour p 5, (x +y) (-xy)®D” + kP p®! = (x +y)* h(x,y)
donc (x +y) divise (kp*)P,(x +y # 0 sinon z=0).

* Supposons p A (x +y) =1 et (x +y) # £1. Si k= %1, (2) donne p divise (x +y), on a k et (x +y)# £1. On
décompose en facteurs premiers :pgcd(x +y,k)=s" tV ( pour la clarté on limite a deux facteurs), puisk et x +y : s
et t étant premiers, (on a st #=+1) on peut écrire :
k=K s°t° (avec KA pst=1), (x +y) =S s* td (avec S A pst =1),par définition du pged : SA K =1

(2) devient :S sb td (-xy)®-12+ Kpgpe tpe por-I = (S b td)2 h(x,y)

pc> b, sinon s divise KP, de méme pe>d . On a aussi S divise KP p®-! ,comme S A Kp =1, S ==+I.
en divisant par x +y: (-xy)®-1/2 4 Kp gpe-b tpe-d pop-l = (gb td) h(x,y)

x Ay=letxy #+1, donc (x +ty) Axy =1 et st A xy =1, or st #%1, donc pc=b et pe=d, c'est-a-dire :

B)SipA(x+y)=1,k=Kocet(x+y)= 6P,poAK=1.Celareste vrai pour (x +y) = £1.

* Posons par permutation (p impair) p A xy =1, en effet x,y et z étant premiers entre eux, p ne peut diviser au plus
qu'un des trois, les hypothéses de (3) sont remplies et

z-x=YP, y=Y(YP -Hpf)=z-XP, HApY=1I

z-y= XP, x=XXPr -Lp*)=2z-YP, L ApX=1

les égalités de la seconde colonne donnent X et Y premiers entre eux et p A XY =1, et

-z+XP+YP=YHpP =XLp*,on en déduit p = a et h tel que hXY =YH = XL, h A XY =1, alors

z-(XP+YP) =-hXYp®, soit z= (X P+Y P) - hXYp®.

Posons u=-hXY p®, on a hpAXY =1, hAp=1, (1) devient (X P +u)?+ (Y P +u)P=( X P +Y P +u)?

En développant :

(X P+Y PP -X PP-Y PP yP + pu ((X P +Y P)P-I X P-D.Y P0-D) + pM U2........ =0

on voit que X PY P divise les coefficients des pu® (8 = 1 a p-2, le terme en puP-! =0) donc

(XY) P! divise (X P +Y P)P -X PP-Y PP - yP

Or (X P+Y PP -X PP-Y PP=—p( X P+Y P)(-X PY P)P-D2+p X2 Y20 (X P +Y P)2 (X P,Y P)

pour p =5, ((p-1)/2)>2, (XY)P*! divise (X P+Y P) -X pr-Y PP donc (XY)P*! divise -uP = (hXY p%)P,

soit XY divise (hp*)P , mais XY A hp*=I donc XY==1. Si X=Y==1,x =y, reste X=-Y==1, alors 2z=x +y,
soit x +y = 2 (x + y- kp*) = 2 kp®. On substitue dans (2) (x +y) (-xy)®D2+kp per-l = (x +y)? h(x,y),

2(-xy)®-D2 + kp-1 pale-D = 4 k p*h(x,y), soit p divise xy, qui contredit p A xy =1.

Lemme 2 :pour p impair premier > 5, x,y et z entiers,
les solutions de xP+yP=zP sont toutes du type xyz=10
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B/ p=3

On rééerit (1) x3+ y3 = 23 sous la forme (1') (x)? + (x-a)*= (x+b)3,
soit x3-3(a+b)x?+3(a2 -b? )x -a3 -b3 =0, ab=0 contredit xAyz= 1 donc ab#0. Si w divise a et b, w divise x3, mais
xA(x-a)=1,donc aAb=1.

Posons Z= x -(a+b), x3-3(a+b)x?+3(a?-b? )x -a3 -b>=Z3 - 6b(at+b)x +3ab(at+b) = Z3 - 6 b(a+b) Z - 3b(a+b)(2b+a).
a+b=0 contredit yAz= 1 donc a+b#0. Si 2b+a=0,0ona Z3+ 12b>Z =0 donc Z=0, x = a+b = -b soit z= 0.

Posons N = b(a+b), on a Z3 - 6NZ -3N(2b+a)=0, si N=+1, a(2b+a)=0, donc N # =1, (2b+a)=b+a+b, NA(2b+a)=1.
On voit que 3 divise Z, donc Z=+£1 . On décompose en facteurs premiers :
pgcd(N, Z)= 3% s* tV ( pour la clarté on limite a deux facteurs), puis N et Z :

Z =k 3est° (avec k A 3st=1), N =n 3P sP td (avec n A 3st =1), par définition du pged, n Ak =1,

k333 g3 tde =6 (k 3¢ s¢ t¢)(n 3P s t4) + 3(2b+a)(n 3P sb td). 3¢> b, sinon s divise k?, de méme 3e>d
(NA(2b+a)=1). On a aussi n divise k3 33 g3 3 comme nA3kst =1, n=1. En divisant par 3N:
k3 33e-p-1 g3e-b g3e-d =p(k 330ge te) +(2b+a). (2b+a)AN =1, donc (2b+a)Ast =1 , et donc 3c=b et 3e=d, c'est-a-dire :
k3 330-P-1 = 2(k 33%s¢ t¢) +(2b+a). (2b+a) A N =1, donc si 3 divise N, B = 3a-1, sinon (2b+a) = h k 33¢P-1 soit :
7Z=3" Ko et b(a +b)= N = 33¢1g 3, (2b+a) =h'k, ou b(a +b)=N = ¢ 3, (2b+a) =33*1hk, avec 3 A ¢ =1.

Posons Z=3%6 Z',3A 6 Z' =1, Z'3-2 63%Z' — (2b+a)=0, ou 3323 -6 639Z' -3(2b+a)=3%Z" -6 539Z' -33% hk=0,
mais 32¢°1 diviserait 2 6 Z'. Il reste Z.'3 - 2 63*Z' — (2b+a)=0, et b(a +b)= 33*1¢ 3,

On applique la méthode de Cardan pour Z3+ pZ +q=04a (1'") Z"3- 2 63° Z' — (2b+a)=0, avec pq0.

Calculons D = @2 + 4(p/3)3. D = (2b+a)? - 32(33Dg3 )= (1/9)(9(2b+a)2 -32b(a+b)) = (1/9)(4b2 +4ab +9a2), le
discriminant de la forme quadratique est strictement négatif, ab#0,donc D= 62 >0.

Il n'y a alors qu'une seule racine réelle ; Z, = racine cubique ((-q + 6)/2) + racine cubique ((-q - 6)/2) =u +v.
(q%- 6%)/4 = -(p/3)} =(3*! 6 )* = udv3. On voudrait u+v entier. D'aprés la remarque en fin d'annexe 3 :

si u+v entier, alors u et v sont entiers. %= (1/9)( 4b(a+b) + 9a? )= (1/9) (4 33*15 3+ 9a?) =(4 335 3 + a2).

u et v entiers implique u? et v entiers, donc 8 entier, donc il existe ¢ tel que 4 33D 3+ a? = ¢2. On reconnait
(cf. théorémel, annexe 3) la solution générale de a>+ ny?>= ¢? , n= 3D, A=B=y=1. Si on répartissait les
diviseurs de 30 sur les deux membres de a, on aurait un diviseur commun a a et b(a+b), contraireaa A b =1. 1l
reste +a = 1- 33@Dg 3 +¢ =1 +33(Dg 3| et £92=9-b(a+b).(idem si on pose 33*Dg 3=(3%")®, n=1)
b2+ ab — 9(1+ea) = 0, £ = £1, dont le discriminant est d = a2+ 36 (1+ca) = (a+18 €)2- 4.72 = (a+18 €)?- 4.2(2.3)?,
b entier implique d=d'2, soit (a+18 g)> = d'>+ 4.2(2.3)?. On reconnait encore la solution générale de x>+ ny?>= 72,
n=2, (A,B) ou (B,A)=(1,3) et y=1 ou (A,B) ou (B,A)=(2,3) et y=0. Seule cette derniére convient et
(a+18¢e)> =(4+18)>.Ona ca=4,d?=(4-18)?,b=-2c+7.

Mais alors, b(at+b) = (-2e + 7)(2e £ 7) =45, or b(a +b) = 33*15 3, 0=1,5 3 =5, mais 5 n'est pas un cube.

Lemme 3 : les solutions entiéres de x3 + y3 = 73 sont seulement xyz=0.

C/p=2et p=4
(1) x2+y2=272est un cas particulier du théoréme 1 en annexe 3,

p=4
Qr+1)*=(22+y?), QR +1)*= (z2- y?), Rr +1)AQ2R +1)=1, 2r +1) et QR +1) #+1 car 2>+ y># 1.
Posons 2R+1= (a2 -b?), avec (a+b) A(a-b)=1, soit a Ab=1(cf. théoréme 1 en annexe 3).
2y2=(Q2r+1)*- (22- b2, 2y=(a+b)-(a-b)* =8ab(a+b?), (2r+1)*=(a2- b2)*+ 32 a2b? (a2 + b2)2,
(2r +1)*= ((a%+ b?)?- 4a2b?)*+ 32 a2 b? (a2 + b?)? = (a2 + b?)* + 24 a?b? (a2 + b2)2+ 16 a*b*,
(2r +1)*+ 128 a*b* = ((a® + b?)? +12a2b?)?, on reconnait X2 +4nY?= Z? avec n = 2, Y= +4 a’ b = +(n* AB),d'aprés
le théoréme 1 en annexe 3, Z = (A2+ n?' 1 B?) =(a2 + b?)? +12a2b?, si a (resp. b) divise A%et B2, a divise b (resp.b
divise a), le coefficient de a* = 1, A2=a*(ou b%), de Y=24 a?b?= £(n* AB), B2=16b*,y = 0, ou B2=b*,y = 2. Alors
n? *1B2 =32 b*=b2(b*+14a?), donc 31b*=14ab?, donc b=0, (ou a=0), pas de solution pour z>+ y?# 1.
S'il existe x,y,z entiers tels que x*+y*=z*, alors xy=0.
On peut conclure :

Pour p entier non nul, s'il existe x,y,z entiers relatifs tels que xyz # 0 et xP +yP=zP , alors p < 2.
Il existe x,y,z entiers tels que x*+y?=z2 est équivalent a
il existe a,b entiers tels que (a%-b?)?>+ 4 a?b?= (a?>+b?)%

Tout ce qui précéde était accessible a Fermat.
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ANNEXE 1

Lemme 1: pour p impair > 3, (a+b)P-aP-bP = - p(a+b)(-ab)®-D’2 + (ab)*(a+b)>J(a,b).
Pour p premier J(a,b) = p H(a,b) , J et H polynomes a coefficients entiers.

On a (at+b)P-aP-bP=2C(p,i) (ab)(a®2)+b®P-2D) i=1 a (p-1)/2, comme p est premier, p divise les C(p,i) (i#1 et p)
donc le second membre.($)

On a aussi (a+b)P-aP-bP=(a+b) ( (at+b)P-1- ((aP+bP)/(a+b))) =

(atb) (C((p-1)/2,p-1)-(-1)P-D2) (ab)®-D2 +(a+b) T (C(1,p-1)-(-1)’) (ab)! ( a®-1-2) + b®-1-2D) i=1 a (p-3)/2, soit
(atb)P-aP-bP=ab(a+b)ZD(i,p-1)(ab)*! (a®12)+b(P-1-2D) =1 & (p-1)/2,

en posant ((atb)P-aP-bP)/(ab(atb)) = S,,
S,=p(a®I+b®-I)+(((p-1)(p-2)/2)-1)ab(a®>)+bP-))+ZD(i,p-1)(ab)"! (a®-1-2)+b®-1-20) =3 4 (p-1)/2, avec
a(P-1-204+H(P-1-20=(2+H2)P-1-2D2_ 3 C((p-1-21)/2,j) (ab)(aP-1-2i-2)4+b(P-1-21-2)) j=1 a (p-1-2i)/4, et un terme en (ab)%
pour (p-1-21)/2 pair, soit

S,=p(a2+b?)®-32+(p(p-3)/2)ab(a’+b2)P-5)2+ TE(i,p-1) (ab)*-!(a+b2)P1-202 i=3 3 (p-1)/2

S;=p(a?+b’+ab)®P-32+(ab)’ZE(i,p-1) (ab)-3(a?+b?)®-1-202 =3 a (p-1)/2

Supposons a=c(1+¢) et b=c(-1+¢),S,-p(a>+b>+ab)P-32=(p(p-5)(p-7)/6)e>cP3)2+A &,
donc (a+b)? divise S,-p(a?+b’+ab)P-3)2 soit

(at+b)P-aP-bP=pab(a+b)(a>+b>+ab)®-32+ (ab)3(a+b)>G(a,b), G(a,b) polyndme a coefficients entiers.

en utilisant ($), p divise G, et comme a?+b*+ab= (a+b)?-ab, on obtient
(at+b)P-aP-bP=-p(a+b)(-ab)P-12+ p(ab)?(a+b)*H(a,b)
pour p=3, (a+b)3-a’b3=-3(at+b)(-ab)3-1"2 = 3ab(a+b), H(a,b)=0

Lemme 0 :pour p entier impair > 3, et x,y deux entiers relatifs ( > ou<0),
xP+yP=(x+y)P implique xy(x+y)=0.

Siy #0, posons z=x/y et f(z) =(z+ 1)P- z°P -1 = g,(z) — 1.0On remarque pour la dérivée de g,(z) :
2,'(z) = p gp1(z). On démontre alors par récurrence pour n> 1 :

2x(2) est croissante, gn+1(z) décroit pour z < -1/2 puis croit.

On en déduit I'existence de au plus deux solutions pour g,(z) = 1.

En remarquant que g,(0) =1 et que g,(-1) =1, on obtient xy(x+y) =0.
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ANNEXE 2

Calcul de ((a+b)P-aP-bP)/(ab(a+b)) =S,

Posons v3 = ab(a+b) et p*>= a>+b*tab

S3:3

85:5 HZ

S7:7 },l4

So=9 ué + 3v6

S]]:ll u8 + 11\/6}12

S;p=13 ulo+ 26 vop?

Sis=15 ul2+ 50v6ps + 3 vi2

Si7=17 u4+ 85vopd + 17 vi2p?

Si=19 W6+ 133 v6pl0+ 57 vi2

Sy=21 ¥+ 196 vopul2+ 147 v12pus + 3vi8

Sy=23 u?0+ 276 vopul4+ 322 v2pd + 23182

Sps=25 ¥+ 375vopule+ 630 viZpulo+ 100 v'&pt

Sy=27 124+ 495 VOB + 1134 vI2pl2+ 324 v18p6 + 324

S2=29 u?6+ 638 vop20+ 1914 v2pul4+ 870 v1¥ud + 29 v 2

Sy=31 128+ 806 v6 p22+ 3069 v12 16+ 2046 vIS 0+ 155 v24 i

S3=33 W0+1001 vo 24+ 4719 v2pl8+ 4356 vI8pl2+ 605 v us +  3v3¥0
S3s=35 132 +1225 v6 p2+ 7007 v12 20+ 8580 vIS 4+ 1925 v p8 +  35v30 2
S37=37 w*+1480 vo u? +10101 v!2 22 +15873 v18 pulo+ 5291 v24 !0+ 222 v30 s
S30=39 136 +1768 v6 130 +14196 v12 1124 +27885 vI8 18 +13013 v24 W12 +1014 v30 16+ 3 v36

Pour p impair, p=6n-1 (e=-1, €'=1), ou p=6n+3 (¢=3, £'=0), ou p=6n+1 (=1, £'=2),

pPOsSONSs S,= (a2+b+ab)® Oy o((a>+b?+ab)>,a’b’(atb)?), ON observe

One(u,v) = Z ci(n,e) viu™, i=0a n, co(n,e)=6n+e=p, c,(n,3)=3, et plus généralement (i#0),

ci(n,e) = ((bn+e)/((2i+1)!) I[1(3n-1+((e-3)/2),3(n-1)+((e-1)/2),), (a)

ou I1(h,k) désigne le produit des entiers de h a k inclus.

Plus simplement, pour p=2m+1, ci(n,e) = ci(m) = 2m+1)[1(m-i-1,m-31)/((2i+1)!), formule déduite
de ci(m+1)+ci(m-1)-2¢i(m)=ci.i(m-2).

Remarque : la premiére factorisation de S, tentée est avec p? et ab. On observe

S, =p uP3+ A (ab)?> w7+ A (ab)? uP? + ..., en posant b = aj(1+ €), on retrouve c,(n,3)=3 ou la
divisibilité par p?. Mais A (ab)? uP7 + A (ab)? pP?= A (ab)? uP ( u2 + ab)= A v° up? . Vient alors la
factorisation en p® et v6. Le tableur utilisé pour obtenir la liste ci-dessus suit les étapes :
*(at+b)P-aP-bP=(a+b)((a+b)P-!-((aP+bP)/(a+b))) =ab(a+b)ZD(i,p-1)(ab)"!(a®-1-2)+b®-1-2)) 'i=1 & (p-1)/2,
« transformation de (a®12)+b®-1-2D) en (a2+b?)(p-1-2)/2,

« factorisation de S, en p? et ab

« factorisation de S, en ué et vS.

Pour p=39 on voit des chiffres apres la virgule, limite de la simple précision.
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ANNEXE 3

Théoréme 1

Il existe x,y,z entiers tels que x2+ ny?=z?, est équivalent a :

pour £n premier (ou =1) :il existe A,B, v entiers tels que

(A%2-n¥**1B?)2+ 4n (nYAB)?= (A2+ n¥ "1 B?)2,

pour n = nin, n;#n; :il existe A,B,a,a',p,p',y entiers tels que a + o' = +p' = 2y +1, et
(n*nf AZ- n,* n,f' B2)2+ 4n (n? AB)2 = (m,* n,f A2+ n,* n,#' B2)2,

n=1

Supposons z = 2k, d'aprés le petit théoréme x + y= 2s, (1) x2+ y*= z?2 s'écrit sous la forme 4 (k- s?)=-2 xy, donc
2 divise Xy, on a supposé X,y,z premiers entre eux, donc z est impair, donc au moins X ou y est impair.

Supposons x = 2k +1, x2+ y?= z? s'écrit (2k +1)2=(z + y)(z - y). si h divise (z + y) et (z —y), h divise 2y, 2z et (2k
+1)? ,donc (z+y)A(z-y)=1.0nax=2m+1)2n +1) avec éventuellement m ou n=0, mais

(2m +1)A(2n +1)=1, alors Cm +1)>=(z +y), 2n+1)2=(z-vy).

2z=(2m+1)2+ (2n +1)? 2y = (2m +1)?- (2n +1)>2. Faisons le changement de variables

b =m-n, a=m+n+1, alors 2m+1= a+b, 2n+1=a-b, x = (a®-b?), z = (a? +b?), y = 2ab. Supprimer x,y,z premiers
entre eux revient a ne pas mettre de condition sur a et b.

n premier

X2+ ny? = z? s'écrit ny> =(z + x)(z — x). si h divise (z + x) et (z — x), h divise 2x , 2z et ny?,

donc (x Az = 1) h==£1 ou 2. On décompose ny? en facteurs premiers :

ny? =290 ny yn vO =(z + x)(z — X)= 2%z '+ x")2P(z' — X"), a et B tels que 2 A(z? — x?)= 1,0u (z' + X)A(Z' — x")=1.
On a (z? — x'?) =2%n" u" v¥ =, mais 2 A(z"? — x'?)= 1, donc § =0, alors,

@) z'+x)= v (2 —x)= nru, d'ou 2x'=v9 - nYun, 2z'=v% + n? u", ou encore

2x=29v9 - 2B nvun, 2z=2¢v0 + 2Bnvut , x Az =1, donc a =1 ou B=1,

B=1:x=2%1y% - nvun, z= 291 v® + nrun , ny? =4 2« nvun v¥ | 2¢1 devient un facteur premier ordinaire.

y2=4 n-lunv? | soity=2y'+1,n=21n", 6=26', d'ou le résultat.

n=nn,,

On voit qu'il faut n*! dans ny?, que I'on obtient par le produit ( n;*n.P )(n* nf) avec o + o' = B +f' = 2y' +1.

Remarque :

Soit (1) Z3+ pZ +q =0 avec p/3, q entiers et q> + 4(p/3)* = %> >0. Il n'y a alors qu'une seule racine
réelle ;

Z,=racine cubique ((-q + 0)/2) + racine cubique ((-q - 8)/2) =u + v.

utv entier est équivalent a u et v sont entiers.

On a (q?- 8%)/4 = -(p/3)? = u3v3, uv= -p/3. Posons u=x+¢, v=x-¢, € peut-&tre non entier, uv = x> -¢2 ,donc x>+ p/3 =
€2 (a), qu'on utilise pour calculer

(2) -q = (x+e)> + (x-£)3 = 2x3 + 62x = 8x> + 2px : 2x est solution de (1)

& =(x+¢)? - (x-€)>=2¢ (€2 + 3x2) = 2¢ (4x>+ p/3), qu'on éléve au carré, en utilisant (a) et (2) :

&% /4 = (x2+ p/3) (4x%+ p/3)>= (x2 + p/3)(-(4p/3)x2 -2q x +(p?/9))=(-(4p/3)x*-2q x3 -(p? /3)x*-(2pq/3)x+ (p/3)?), soit
8% /4 = - (pq/6)x + (p/3)3 + (q%/4), soit pgqx= 0. Donc uv # x2-g2.

Posons u=U+g, v=V-g, U et V entiers, € peut-étre non entier, uv =.UV -g(¢+U-V),

donc g(e+U-V) est entier. Comme U #V, ¢ est entier.
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