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DEVOIR MAISON
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Rappels : On note : 0 la matrice nulle {0 0
0 0

o O O
o = O

1 0

et I la matrice unité | 0 0 |. Pour un polynome
0 1

)1

FA) =co+caA+ca 2+ + cg\?* € R[A] et pour une matrice carrée N on note F(N) la matrice
F(N) =col+ciN +caN? 4 4 cgN?.
On admet le fait que cette notation est compatible aux opérations de produit et de somme, c’est a dire :

FO\) = F(\F(\) = F(N) = Fi(N)E(N) et F(A\) = Fi(\) + Fo(\) = F(N) = Fy(N) + Fy(N).

Pour toute matrice carrée N, on convient que NY = 1.

Etude la suite définie par :
Upyg = 4Upy2 — Upyg — 6Guy U =X, W=y, U2=7%.

Considérons les matrices :

1 0 T Up,
A= 0 0 1], X=\vy], Xn = Un+1
-6 —1 4 z U2

1. Vérifier que X,,+1 = AX,,, puis démontrer par récurrence que pour tout entier n > 1, X,, = A" X.
2. Calculer P(X\) = det(A — AI) € R[\].
3. Démontrer ’égalité P(A) = 0.

Indication : on peut calculer A%, A et vérifier directement cette égalité, mais on peut aussi la déduire
sans calcul de la question 1.

4. Vérifiez que —1 est racine de de P(A); en déduire toutes les autres racines.

Pour chaque entier n > 1 la division euclidienne du polynéme A" par P(\) donne l'existence d’un polyndéme
Qn(N) et d’un polynéome R, (\) de degré deux, tels que

(%) A" =PA)Qn(A) + Ra(V),  Ru(N) = an + Bad + 8,27
5. Montrer que A™ = R,,(A4) en utilisant la question 3 et ’égalité (), puis montrez les égalités :

Qn
Xn = anXo+ X1+ 0, X2, Up = Qp® + PBpy + 0p2 = (-77 Y Z) | B
1)

n

6. En remplagant A par les différentes racines de P dans (x) déterminer une matrice inversible M telle que :

Qn (="
On 3™

En déduire 1'égalité :



10.

Calculez M1 et déduire de (xx) P'égalité :
Up = Cl(.’I}, Y, z)(_l)n + CQ(xa Y, z)2n + 03($7 Y, Z)3n )

avec :

_ bz —5y+=2

12z 4+ 8y — 4z
Cl(l’,%z) - 192 ) =

02($7?Jaz)—Ta 03(337%3):

—6z — 3y + 32
12 ’

Montrer que si cs(z,y, 2) # 0, alors u, tend vers +00 ou —oo.

. Donner un équivalent simple de u,, en discutant suivant la nullité ou non de c;(x,y, z), co(x,y, 2),

cs(z,y, 2).

Déterminer le sous-ensemble B C R? formé des valeurs initiales (x,y, z) pour lesquelles la suite u, est
bornée. Quel est la nature de cet ensemble ? Si c’est un sous-espace vectoriel de R3 déterminer une base.
Montrez que si (z,y, 2) ¢ B, alors u, — —oco ou bien u,, — +00.

Question hors baréme (bonus 4 points)
Démontrez que

p= 5(—1)n+1 + on+3 _ gn+l ot q= (_1)n+1 + gn+4 _ gn

sont, divisibles par 12.



