31/6/10 Méthodes Variationnelles - 2 Cours elt !TD
2 heures autorisés

Partie 1

Une ressource naturelle z soumise & une politique de prélévement v vérifie
t=az(l-0Fz)—u , z{0)=1zy (a8 z9>0).

On pose

& |

C = {(z, u) %:i::am(l—ﬁm) — u

T —— ”M " :

On veut stabiliser la ressource au niveau 7 > (. Dans ce but, on cherche &
déterminer la politique u* telle que

T
u" = arg m{m Ju) , J{u)= / (z (t) — &)° dt
‘ 0

soit minimum. Soit
f]"]’

L{z,u;A,n) =n(z(0) -z )—{—/f(m,u}dt Cflzu) = (2 — )4\ (& — az (1 — Bz)
0

1. Déterminer les dérivées de Gateaux D,L et D. L .

2. Montrer que, pour tout (dz, du)
T T
noxT (O)—}—/ 2(z" —Z)ox + A6z — adz + 2afz%dz)|dt =0 et //\c?udt =0 .
0 0

3. Montrer que A = 0.

4. Montrer que z* = 7.

Partie 2
La configuration = d'un fil inextensible est définie par un angle u a 'aide des
équations T W

\ 1 =cos(u), £z =sin(u) , z(0) :O i

1. On pose

C={{z,z9,u): 2y =cos(u), z9=sin{u) , z(0)=0 } .




et on consideére le Principe du Minimum de 'Energie suivant

T
u" = arg m{in J(u) , J(u) = / pgzo (tydt — Fyx (1) — Foxo(T) .
- 0

Soit

T T
Li{z,u; A\, n) = J(u)+As321 (0)+As22 (U)+/A (1 — cos ( dt+/)\2 Tp — sin (u)) dt .
0 0

(a) Déterminer les dérivées de Gateaux DL, , D, L et D,, L;.
b) Montrer que, pour tout (dzy, dzy, du
que, p : ;

T
/\3(51’21 (O) F}_GiEl —|—//\1(SIE1dt — O.}

MG22 (0) — Fyday (T) + / ;gg;wt = 0,
{;
)

/ (Arsin (u) — Agcos (u)) dudt

{

I
-

(c) Déterminer les équations différentielles satisfaites par A; et Ag, ainsi
que les conditions aux limites en fonction de Fj, F5. A3 et A4.

(d) Déterminer A; et Ag en fonction de £, T, pg, F}, F5.

Déterminer Ag et A4.

(D

(
(f
(g

)
)
) Déterminer u.
)

Déterminer la solution pour £y = 0.

2. On pose
C =A{(z1,z9,u): 2y =cos(u), oo =sin{u) , z{(0)=0, z(T)=0,} .

et on considére le Principe du Minimum de ’Energie suivant

il
u” = arg m(_iYIl J(uy , J{u) = / pgxro(t)dt .
’ 0

(a) Ecrire le Lagrangien Lo associé & ce probléme.
(b) Déterminer les dérivées de Géateaux D,Lo , Dy Lo et Dy, Ls.

(¢) Déterminer les équations différentielles satisfaites par les multiplica-
teurs de Lagrange.

(d) Déterminer la solution.




