Méthode universelle de HUATMEY: décomposition en éléments simples d’'une fonction rationnelle.

Méthode de décomposition en éléments simples d’une fonction

rationnelle : formules de calcul direct des éléments simples.
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+» Théoréeme de calcul des éléments simples :

_ NoG) _ n n—1 4 ... N(x) 0 0
flx) = Do) d,x™ + d,_1x"" 4+ +d, +D(x) avec d°N < d°D.

d,x" +d,_;x" 1+ +d, et N(x) sont respectivement le quotient et le reste
de la division euclidienne du polynéme N, (x) par le polyndme D (x).
(@ )15j<p+2q SONt toOUteS les p+2q racines de D(x)chacune de multiplicité m;.
(a ;)15 SONt les p racines réelles de D(x) ou péles réelles de f.

(@)p+1gp+q 1 racines des 2q pbles complexes restants) avec 9m(a;) > 0.

pt+q ™M
- ]kx+B
fQ) = dpX™ + dpq 21 o +dO+ZZ(x—a])k ]; Z(xZ—ZRe(a]) x+ g B)F
e ) Ty 3 YT LTS
D(x) (x—a)k (x? —2.‘Re(a) x +| a; |2 )

j=1 k=1 j=p+1 k=1

Pourj=1,2,...,p,p+1,p+2,.,p+qetpour k=m,, (m]- -1),..2,1

(m;—k)
e Sil<j<psoita;€R: Ajj (m]1 o) (ll;lj((’;))) '
a

e Sip+1<j<p+qsoita; € CavecIm(a;) > 0:
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Méthode universelle de HUATMEY: décomposition en éléments simples d’'une fonction rationnelle.

(N(x) >("‘f"‘)
D;(x) o

—D™'Cp _ki1-n
+ T [(mj =k +1=2n) Cjpin + 2in- IM(Cjjsn)]
& 4*(Im(a))” (mj—k+1—-n)

1
(mj—k)!- (Ziﬂm(a]-))m’_k

m;—k+1
2

Cj,k =

_ Im(Cjx)
Et on obtient: A; gm(;]) et Bj, = Re(C;,) — M;,. - Re(a;)

% Simplification des dérivés n*™° dans les expressions de A; . et C; ;. :

Soient p,(x)=(x—-a,) ou p,(x)=(x%*-2Re(a,) x+|a, %)

respectivement selon que a, € Roua, € CetIm(a,) > 0.

p+q pt+q
D(x)—]_[(x aym- | | 2 —2Re(@) x+1a, Z)mu—l_[@u(x))mu
u=p+1

D(x) = (p1 ()™ * (P2(X))™ * (Ppig(¥)) "™

On fournit la procédure de calcul suivante pour les éléments simples des

deux especes.

p p+q p+q
pw= ] G-aom || @-2Re@)-x+1a, ™= || @
u=1,u=j u=p+1,u+j u=1u#j

D;(x) = (1 ()™  (p;_1(2))" " (P11(0) ™+ (Dprq ()"

p+q
P = [ | (u®) = p1) 92 (3)  Ppeg®
i=1u#j
pt+q ,
s@== > (pl(x)"'mi(pi(x)) ---pp+q(x>)
i=1,pu¢p]-

> La méthode directe:

Cette méthode est recommandée quant tous les péles sont tous de

multiplicités au plus 3. Elle permet d’évaluer directement les éléments simples

—k+1
DT e o [(ny =kt 1=20) G g+ 2im T (G e 4m)]

mais y _ i pourrait paraitre un peu lourde.

(27m(a])) (mj —k+1— n)
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Méthode universelle de HUATMEY: décomposition en éléments simples d’'une fonction rationnelle.

Pour chaque pole a; de multiplicité m; ona:

D;(x) = (p1(x))™1 - (Pj—1(x))mj_1 ' (pj+1(x))mj+1 (pp+q(x))mp+q
Pi(x) = p1(x) -~ (pj_l(x)) (pj+1(x)) pp+q(x)

p+tq

i=1,py#pj
Njo(x) = N(x),
Etpourk =1,2...(m; — 2),(m; — 1):
Nj(®) = ;2 - (Njie1 (@) + (Njrea @) - P20
Enfin pour le pdle a; et pour k = m;, (m; — 1),(m; — 1),...2,1:

e Sig € Rsoitl<j<p:

N;mo—i(a;
Ona Ay = jmj—k(a5) —
(mj—k)!-Dj(a;)-(Pj(a;))

« Sig €CetIm(a)>0soitp+1<j<p+gq:

Cv= N;i(a;)
Ik m;—k
m]'—k+1
N S DM aon [ — K+ 1= 20) - i + 20 IM(Cj )] |
=i (Zﬂm(aj))zn(mj —k+1-— n)
. _ Jm(C],k)
Ona: Aj= et Bjj =Re(C;;) — 4;; - Re(a)).

Jm(a]-)

Algorithme de calcul rapide:

Pour chaque pdle a; de multiplicité m; ona:

D;(x) = (1 ()™  (p;_1(2)" " (Pj11(0) 7+ (Dprg ()"

Pj(0) = p1(®) = (9,1 (1)) (P} 1)) = Ppeg@®
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Méthode universelle de HUATMEY: décomposition en éléments simples d’'une fonction rationnelle.

p+tq

Sj(x) = - Z <P1(x)'"mi(pi(x))'---pmq(x))

i=1,py#p;
Njo(x) = N(x),Njo = N(a;),
Gjo = Dj(a;), sia € R (j <p): Pj = Pj(a;) sinon P; = 2am(a;) - iP;(a;),
Etpourk=1,2, ...(m; — 2),(m; — 1):
Njw(x) = §;(0) - (Njyeea (1)) + (N,.,k_l(x))' .P;(x) et Njy = Nji(ay)
Gjx = Gji1"Pj.
Enfin pour k = m;, (m; — 1), (m; —1),...2,1:

« Sil<j<psoitg €R:
1 Nj,mj—k

B (mj_k)! G]',mj—k

On a: Aj,k

e Sip+1<j<p+qsoitim(a) > 0:

€= Nk
" (mi - k)! Gj,mj—k
m;—k+1
: (_1)n+lcrnj—k+1—n [( ) ]
+ Z {(m;—k+1-2n)-C; +2in- Im(C;
n=1 (ng(aj))zn(mj -k+1-n) ! Jiketn (Cjk+n)
: jk = Jm(a;) jk = Jee\ljk ik - Rela;).

Six expressions détaillées des C;, pour k =m;, (m;—1), (m; —2),

_ N(a;) _ Njo(a))

* Cj'mj () pilay)
o (; — N]"l(a]') - Jm(C]-,m)
Jjmj—1 2-Dj(a]-)-(.?m(a]-)-in(al-)) 2(7m(a]-))2

N; (a-) 1 .
Cim—2= LA \Cimi—1 + 20 IM(Cj .
Jmy2 8-Dj(a]-)-(.‘im(a]-)-iP]-(a,-))Z 4(3m(ap)’ [ iy 28 Im(Cm, 1)]
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Méthode universelle de HUATMEY: décomposition en éléments simples d’'une fonction rationnelle.

* Cj'mj_B :4a-ni(a,-)-IZ;Z((Zi-ip,-(a;))s 2(7";!1 ) [ Jmi= -2+ 1 Im(C Jmy Z)] 731?7(:":(:'11,))1)

e kﬂ)) T im0~ S e a4 48T )

* Cim-s =3840-Dj(aj;'lzj:za(]z]')-in(aj))s 2(5’"1(0t ) [ Cmj-a 1+ TM(Cym, 4)]
m[qm] 3+ 20 Im(Cjpp;— 3)] %

> La méthode hybride:

Cette méthode est recommandée quand tous les poles sont tous de

m]v—k+1

multiplicités au moins 4. L’expression ¥

(—1)"“C,',‘li_k_H_n-[(m,—k+1—2n)-C,'k+n+2in-7m(Ci'k+n)]

(27m(a)))*" (mj—k+1-n)

étant une expression plutét complexe (lourde) a mémorise, la méthode hybride
remedie a ce probléme, mais ne permet plus de trouver directement les éléments
simples de secondes especes. Il faut donc en plus effectuer des divisions

euclidiennes successives par x% — 2Re(ay,) - x +| a;, 1% ou utiliser la formule

C:., = Ny(a;) (voir la fin de cette partie) a plusieurs reprises.

I DR N e
D(x) (x—a (x—a" (x—a) avec d°N < d°D

j=1 k=1 j=p+1 k=1 ]

1 Njm-c(a)) — pourj =1,2,p+qetk=m;(m;j—1),(m;—2),..2,1avec

=k (a) (py(ay)”

p+q p+q p+2q
Pourj=1,2,..p+¢q: D(x)—l_[(x—a)ml-l_[(x a)ml-l_[(x a)mlzl_[(x—a)ml
i=p+1 i=p+1
l¢] i#j l¢]
p+2q

pe=]]e-a
i=1
i#j

p+2q

@ == ) (= @)= a) = (e = a1 - me- (= @) = (¥ - @)x - @)
i=1

Pourk =1, 2+, (m; — 1)
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Méthode universelle de HUATMEY: décomposition en éléments simples d’'une fonction rationnelle.

Njo() = N Nis) = 5,00 - (Njsa(0) + (Va1 ) - P00

1 . k( )
(m; =k v,-(a,a - (P,-<a,->)

N(x) i |
D(x) ZZ x—a)k Z Z x—a)k (x—c?)k et on obtient:

Ajy =

j=1 k=1 j=p+1 k=1 J
N(x) ZZ E’i 23k oc"( DnRe |4, (a) "]) 2
D(x) (x— a)" o= x2 —2Re(a)  x +l a; I2)"
Ny (x)

Les fractions de la forme = peuvent étre décomposées en

(x2—2Re(aj)x+la;1?)
éléments simples (2* espéce) en faisant plusieurs divisions euclidiennes
successives ou en appliquant & plusieurs reprises la 1", les deux 1'%, ou les

3...expressions suivantes:

o N(a)C N, (a;) ; im(C;,) _ N, (a;) 1 I i Fm(C:
Cin = Nula) €t = 2177"(“1) (Jm(aj))pcj'u_z 8 (Jm(aj))z +4(7m(aj))2 (G 2 Im (6]
Avec biensir A; = G op B = Re(Cix) — Ajx - Re(a)).
]!k “]m(a]) ];k ];k k

+ Exemples de calculs:

> Exemplel:
_ A11 | Mp1x+Ny1 | Mp2x+N3;
* flx) = x(x2+1)2_ x (2+1) (a2+1)2
_ N(a))
jk =
(m; — k) D;(ay) - (1( ))
. Nju(a)
jk — mj—k
(m; — k)!Dj(a;)- (ng(aj) : iP,-(a,-))
mj—k+1
i —D™Ch er1-n (m— k4 1-2m)-C ) Coonn]
. L _ “C; jin in-J tn
* — (Zﬂm(aj)) "(mj—k+1-n) TR ") Gt 2000 I Cjken)
A =20 or B = Re(C;) - A, - Re(a).
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Méthode universelle de HUATMEY: décomposition en éléments simples d’'une fonction rationnelle.

7

Njo(®) = N(x); Nji(®) = $;(0) - (Njuea @) + (Njes (1)) - Pj(x) .= Ny = SNj_y + Nj_4 P
LeSp6|eS: a; = 1:m1= 1, a, =1 m, =2 et ( as =a_2= —1: ms =2)

La méthode directe:

2
-1
= Pouraq = =1:—
our a4 O, m4q (211)?
2.9\ 4 -1 , .
A= ((XXZT)Z)O =—=—1:E;; = — quand m; = 1 n’y allez pas 2 chemins!
2
. 1
= Poura, =i, m, = 2: xx

Dy(x) =x, Dp(1) =14,

P(x) =x, P()) =i

S;(x)=-(1-1) =-1,

Nao(x) =N&x) =x% —1, Np,(@) =-2

N1 (x) =SN+N'P=(-D(x*-1)+(20)x=x%+1, N1 (i) =0,

C2 = (Xz_l)i S 2i;

X

2 2x
A, ===2¢etB,, =0—-2:-0=0:E,, =———:
22 =7 2,2 22 = (1)
_ 1 Ny 1 () .Im(Cyp) S
Co1 = 11 Dy (D)-(2:1-iP, (1)) 212 O+i=i=g
1
A2,1 =I=1€tB2,1 =0—1'0=01E2‘1 = (x2x_+1)
-1 -1 P 2x
x(x2+1)2 x  (x2+1)  (x2+1)2
La méthode hybride:
x%-1 x%-1 A11 (32,1 E) ( B2z Bz )
x(x2+1) x(x—i)2 (x+i)2 x (x—i)  (x+D) (x—-i)2 = (x+i)?
(2-2)
x2—1 _ -2 __ _1.
Bap = (x(x+i)2)l- TTa T T2t
@-1 ; ix?—x3
_ x2—1 _ (G3xtixt—x°)) _ 1
Box = (x(x+i)2)l- - ( x2(x+1)3 )i T2
-1 -1 _—1+( 05 05 >+(—0,5i+ 0,5i )_—1+ x o
x(x241)2 " x(x—i)2(x+i)2  «x (x—i)  (x+i) (x—0? " (x+D)2)  x  x2+1 (x2+1)2

> Exemple 2:

12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2
4x +120x +1696x +14847x +89353x +388810x +1255223x +3043495x +5564147x +7644764x +7742675x +5373950x+1966676

(x+2) 3 (x2+6 x+13) s
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Méthode universelle de HUATMEY: décomposition en éléments simples d’'une fonction rationnelle.

N(x)
(x+2)3 (x2+6x+13)5
4 x12 + 120 x' + 1696 x'° + 14847 x° + 89353 x® + 388810 x7 + 1255223 x° + 3043495 x° + 5564147 x* + 7644764 x* + 7742675 x* + 5373950 x + 1966676
= @+2° @2 +6x+13)

Les calculs ici, compte tenu de leur grande taille sont effectués par les

f@x) =

outils de calcul symbolique (littéral) de Matlab et de Microsoft-Mathematics.

v le résultat donné par la méthode directe:

f(x)-— 2 4 5x+2 -3 x+1 2 x+5 2x+2 2x-2
(x+2)2 (x4+2)3 " x2+6x+13 (k246 x+13)2 ' (x2+6 x+13)3  (x2+6 x+13)%  (x2+6 x+13)5

+» Algorithme de la méthode transcrit en Matlab:

® Script Matlab:

Programme principal:

clc;

global Nt F FF p

syms x F FF;

FF=0;

%donner la fonction rationnelle par: son numérateur N(x) et son
$dénominateur ( en donnant les pdles et leur multiplicités)
Nt=4*x"12+120*x"11+1696*x"10+14847*x"9+89353*x"8+388810*x"7+1255223*x"6
+3043495*x"5+5564147*x"4+7644764*x"3+7742675*x"2+5373950*x+1966676;

% D(x) en donnant les pdles a et leur multiplicité m

% si a est réel de multiplicité m ca correspond au facteur (x-a)”m si a est
$complexe de multiplicité m pour les éléments simples de seconde espece
%$associé au facteur (x-a)"m* (x-a) "m=(x2-2Re(a)*x+![a]2)”"m ou a est le
$conjugué de a et x2 signifie "x au carrée", [a], module de a

a(l)y= -2; m(l)=3

a(2)= -3+2i; m(2)=5;% ici Mt=2 est les nombre de pdles pour 1l’'exemple 2
a(3)=0; m(3):O,
a(4)=0; m(4)=0

j=1; D=1; p=1; pmax 0;

=1;
while (m(j) ~= 0)
if imag(a(j))== 0
pmax=pmax+m(j) ;
D=D* (x-a (j)) "m(J);
else
pmax=pmax+m(j) ;
D=D* (x"2-2*Re (a(j)) *x+(abs(a(j)))"2) " m(]J);
end
Mt=3; Jj=j+1;
end
F(pmax)=0*x; D; Mt; Nt/D
% Mt est le nombre racines réelles ou complexe a partie imaginaire positive
% j est 1'indice de ces racines j=1, 2, ... Mt.
for j=1:Mt
Da=1;
for §jj=[1:9-1 j+1:Mt ]
if imag(a(3j))==
Da=Da* (x-a(jJj)) " "m(3J);
else
Da=Da* (x"2-2*Re (a (jJj)) *x+(abs(a(3j)))"2)"m(3]);
end
end
Decomp2 a m(a(j),m(j),Da);
end
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F % liste des éléments simples

SFF %la fraction rationnelle décomposée

Résultat: (présente les éléments simples ; séparé par des virgules au lieu
de +)

{ 1 2 4 5x+2 1-3x 2x+5 2x+2 2x—-2 }
x+2 (x+2)2 " (x+23'x2+6x+13" (x2+6x+13)2"(x2+6x+13)3 " (x2+6x+13)*" (x2+6x+13)°

Les fonctions appelées:

function [ Decomp ] = Decomp( a, m, Da)
syms x ;

global aj F FF p

aj=a;

if imag(a) == 0

for k=m:-1:1
A(k)= 1/ (factorial (m-k))*dN Da (Da,m-k);
end
for k=1:m
F(p)=A(k)/ (x-a)"k;
FF=FF+F (p) ;
p=ptl;
end
else
for k = m:-1:1
5=0;
for n=1:((m-k+1)/2)
S=S+(-1) " (n+1l) *nCk (m-k+1-n,n)/ (4" (n) * (Im(a)) "~ (2*n) * (m—-k+1-n)) * ( (m-
k+1-2*n) *C(k+n)+2*1i*n*Im(C (k+n))) ;
end
C(k)=dN Da(Da,m-k)/ ((2i*Im(a))” (m-k)*factorial ((m-k)))+S;
M(k)=Im(C(k))/Im(a);
N (k)=Im(conj (C(k))*a)/Im(a);

) *x+N (k) ) / (x"2-2*Re (a) *x+ (abs (a) ) *2) "~ (k) ;

end % pour la fonction ignorer dans les hiérarchies

function [Da] = dN_Da(Da,d)
syms x ;

global aj Nt

fa = Nt/Da;

T=diff (fa, x, d);
Da=sym(subs (T, aj));

End

function [nCk] = nCk(n, k)
nCk=nchoosek (n, k) ;

end

function [ Im ] = Im( a )
Im=imag(a) ;

End

function [ Re ] = Re( a )

Re=real (a) ;
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End
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