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Résumeé:

La décomposition en éléments simples d'une fonction rationnelle est son expression
comme somme d'un polynGme et de fractions rationnelles M/P}" ou M est un polyndme
et B est un polyndme irréductible avec (d°M < d°F;). Cette décomposition est utilisée dans le
calcul intégral pour faciliter la recherche des primitives de la fonction rationnelle associée
mais aussi pour calculer des transformées de Laplace inverses... Par ailleurs les méthodes
usuelles de calcul des élements simples (divisions euclidiennes de toutes sortes, changement
de variables, résolution de systemes linéaires, calcul recursive des éléments d’ordre maximal
suivi de leur isolation...) nécessitent parfois de longues gymnastiques parfois lourdes ou
inefficaces. Cet article donne et démontre la formule de calcul direct (quasiment numérique),
la plus simplifiée possible, des ¢léments simples d’une fonction rationnelle réelle ou non-
réelle. Cette nouvelle methode (du fait qu’il propose un calcul direct), outre son interét
theéorique, est plus rapide que les autres méthodes génerales particulierement quand la
multiplicité est élevee (plus grande que 2) ou pour les éléments de seconde espece. Ainsi cette
méthode facilite énormément le calcul des eléments simples.
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Méthode de HOUETOME: décomposition en élements simples d’'une fonction rationnelle.

. Introduction générale:

Ny (x)
D(x)

D(x) sont des polyndmes a coefficients réels. D (x) admettant p+2q racines

Soit une fraction rationnelle sous la forme: f(x) = ou Ny (x) et

dont p racines réelles et 2q racines complexes pures deux a deux conjuguées et

de méme multiplicité (ordre) [1, 2 et 4]. Soient (aj)lsterq p+q racines (de
multiplicitém].) des p+2qg racines (aj)lsjspﬂq dont (a,-)1515p sont les p
racines reéels; et (a . )p+1<j +¢ 0 racines complexes parmi les 2q racines

complexes dont aucune n’est conjuguée de lui-méme ou d’un des autres. On

prendra pour cela les (aj)p+1gjsp+q en sorte qu’elles soient les ¢ racines

complexes a partie imaginaires positives Jm(q;) > 0.

fxX)=d,x™ +d,_(x" 1+ +d, +% avec d°N < d°D et

N(x) A A4 ; ere nde A

D) se decomposent en eléments simples de 1" et de 2™ especes [1 et 4] et
ona:

L YTl 3 Y P
D(x) (x—a (x? —ZRe(a) x +l a; 12)"

j=1 k=1 j=p+1 k=1

Les (aj)pﬂsjspw sont des racines complexes telles que Jm(q;) > 0:
Re(q;) , Im(a;) et| a; | sont respectivement les parties réelle et imaginaire puis

le module de g;. Ainsi la fonction rationnelle f s’exprime :

p m ptq My

M;,x + N;
f(x) = dpx™ + dyy_g x™ 1 4o +d0+E E e L E 2 : L/ L—
< (x —a,) (x2 —2Re(a)) - x +| a; 12)
j=p+1 k=1
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Méthode de HOUETOME: décomposition en élements simples d’'une fonction rationnelle.

d,x" +d, x" 1+ +d, et N(x) peuvent étre calculé par la division
euclidienne de Ny (x) par D (x) et en sont respectivement le quotient et le reste.
Mais le calcul des polynomes d,x™ + d,,_;x™* 1 +- +d, et N(x) ne sont pas
indispensable pour le calcul des éléments simples des deux types ou N, (x) peut
étre utilisé en lieu et place de N(x) dans les formules qui suivent et on pourra

finalement calculer d,,x™ + d,,_1x™~ ! +- +d, en faisant:

p+tq My

n— ]kx+N]k
X" + g X" by = f(x) — ZZ(x ) ZZ(xZ 2Re(ay) x+la; B 00

j=1k=1 j=p+1k

On peut aussi avoir les d; en utilisant les nceuds ou valeurs constantes
particulieres r; de x tous différents des a; dans 1’égalité précédente et en résolvant
un systéme a n+1 lignes a n+1 inconnus a savoir d,,, d,,_1, - etdg [1].

Cependant les méthodes usuelles de calcul des éléments simples des deux
especes (divisions euclidiennes de toutes sortes, changement de variables,
résolution de systémes linéaires, calcul récursive des éléments d’ordre maximal
suivi de leur isolation...) nécessitent parfois de longues gymnastiques parfois

lourdes ou inefficaces. Ainsi la nécessité d’une methode de calcul plus directe

et plus rapide s’impose: cette méthode dite ‘des N-dérivées’ est exposée en
deétail dans la partie IV.

I1.Démonstration des expressions de la méthode des N-dérivées:

La méthode ci-proposée genéralise le calcul direct (sans usage de divisions
euclidiennes de toutes sortes, ni choix arbitraire de neeuds pour la résolution de
systeme linéaire...) des éléments simples de premiére espece et ceux de la
seconde et offre une formule de calcul direct des éléments simples. Elle n’exige
pour I’obtention de chaque élément E; que le calcul (pour x=a;) de la dérive
d’ordre suivante d’une fonction rationnelle fi(x) (ou la dérivé 1°° d’un

polynome N; k) qui reste la méme pour chaque pole a;.
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Méthode de HOUETOME: décomposition en élements simples d’'une fonction rationnelle.

fi(x) est la fonction rationnelle f(x) ou D(x) est amputé de sont facteur

(x — @)™ ou (x* — 2Re(a)) " x +l a; 1)™=(x — )™ (x — G)™

3 N(x)
F@ =505
p p+q
D;(x) = H(x —a; )"k -kl;[rl(xz —2Re(ay) * x +1 a; 1>)™*
k#j k#j

> Elements simples de premiere espece d’un pole réel a;:

(rappels et lemmes) :

D’aprés la théorie des décompositions en éléments simples, on peut écrire

E § sous la forme [1, 2 et 4]:

5§55 s,
D(x) (x a]) jo=1k x a]o jo=p+1 k=1 (xz Z‘Re(am) X+ a]0 |2)
jo#j
NGx) i 4
D e e 116
D (x) k=1 (x - aj)k !
N(x) A A, Ajm
et e+ ()
D(x) (x- a,) (x - a,) (x—a)™
\ “ p M ptq ™My kx+N-
g =Y 3 s Y k
jo=1k=1 (x_a jo=p+1k= 1(x _ZRe(aJO) x +l a | )

g;(x) est une fraction rationnelle qui n’admet plus a; comme pole et y est
définie.

N(x) _N(x)_( K
D) D v Y

N (x)

D (x

]1(x a; ) + Aj, (x - aj)mﬁz + ot Aj'k(x - aj)mﬁk + -+ Aj'k(x - aj)ka + -+ Aj'm]_ + g].(x) . (x - aj)mj
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Méthode de HOUETOME: décomposition en élements simples d’'une fonction rationnelle.

k-1 m;
N(x) - - - -
505= 2 Al a) ™ e a) G- a) T Y A a) T g (- 0)”
J ko=1 ko=k+1

On deérive (m; — k) fois de part et d’autre et on remplace x par g,

ko=1 ko=k+1

_ k-1 m; (m;—k)
N()\™™ ko e . ke .
<m> - Z Ao (= )" ' +a(x-a)” k”‘m("‘“z‘) " Z Ao = ))" ' +g,0 (x—q;)"
)

« Lemmes:
Soit m, Kk et ky des entiers naturels non nuls on montre aisément que:

(Aj,ko (r—a)"

=4 ko -(m—ko)-(m—ko—1)...(k—ko+1)-(x—aj

)(m—k)

)k—kO

o Lemme (1):siko<kalorsonam—ko> m—k.

N —ko\ (M—K) —koN (mj—k)
D’oll pour x = a;, (Aj,ko (x— a]_)m ko) mk) _ (Aj,ko (x— a,-)m ko) mmk) 0 car (a; — a;)** = 0.
aj

o Lemme (2):siko>kalorsonak—ko< 0,k—ko<-l:k—ko+1<0<m—ko< m—k

(m—k

\ ko (M=) _ )
D’ou pour x = a,, (A,-,k,, (x—a)" '“’) " (Aj,ko (x—a)" "")a‘ —ocar
/)

m—ko)-(m—ko—-1)..-(k—ko+1)=0.
e Lemme (3):sik>1, m—k <malorsona

(9,00 (x - a,.)'")('f_k) = ( mk((x—a)")" (gj(x))(m_k_n)> = 0 en vertu du lemme(1)

callm>m-k = n.

o Lemme (4):si k = m, alors on a:

(00 (-a)™)y = ) (=a)™" (g0) "

aj
(gj(x) . (x = aj)m)gf) =m!-C}'- (gj(x))gf_m), en effet
] ]

k

(90 (x=)"), = (mz S (CR aj)m)(")(gf(x))(k_")> + o ((-a)) " (g0)" ™) + < > tzj)m)(")(g;(x))(k_")>

a; n=m+1 q;
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Méthode de HOUETOME: décomposition en élements simples d’'une fonction rationnelle.

++ Rappel et généralisation:

La premiére et la derniére sommes sont nulles respectivement en vertu des
lemmes (1) et (2) donc on a: (g, (x—a)™)" =m1- ¢ ((g;0)* ™)

aj

En vertu des lemmes (1), (2) et (3):

(N(x)

(mj—k)
D](X)> =0+A1-k(ml_k)'+0=A,,k(m]—k)l
aj

etona

a1 (N@\™
T (m; — k). <Di(x)>ai

Cette expression est aussi valable pour les pbles complexes prise isolémént
sans leur conjuguee. Mais le calcul literal de la suite des polynomes N,

s’effectue donc sur C, ce qui peut rendre les calculs plus complexes.
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Méthode de HOUETOME: décomposition en éléments simples d’'une fonction rationnelle.

» Eléments simples de seconde espece pour un pdle non reel (complexe a,):
N(x)

En isolant les élements simples du p6le a; on peut écrire e sous la forme de:
N(x) Z’: Mjx+ N Z]: Z]: Mj,x + N
= k
D(X) k=1 (xZ ZRe(a]) X +| a] |Z) jo=1k=1 (x a]o jo=p+1k=1 (xz - Z:Re(ajo) "X +| ajo |2)
joi
m;
N(X) _ M]"kx + Nj,k
D(X) - k + g](x)
(x% — 2Re(a)) -x +| a; |2)
N(x M;1x+Nj, M;;x + N;, M ,x+N;
DE 3 — ji a j.2 S+t . jm; jmj : m,-+gj(x)
x (x 2Re(a;) " x +l a; | ) (xz 2Re(a)) - x + a; |2) (x —2Re(a;) ' x+l a; | )
p My p+tq ™My + N
x .
=YY Ay Yyt k
jo=1k=1 x - aj jo=p+1k= 1 ZRe(alo) x +| aj, | )
jo#j

g;(x) est une fraction rationnelle qui n’admet plus a; comme pole et y est défini.

N(x) N(x) N(x) _ _
D0 = pony (&~ 2Re(ap) x H @y 1) = s (= @)™ (x - @)™
J
N(x) 2 2\ 1 2 2™ 2
( 1x+N]-,1)-(x —Z.Re(ai)-x+| a]- | ) +(Mj,2x+N]-,2)-(x —ZRe(a])x‘H a]‘ | ) ++(M],kx+N],k)
- (x% — 2Re(a)) - x +1 a; )" (M gynx + Njgin) - (22 — 2Re(a;) - x +| a; 2T (Mjn, X+ Njm ) + gj (%)
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Méthode de HOUETOME: décomposition en éléments simples d’'une fonction rationnelle.

N(X) _ —1 1 _ 2 2
ION (Mjax + M) - (x = @)™ (x = a))” " + (Myax+ Njg) - (x = @) (=)™ + ok (Mypx + Ny )
(x— ch)mj_k(x - a]-)mj_k + -+ (M]-,k+nx + N]-,k+n) (x - ch)mj_k_n(x - aj)mj_k_n oot (M, x+ Njn ) + gj(x)
(x-@)" (v - a))"
N(x)

k-1 mj
D. (x) = Z (Mi,kox + Ni,ko) ' (x - ‘Ti)m/_ko(x - “i)m/_ko + (Mi,kx + Ni,k) ' (x - ‘Z‘)mj_k(x - af)mj_k + Z (M}-,,wx + Nj.ka) : (x - ‘Yj)mj_ko(" - “j)mj_ko tg,0: (" - ‘Z‘)mj(x - “j)mi
J ko=1

ko=k+1

On dérive (m; — k) fois de part et d’autre et on obtient puis on remplace x par a;:

mj—k k-1
(G, = 2, oy o)

(m-fk) i mi— (m-—k)
(O ) - )

/) j

mj—k
ke e\
b3 (s W) (- ) )
n=1

aj

m; m;\ (mj—k)
(50 )(x- )"

En vertu du lemme (3) pour la premiere somme et le dernier terme simple, et du lemme (4) pour le premier terme

simple et la deuxieme somme. Il faut aussi remarquer le changement de variable n = ko — k:

N\ O _ymyeten) ke
(D] (x)) =0+ (m]. - k)' . (M]-’kaj + Nj,k) : (aj - aj) + Z ((Mj,k+nx + Nj,k+n) ' (x - aj) ) (mj — k- n)' ij]—k +0
aj n=1 “

mi—k
NG\ ek X k)™ —ymyken) D
(D_(x)> = (m;—1)! (M, + N, - (a, - @) uZ(m,._k_n)!c;,;]k-<cg(Mi,k+nai+N,,k+n).((x_a,.) ) e ((-a)" ) +o+--~)
J n=1 K K

a4y
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Méthode de HOUETOME: décomposition en éléments simples d’'une fonction rationnelle.

NG\ e
(Dj(x)) = (my — k) (Mjpy + Njp) - (= @) "™

mj—k+1

—k—2n

+n.Ml',k+n'(Tnj _k_")'-..-(mj _k—2n+2)(aj— 7])

2
+ Z (my —k=n)!C & ((Mi,k+nai +Njjin) (M —k—n)- -y —k—2n+2) (m, —k—2n+1)(aq; - &@)" m/-k-2"+1)
n=1

<N (%)

(m;—k) B
Dj(x)> = (my = k)t~ (M + Nj) - (o - @)™ ™"

m;—k+1

2
—k)! m;—k—2n —
+ Z (mj_k_n)!M'(mj—k—n)-...-(mj—k—2n+2)(aj—¢ij) 1=k ((Mj,k+naj+Nj‘k+n)(mj—k—2n+ 1)+n-M]-,k+n-(a]-—a,-))
n=1 ' '

m—k
(%)( ' = O  2) (- )
"4 Iy —k=miGy Eﬂl; - ];))!! ! (mj(ﬂ—y v - 2_n1:-)!1)! (@ = @) (Mjpingy + M)y = k= 24 1) 4 1 M- (0~ @)
On designera par G I expression M;a; + Nj,pourk =m;,m; — 1,..2,1.
NG\ - (m— 11 (m — k —n)! N
(Dj (x)>a,. = (my ) G (20mG)) ™ "+ L ! (m —k-2n+1)! (2im(@))™ " (0 —k =20+ 1) G + 1 My - 289m(a)
Ainsiona: ¢, = (m._k),‘@;m(a.))mj_k (;Vj ((’;)))(mj_k) - Z:}M (mm(a.))Z(T(;_)f(_:.)!_k_z,wl)'. (= =20 +1) G popn + 1 M - 207m(q)))
k) ) a )" 0, :
0 L
mj— k- |
G = (m 1— k)! (Ziﬂm(;-))mj_k (g((fc))>a] - ; (Zijm(aj))zn(n)! : ((7:]_ :— Znn—l:l-ll)).! (mj —k-n+1) Ly == 2n 1) G+ 2iIm(e) Mjgen |
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Méthode de HOUETOME: décomposition en éléments simples d’'une fonction rationnelle.

mj k+1

C. 1 k(N(x)> Z ke m —k =20+ 1) G oy + 2inIM() * M pepn ]
Ik (m] k)! . (Ziﬂm(aj))mj_ D; (x) a (Zlﬂm(a )) (m k+1-— n) ’ s 3

OI’ on a: C}',k = M]-,ka]- + N]',k = Mj,k (Re(a]) ' +l7m(a] )) + N]',k = (M]-,kRe(aj) + Nj,k) +1i- M]'kﬂm((/lj) d’ou ﬂm(q_k) = M]_kﬂm(aj)

im(C; . = 7
et M, = %{;}")) ; puis Re(C i) = MjzRe(a;) + Njj d ot Ny = Re(Ci i) — MjRe(a;) = Re(Ci ) — Z;((a")ye (a))

_ Re(G ) - Im(a;) — Re(a) - Im(Gi)  Im(Gye - )

e Im(a;) - Im(a)
m;—k+1
1 N(x)>("‘f"‘> . Cr —kt1n
Civ = _ ‘a1  ins n
" (mi""')!'(Zigm(ai))mj_k<Df(x) o Z (zirm(a)) " (m; — k + 1 —n) oy —k=2n+ 1) Cin + 2inIM(Cpp1n)]

En somme: pour k = m;, (m; —1), (m; —2), ..,2,1;

k+1
. 1 <N(x) >(mj_k) . ZZ: Conj—k+1-n [(mj —k+1—-2n) - Cjjip + 2in- Im(Cjg1n)]
P (my — )1 (2igm(ap)™ T |\RI®), L (2irm(a))”" (m; — k+1—n)
. _ Im(Cjx) =
etona: M, = T(é,) et Nj, = Re(Cjx) — Re(a;) - M,
Léon HOUETOME
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Méthode de HOUETOME: décomposition en élements simples d’'une fonction rationnelle.

» Résumé: formules de calcul direct:

— No®) _ n n-1 ... N® 0 0
f(x)—D(x)—dnx +d,_1x" + +d0+D()avecd N <d°D

d,x" +d,_;x" 1+ +d, et N(x) sont respectivement le quotient et le reste
de la division euclidienne du polyndme N, (x) par le polyndme D (x).
(@ )15 <+2¢ SONt toutes les p+2q racines de D(x)chacune de multiplicité m;.
(a ;)15 SONt les p racines réelles de D(x) ou pdles réelles de f.

(@)p+1575p+q 0 racines des 2q pbles complexes restants) avec 9m(a;) > 0.

p ™M
flx) =dyx™ + dpy_y x4 +d0+Zkz(x_a)k
J
AL A x + By
K
+.Z Z(x —ZR]e(a) x+|a Iz)k
j=p+1k=1
LR Y T 3y L
D(x) (x—a)k (x2 —zgee(a) X+l a 12)¥
j=1 k=1 j=p+1 k=1

Pourj=1,2,...p,p+1,p+2,..,p+qetpour k=m, (m]-— 1),..2,1

< Sia; € R soitl <j<p:

A 1 (N(x) )('"i —k)

k = (mj—k)1 \D;(x)/ |

% Sia; € CavecIm(a;) > 0soitp+1<j<p+q:
(N(x) )(mi_k)

Dj(x) o

Conj—k+1-n |(mj—k+1-2n)-C;

(2i7m( ]-)) (mj—k+1-n)

1
(m; — k)! - (2i9m ()™

m;— k+1

P

Et on obtient: A;

ijk =

k+n + 2in- gm(cj,k+n)]

_Im(Cjx)

B .‘]m(a])
> Méthode hybride

et Bj; = Re(C;,) — Re(a;) - 4;,

Léon HOUETOME 11



Méthode de HOUETOME: décomposition en élements simples d’'une fonction rationnelle.

Remarque: trés connue pour trouver les éléments de 2"® espéce sans
calculer les Cjy, elle consiste a regrouper les eléments simples conjugués (de

méme ordre du méme pdle complexe) [1 et 2].

P p+q M ,
-3t & (e )
D(x) - _ K

() Jj=1 k= (x j=p+1 k=1 (x—a) (x a;)
1 (N@\™Y 1 (NO\™™ 1 N@ ™Y
"‘W(Tm) = Ty =) <D—<)> “Bf'k-m(mlﬁ =B
ptq
si1<j<p: D(x)—l_[(x—ak>mk [ ] - aymec-aym
k=p+1
k;t]
r+q p+q
sip+1<j<p+q D(x)—l_[(x—akw- [[e-erm []e-am
k=p+1 k=p+1
k#j
r+q r+q
Dy () —ﬂ(x—au'"k [Te-am []e-am
k=p+1 k=p+1
k#j
P p+q m] -
D(x) _ _ Nk
(x) &L (x @)t L Lo (x — ap¥(x a,)

k k
Bu(x—a@) +Bj(x—a) =B, Y cpxr(-@) "+, Z cixn(—a;)" "
n=0 n=0
k
— Z i~ B, (@) " + By - (a) "] A Z 2C (-1 "Re By (@) "] xm
n=0

p+q mi k-n
N(x) e OZC (—D*"Re [B]k( ) D "
D(x) ZZ(x a;) ];1; x2 —2Re(a) - x +| a |2)

_ k-
(2K _o2CR(-D* " Re[By i (a7) "
(xZ—ZRe(ai)-xHajlz)k

plusieurs divisions euclidiennes successives de:

D= peut étre décompose en eléments simples en faisant

Z 263~ Re [B; (@) "] | 47 par x% — 2Re(a)) - x +1 a 12

Léon HOUETOME 12



Méthode de HOUETOME: décomposition en élements simples d’'une fonction rationnelle.

On  peut écrire  (Nko2€H(-1)*"Re[B;u(@) "])-x*  comme
développement suivants les puissances croissantes de (xZ—ZfRe(aj)-x+
| a; 12) & coefficients polynomiaux (les restes des divisions euclidienne, de
premier degré), on simplifie ce développement par (xZ—ZRe(aj)-xH
a; 1)k, puis on regroupe les termes des éléments simples analogue ; on

obtient la décomposition totale en éléments simples:

ieme.

1. Vulgarisation du calcul des dérivés n

L ) .  y NG\
Cette partie vise a alleger le calcul des dérivées niemes (D (x))
j

en a; dans les expressions, en les remplagant par celui d’une simple famille de

polyndmes (N]- , due nous désignons par suite de polynémes N-

'k)OSkSmj—

S . . N
dérivées de la fonction rationnelle o
j

o Lemme(a):
Dérivation des fonctions numeriques factorisées [1] ou a déenominateur

factorisé: soient vy, vy, v

U et fune suite de fonctions et my, my,+ m,, une

suite de réels, on montre aisement par récurrence sur p que:

14
m m myy’ E m m mi— )M "
(vl 1, vz 2 ... vp P) — ”1 1, 172 2 ... vi_zll(mivivi t )vi+!iL1 vp 4 (1)

i=1

u !
Si f = ————; alors d apres (1)
vll .vzz ...vpp

p
' u (vl . vz s vp) —Uu- Zi:l(vl . vz vl—l . (mivi) . vl+1 s vp)

f = e

(v;nl . vZ v;np) . (vl "V vp)

o Lemme(b):

Dérivation des polyndmes réels totalement factorisé sur C.
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Méthode de HOUETOME: décomposition en élements simples d’'une fonction rationnelle.

(@) =<g<x—au)mu> =< o %)) (ﬂ(x au>'"u>
= ;m " Qa(x)

En toute rigueur ici et dans toute la suite, I’égalité (=) signifie que les

deux fonctions sont égaux au sens large du terme (effectivement sur R\
{a,,a,,a; ..} ou en terme de limite pour les points singuliers a,, a;,a; ... et on
adoucira la rigueur des notations pour progressez plus aisément.

Démonstration

v' Pour n=1:
! | my
(]_[(x - au)mu> = (=™ =my(x - @)™t = s e ap™
u=1

v" Pour n=2

2 /
(I]@Fﬂhyw>==«x—a0m%x—aﬂmﬂ'
u=1

=my(x —a))™ ™ (x — a)™ + (x — a))™.my(x — a,)"™ !

= (et o) &~ M a)™

x—ay)) (x—ay

v Sipourn>=2ona:

(o) (852 (-

alorsona:

(ﬁ(x - au)mu> - ((x — @) ﬁ(x - au)'"u)
u=1

= M G = )™ | = @me + (= agaymen (Z ca )> (ﬁ(x—au)'"u>
u=1 = u u=1
n+1 n+1 n+1 m
(ﬂ(" %)™ > (Z (x— au)> le(x_a") u)

v DouvneNona:

Léon HOUETOME 14



Méthode de HOUETOME: décomposition en élements simples d’'une fonction rationnelle.

(ﬁ(x — au)mu> = (,;—(x T';u)) - <ﬁ(x - au)m">

Remargue: Les a, étant réels ou deux a deux conjugués de méme multiplicité

s’ils sont complexes on peut écrire :

(ﬁ(x - au)mu> = 1_[ (x—a,)™- 1_[ (x — @)™ (x — @)™

u=1 usn,a,eR usn,Im(a,)>0

= 1_[ (x — a,)™ - 1_[ (x?2 — 2Re(a,)x + |a,|>)™

usn,a; €R usn,Im(ay)>0
n
m m m
Z(x an) ). G—ap” ). ((x—l;)J’(x—I;—))
u=1 u usn,a,€R u usn,Im(ay,)>0 u u

= m, m, -1 m, ' [2x + 2Re(a,)]
2 G-a) ZR CEr AP <(x2 —2Re(a,)x + |au|2>>

usn,Im(a,)>0

Et on remarque d’ailleurs que:

N m, - (x —a,) m,, - (2 — 2Re(a,)x + |a,|?)
Z (x — au) (x—a,) + < (x2 — 2Re(a,)x + |a,|?) >

u<n,ayeR us<n,Im(a,)>0

On désignera par g, (x) le facteur irréductible de Q,, (x) relatif a a,, soit
G (x) = (x — @)™ si a, € Rou q,(x) = (" — 2Re(a,)x + |a,[H)™
si Im(a,) > 0. On posera p,(x) = (x —a,) sia, € R, oup,(x) = (x* -

2Re(a,)x + |a,|*) siIm(a,) > 0.

m, [p, ()] T < .
(x— a) Zi [p,0] Qn(x) = D%(x) = D(pu(x)) .

o Lemme(c):

Dérivation de polyndme décomposé en produit de facteurs (de préférence)

irréductibles sur R.
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Méthode de HOUETOME: décomposition en élements simples d’'une fonction rationnelle.

Soit: Q,,(x) = 1_[ (x —a,)™ - 1_[ (x? — 2Re(a,)x + |a,|>)™
usn,ay€R usn,Im(ay,)>0

n

= 1_[ (P ()™

u=1,

Im(ay)=0
D’apres le lemme (b) on a:
n \ ,,

(Q,,(x))’=|/ [] (@)™ | = Z %ﬁ;‘;y ] @ae)™

u=1, / u=1 u=1,
Im(a,)=0 Im(ay)=0 Im(ay)>0
n
P,(x) = 1_[ (x—a,)t- 1_[ (x> —2Re(a,)x + |la, ) = 1_[ (pu(x))
usn,ay€R usn,Im(ay)>0 u=1
o Lemme(d):

Dérivée n®™ de fonction rationnelle & dénominateur décomposé en

produit de facteurs (de préférence) irréductibles p,, .

Dérivée premiéere:

. (N " PL(x) — No(x) - Yy
(No(x) - (Vo) P~ No() zlm(au)zo(m u()

Qn(0/ (Q,(0) - Py(x)

P, (x) = (pu(x))/ I vzu, (pu(x)) est le polynome B, (x) ou le facteur
Im(a,)=>0

p. (x) (relatif au pble a,,) est remplacé par sa dérivée 1 ou (2x + 2Re(a,,)),

avec P, (x) = IT" =1, (pu (x)) = ]_[Im(a' )>0(pu (x)).
Im(ay)=0 ui=
No@) T wet, (PaO)™ = No(®) (zn et M) T umr, (Pu@)™
(No(x)> _ Im (ay)>0 iz (Pu() Im(a,)>0
Qn(x) M uer, PuG)™ TT" ey, (Pu(O)™
Im(a,)=0 Im(a,)=0
NG T s, (0 () = No() (zn —t M) T s, ()"
(No x) _ Im (a,)20 ¢ Im (a,)=0 (. () Im(a,)>0
0.0 " wer, (@)™ " ey, (P, )
Im(a,)>0 Im(a)=0
, (No(x))' 11" u=1, (pu (x)) —Ny(x)- (Zlm(au)zo m,y - (pu (x))/ I v, (p,,(x)))
(N 0 (x)> _ Im(ay)>0 Im(a,)>0
0. 1 @)™ " ey, (P 0))
Im (a,)>0 Im(a)=0
Léon HOUETOME
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Méthode de HOUETOME: décomposition en élements simples d’'une fonction rationnelle.

(Nk(x)>’ _ (No(®)' - Pp(X) = No(®) - i (a0 (M - Prau())
Q) (Q,(0) Pn(x)

B, .(x) = (py, (x))/ ‘IT vew, (py,(x)) estle polynome B, (x) ol le facteur
Im(a,)=0

/

p, (x) (relatif au pdle a,,) est remplace par sa dérivée (pu(x)) :

Posons So =2, -1 (mu : P,,,u(x)) doncona:
, Im(a,)=0
(No(x)> _ (No(x)) - Pp(x) — No(x) - So(x)
Qn(x) (Qn(x)) : Pn(x)
(No(x)>' _=So@@) No(®) + (No(0) - Pu(x) _ Ni(®)
Qn(x) (Qn(x)) ) Pn(x) (Qn(x)) . (Pn(x))l
Dérivée k®™ par les polyndmes N-dérivées:

Ainsi de proche en proche la dérivée k™™ prendrait la forme de :

(No(x)>(k) _ Ni(x)
Qn(x) (Q,.(x)) - (Pn(x))k

Avec ;
0.0 = | o)™,
u=1

P = | [
u=1

n n
5= ) (ma-si ] v}
u=1

uzv=1
NO = N,
(Vo) M < N () )
Q. (x) Q@) (P, \Qu(®)(Pa(®)"
_ =S5, (x) * N (%) + (Ng (%) - Pp(x)
(Qu(®) - (P )"
Léon HOUETOME
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Méthode de HOUETOME: décomposition en élements simples d’'une fonction rationnelle.

(Vo) Mo =< Niea ) >':—sk_l(x)-Nk_l(x)+(Nk_1(x>>’-Pn(x>
%) Q@ (Pa) \@u@)(Pa) (@u(x) - (Pa@)"

Sk = zn: ((mu +k) - py ﬁ pv>,
u=1

u+v=1
Car les multiplicités dans (Q, (x)) - (B, (x))k = Q, - P, (x) augmentent

de k par rapport a celles dans Q,, (x) ainsi de suite ...

Sk=zn:<mu-p; ﬁ pv)+k'i<pL ﬁ pv>,

u=1 uFv=1 u=1 u+v=1
n n
anz<pu | | pv>:Pnr
u=1 u+v=1

Sk=SO+k'Rn:Sk—1+Rn:
Nk = _Sk—l'Nk—1+le—1'Pn = _(SO +(k_1)'P;1)'Nk—1+N’k—1 Py,
kiéme No(x))(k) _ Ny (x)

Ainsi la dérivée - ke
Qn(x) (Qn(0))-(Pn(x))

s’exprime sous la forme de: (

On obtient ici une technique optimale de calcul des dérivées k™™ des fractions

rationnelles voir au-dela. Les N, seront désigné les polynémes N-dérivees de la

: : N
fonction rationnelle —.
Qn
> Simplification des dérivés n*™ dans les expressions de A et Ci\:

N(x) )(mj_k)
D;(x)

Posons  Fj(x) = ( aveck =m;, (m; —1),..2,1.

ptq
D;(x) = [T;_y 1) (pi(00))™ 08 Py (2) = (x — @) 0 p;(x) = (x? — 2Re(a;) -

x+/ail2 respectivement selon que a/€R ou a/€eC.

p ptq p+q
Pp@= || G-a) [] &2-2Re(@ xHa®)=]]@mw)
i=1,i#j i=p+1,i#j i=1,i#j

p+q

Pu =) [ @uw)

i=1u#ju+#i
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Méthode de HOUETOME: décomposition en élements simples d’'une fonction rationnelle.

n

§@ =S = Y (mPuw)

i=1
Im(a;)=0
n
i=1
Im(a;)=>0
Fi () = (N(x)>(0) N N N ()
jmj - D. - D. - 0= =y
(0 i b (P@) D (P)
Fip () = (M)ﬁ) (O ON® ) 8000 NG + (N,,O(x))' Py®)
im0 ) T ey ()™ (0,®) - P,()
_ —(Sj0(®) + (mj —m;) - Rj(x)) - Njo(x) + (Nm(x))’ - Py(x) B N () ) Ny -my ()
(D,-(x)) - P;(x) D;(x) (P}-(x))l D,(x) (Pj(x))m]-—(m]-—l)
Siona:
Njm ()
jmi—k
F j,k(x) = 2

D, (Py0)" "

Alors on a

’

N\ =800+ 0y = ) Ry (10) - N 1) + (W 20) - Py ) Ny -ty ()
Fjp1(x) = ’ = = j

0,60 (P 0))"™ " 0,0 (Py0)"™ " 0,60 (P,

m;—(k—1)
)
O N;0(0) = NGO, Ny () = =3y e (N ) + (N} 1)) - Py 0
Njo =N,  Njm-k-1) = =Sjmj—k * Njm;—r + N},m,-—k “Pj 5 Njmi—e-1)
Sj,m]-—k = Sj,O(x) + (mj - k) : R].(x) et,

Njmy—te-1) = —(Sj0 + ;= K) - P})  Njom i+ Ny i P;

pour k = m;,(m; — 1),..2,1, voir lemme(d).

N(x) >(mj k) B Njm;—k (%)

Fj,(x) =< = —
jk D]-(x) D]-(x) _ (Pj(x)) j—k

Pourk =1,2...(m; — 1),
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Méthode de HOUETOME: décomposition en élements simples d’'une fonction rationnelle.

Njo@ =N,  $;() =S50 Njge(®) = =(S5000 + (k= 1) - Bi() - (Njeea () + (N1 () - Py (0
Njw=—(Sj+(k—1)-R;)- (Njx_1) + (Nj_1) - P,
Nj,k = —(S] + (k - 1) - P}) . N]',k—l + N},k—l . P],

«» Théoréme de la méthode directe :

Cette méthode est recommandée pour les poles de multiplicités supérieures a
2. Elle permet d’évaluer directement les éléments simples Yy compris ceux

d’ordre non maximal.
Remarque:

(m; —k+1—-2n)"Cjin + 2in-Im(Cjyin)
=(m;—k+1-2n) Re(Cjyn) + (m;j —k+1)-Im(Cjysn)
= (m; —k+ 1) Cjpin — 2nRe(Cjx1n)

Pour chaque pdle a; on a:

D;(x) = (p1(x)™ - (2 (x)™ = (0j_1(2))" - (Pj11(0) """ = (Dpsq(@)) " Dj(a;)

P;(x) = p1(x) - p2(x) = (Pj—1(0)) (Pj+1(X)) = Pp+q(x), calculer P;(a;)

ptq

Sj(x) = z (pl(x) "'mi(pi(x)),'"pp+q(x)>;

i=1,py#D;j

pt+q

R;(x) = Z (P10 (D) = Ppsg®) = Pj(),

i=1,py#Dpj

Njo(x) = N(x), calculer N(aj)
Etpourk =1,2...(m; — 2),(m; — 1):

Nj(x) = - (s,-(x) +(k—1)- P (x)) (Njgeer @) + (N ) - Py (30

Et calculer N]-,k(a]-)
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Méthode de HOUETOME: décomposition en élements simples d’'une fonction rationnelle.

Enfin pour ce méme pdle a; et pour k = m;, (m; —1),(m; — 1),..2,1:
< Sig € Rsoitl <) <p:

= Ni,m]-—k(a]-)
(my=)1; (o) ()™

X8 SiajE(Cet?m(aj)>050itp+1SjS'p+q :

Aj

Cip = Nj,k(aj)
jk — mj—k
22: C;j—k+1—n [(mj — k+1) - Ciin — 2nRe(Cjpin)]
= (Ziﬂm(a]-))zn(m]- —-k+1-—n)
On obtient:  4;, = W) oy p = Re(C;,) — Re(a;) - A
n optient: jk — ﬂm(a]-) e jk — e\ljr) — re\q; Jik
D;, B, S et N, sont les seules expressions littérales nécessaires au

calcul. Ainsi cette méthode est baptisée : meéthode des N-dérivées.

Algorithme de calcul optimal:

Pour chaque pdle a; de multiplicité m; ona:
m;_ m; m
D;(x) = (p1(x))™1 -~ (Pj—l(x)) . (Pj+1(x)) . (pp+q(x)) P

Pf(x) = p1(x) -~ (pj_1(x)) (pj+1(x)) pp+q(x):

ptq

Sj(x) = Z (pl(x) P2(x) = pi_q(x) mi(pi(x)), ‘P (x) Pp+q(x)>,
=1,pu#pj
p+q ,
R = D (5100 (pi) = Ppig(®) = Pi(0),
i=1,py#p;j

Njo(x) = N(x),N;o = N(a;),
Etpourk =1,2, ...(m; — 2),(m; — 1):

’

Njw(®) = = (85,0 + (k= 1) - Pj(@) - (Njpea ) + (N (30 - Py ()
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Méthode de HOUETOME: décomposition en élements simples d’'une fonction rationnelle.

Et calculer N j,k(a]')

Gj,k == Gj,k—l - P]

Enfin pour k = m;, (m; —1),(m; —1),..2,1
¢ Sil<j<psoitg eR:
1 Nj,m]-—k

(m]-—k)! G]'.mj—k

On a: Aj,k =

<> Sip+1£j£'p+qsoit7m(aj)>0:

mj—k+1
. o1 ,m} 22: (- 1)n+16;j—k+1—n [(mj =k +1) - €jpin — 2nRe(Cjin)]
e (my— k) Gjm- = (Zﬂm(a]-))zn(m]- —k+1—n)
: Im(Cj )
On a. A]’k — gm(a]) et B]’k = RE( k) A]k Re( )

Six expressions détaillées des Cj; pour k =m;, (m;—1), (m; —2),

Ney) _ Nio(e)

* Cj’mj - 0i(a)  Dy(e)
o Cim 1= Nji(a)) Ci'mj_Re(Ci';"j)
Jmj 2:0(aj)-(Im(ap)iPj(a;)) ~ 2(Im(ay)
B Nj2(a) 3-Cjmj-1-2Re(Cjm;-1)
o Cim—2= 2 2
8-Dj(aj)-(ﬂm(aj)-in(aj)) 4(‘7m(aj))
o Cim_ 3= Nj3(a;) i Zci'mi—z_ﬁe(ciémj—z) _ Ci'mj—l_ﬁe(ci;"i—l)
T 48-D;(aj)-(Im(ay)-iPj(a;) ) 2(Im(a))) 8(Im(a)))
C Nja(aj) 5Cjm;—3—2Re(Cjm;-3)  5Cjm;-2—4Re(Cjm;-2)
® jmi—4 = Y p) - I
P 384-D;(a;)-(Im(ay)iP;(a;)) 4(Im(ay) 16(Im(a)))
e ¢ _ Njs(ay) 3Cj,mj—4_Re(Cj,mj—4-> 3[3 jmj—3~ ZRe( jmj 3)] [ jm; 2—Re( jmj 2)]
Jmj=s 3840-1),-(a,-)-(am(aj)-uvj(a,-))5 2(9m(ap)” 16(7m(a)* 32(9m(aj))’
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Méthode de HOUETOME: décomposition en élements simples d’'une fonction rationnelle.

«» Théoréme de la méthode hybride :

Cette méthode est recommandée quand tous les pdles sont tous de

k+1
u( 1)"+1Cm —te+1-n [(Mj—k+1)-Cj k1 n—2nRe(Cj k1n)]

étant une

multiplicités au moins 6. ¥ _

(29m(a)))"" (mj~k +1-n)

expression plutdt complexe (lourde) a mémorise, la méthode hybride remédie a
ce probléme, mais ne permet plus de trouver directement les éléments simple de
secondes especes. Il faut donc en plus effectuer des divisions euclidiennes
successives par x2 — 2Re(ay,) - x +1 a; 12 ou utiliser la formule Cj',u = Ny (a)

(voir la fin de cette partie) a plusieurs reprises.

p+tq M

ggi% ZZ (x —ay) ZZ(x—a xi))

=p+1 k=1

p+q mi ken
N (225 oC e[ (@) "] )
D(x) ZZ (x a;) Z Z —2Re(a)) - x +l q; |2)

j=p+1k=1

Pourj=1,2,p+qetk=mj(m;— 1), (m; —2),..2,1

Ajp = ! Nim;~ -+(a) avec;
]’ - — —_ )
(s =50 b(ay) - ()™
p p+q p+q p+2q
pw=]Je-ar [[e-arm [[e-arm=][ec-am
i=1 i=i§:1 i=p+1 =1
” ! p+2q '

pe=]]e-a
i=1
i#]

p+2q
5@ = ) G-a)E=a) - me (=) - - ) - a)
i=1,ay #a;
p+2q
R = ) (r=a)lr—a) - (x=a 1) (= ay) = (= @) - a)
i=1,au;ta]-

Pourk =1, 2+, (m; — 1)
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Méthode de HOUETOME: décomposition en élements simples d’'une fonction rationnelle.

Njo=N; Njx(x) = _(Sj(x) +(k—1)'R (x)) ( k- 1(x)) ( },k—1(x)) - Pj(x):

Ona:
N(x) ZZ pzﬂl i ZZn OC ( 1)k n:RE[A]k( )k n] )
D(x) (x )k = —2Re(a)) - x +| a; 2)"
Les Nul®) = peut étre décomposé en éléments simples (2"

(x2—2Re(aj)x+la;12)

espece) en faisant plusieurs divisions euclidiennes successives ou en appliquant

a plusieurs reprises la 1 les deux 1°, ou les 3...expressions suivantes:

N.(a;) Im(Ciu) o Niley) 1 [

Cin=Ny(a;,),Ciq= i e Cin = [c;
J (a]) ju=1 7 Zlﬂm(al) (gm(a].))z Juc 8-(:1m(a]-))2 4(7m(a}-))2 »

w1 +2i-Im(Cjyy)]

Im(Cjx)

Avec biensir A, = gm(a)
/)

i et B]'-’kz.‘Re(Cj,k)— ik - Re(aj).

V. Détail littéral de la technique et exemples de calculs:

«+ Détail littéral de la technigue de calculs pour un pble a:

Soit une fonction rationnelle f ou le dénominateur est factorisé dont nous
considerons le pole a de multiplicité m, intéressons nous au calcul des élements

simples relatifs a a.

f(x) =

N(x) ou N(x)
=)™ [P_ (P, ()™~ (x2—2Re(a)x+lal2)ym[[r_ (Py()"™

Respectivement sia € Rousia € C:I(a) = Im(a) > 0 et N(x) est un

polyndme avec d°N(x) < d°((x — a)™ - [I"_,(P,(x))"™)

(x—ay,), siaeR

Ou P,(x) = {(xz —2Re(a,) -x + |au|2),si I(a,) >0

a,aq,a,.. a, sontles poles tous distinct de f et m, m{,m,, ... m,sont

leurs multiplicités.

> Pole a de multiplicité m.

On considere les polynémes D, P, Set N :
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Méthode de HOUETOME: décomposition en élements simples d’'une fonction rationnelle.

n
D(x) = (Pu(x))m" : calculer D(a),
u=1
n
P(x) = P,(x):P(a),acalculer seulement si m > 2,
u=1
n n
S(x) = z (miPl:(x) : 1_[ (Pu(x))>,si m > 2
i=1 u>1,u+i
n n
R(x) =P (x) = z (P;(x) : 1_[ (Pu(x))>,si m >3,
i=1 u>1,ui

No(x) = N(x):No(a) = N(a),

Pourk =1,2...(m — 2), (m — 1): (famille des polynémes Ny d"oti le nom ‘méthode des N-dérivées’).
Ny=—(+(k—-1)P) Ny_1+ N4 P: N (a),

Enfinona:

% Sia € R:
Ay A, A, M(x)
fx) = + + ot + -
x—a (x—a)? (x —a)™ Z=1(Pu (x))m
Pourk =m,(m—1),..2,1:

Nm—k (a)

Ak = —71-
(m—K)!-D(a)- (P@)" "
» SiaeCetl(a) > 0:
B Aix + By A, x+ B, M(x)
f&) = x? —2Re(a) - x + |al? ot (x%2 —2Re(a) - x + |a|?)™ * Z=1(Pu(x))mu
m—k+1
- N, (@) _ : Cr b ((m—k+ 1)Cpiy — 2nRe(Cpyn))
T m-D@- 2itm@ P@)" " & n- (2iIm(a))?" '
) _ Im(Cy,) i _ . ]
Et on a: Ak = —7m(a) ; Bk = .‘Re(Ck) Ak .‘Re(a) .
a= —2% + i‘/zg est la racine complexe & considérer pour ax? + fx +y

SiA= B% —4ay < 0etax? + px +y = x> — 2Re(a) - x + |a|?.
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Méthode de HOUETOME: décomposition en élements simples d’'une fonction rationnelle.

< Quelques exemples:

> Exemplel:
. f(x) — x2—1 — Al,l A2’1X+Bz’1 A2,2x+Bz,2
x(x241)2 x (x2+1) (x2+1)2

La méthode directe:

x2-1
x(x2+1)2 7

f(x) =

» Poura; =0,m; =1:

2-1 1D , :
A= ((XZT)Z)O = —1: Quand m; = 1: n’y allez pas par 2 chemins!

x2-1

» Poura, =i, my, = 2:

D,(x) =x, Dy()=1i

PR(x)=x, RU =i

R,(x) =1,

S;(x)=(01-1) =1,

Npo(x) =N(x) =x% -1, Npo(i) =-2

Ny (x) == +0-RN+NP=(-DE>-1)+(2xx=x2+1,
N, () =0,

Co2 = (Xz_l)i =2 =25

X

Ay, =2=2etBy, =0—2-0=0:E,, = —=

1 (x2+1)*
C, . = 1. N 1(D) _ 2C22-2R(C22) 0— 2:21-20 _ .
217110 py()-(21-i, () (2i)2 - % b
1 X
A2,1:I:1etB2,1:0—0'1:0:E2'1:m
x2 -1 -1 N x N 2x
x(x2+1)2 x  (x241)  (x2+1)2
La méthode hybride:
-1 x2-1 _ A1 (32,1 E) ( B2 B2 )
x(x2+1)2 x(x—i)2(x+i)2 x (=) (x+i) (x—D)2  (x+i)?
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(2-2)

g (X =1 _—-2_ 1.
2= \xor02),  T=amT 2
_<x2— 1 )“‘” _ ((i+3x+ix2—x3)> 1
M \xe+2), T x2(x+i)3 ;2
-1 x-1 _—_1+(0,5 . 0,5>+(—0,5i+ 0,5i)_—_1+ x
x(x2+1)?2 " x(x—i)2(x+i)2  x (x—i)  (x+0) (x—0)? " (x+0)2)  x  x24+1 (x2+1)2

> Exemple 2:
4
— — w2
f(X)_XZ—l_X +1+x2—1
1 1 A B

o1 G-Dx+D) =D x+D

A=( L )j0)=0,5;13=( L )(_Ol)z—o,s

(x+1) (x-1)
x* 12 -1/2
f = =x%+1
W= 1=ty e
> Exemple 3:
00 x+3 __A B C D
X = X+ DHE-DE+2)x-2) B -1 +1) x+2) x-2)
_ x+3 © 2 1 x+3 ©
A= ((x—1)(x+2)(x—2))_1 6 3’ B= ((x+1)(x+2)(x—2))1 Y
_ x+3 © 9 x+3 © 5
C= ((X+1)(x—1)(x—2))_2 TR D= ((x+1)(x—1)(x+2))2 T 12
X+ 3 —-1/3 —2/3 —-1/12 5/12
f(x) = = / / + / + /
+DE-DEE+2)x-2) x+1) x-1) x+2) (x—2)
> Exemple 4:
10x% + 12x + 20
f(x) =

x—2)(x%+2x+4)

Pole 2 de multiplicité 1 :
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Méthode de HOUETOME: décomposition en élements simples d’'une fonction rationnelle.

(10x2 F12x + 20)“’) 84
1= =15 =

x*+2x+4) /, 12

Pble —1 + iv/3 de multiplicité 1 :

_ (10x%+12x+20 ) _10(—1+iV3)2+12(-1+iV3)+20 _ . ]
Ci = ( x—2 )_1+i\/§ - (—1+iV3)-2 = 1+i3V3;
3v3
Ay ="7=3B =1~ (=1D@3) =4;
7 3x+4
fGo = -2 X +2x+4)
> Exemple 5:
25
f(x) =

x+2)(x% + 1)?
Péle -2 de multiplicité 1 :

Q)

A—( 25 ) _25_1
PTA\E+1)?2) ., 25

Péle i de multiplicité 2 :

25\ 25 2502-0) :
C2 —(m)0+i == 5 0=

Ay=7=-5B;=10-0-(-5) = 10;
Dx)=x+2,D(i)=2+1i
Px) =x+2,P(i{)=2+1i
Sx)=(x+2) =1,

No(X) = 25, Ng(l) =25

N;(x) ==SN+NP=-1-254+0"(x+2) = —25

. = —25 _ 2C;-2R(C) _ -25 _2010-50-210 _ , _
17 2+0)(i2+) @D2(1) (2+)(2i2+) @2
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Aj=—=-1B=2-0-(-1) =2

> Exemple 6:

3 3
x34+1) (x+1D)E2—x+1)

f(x) =

Péle -1 de multiplicité 1

PV S T -
7 \(x2-x+1) _1_3_

Pole 2 +i % de multiplicité 1

c ( 3 )0 3 6 6(3—iv3) 3 iV3
1= = = = =55
+1)/1, 3 N i\ 12 2 2
(x )7“7 (%+i23+1) 1+iv3+2)
_l\/3 3 1

L

~|

3. _ 1 -x+2
x3+1) (x+1) (Z—-x+1)

> Exemple 7:

x3-21x-7 .
(x+2)(x—1)2(x2+x+1)

f(x) =

Péle -2 de multiplicité 1

A = x3—21x -7 _27_1
P\ - D2+ ) T 27

Péle 1 de multiplicité 2

A - x3—21x—7 =27 ;
27\ (x +2)(x24x +1) 1_ 9

D(x) = (x+2)(x*+x +1); D(1) =9

S() = (D% +x +1) + 2x + 1)(x + 2) = 3x% + 6x + 3;
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P(x) = (x+2)(x%4x +1); P(1) =9,
No(x) = x3 —21x -7,
Ny(x)==SN+N'P=—-Bx%+6x+3)(x3—21x—7) + 3x2 — 21)(x + 2)(x%+x +1),

N (1) = —(12)(—27) + (—18)(3)3 = 162,

Pole — + i de multiplicité 1

_(x3—21x—7) 1—21(—%+i§)—7 8—21(—4+ i4V3) - 56 _5+i—3J§
1=\ 7 A~/  a~7 = = - - jr— —_
CrDE-DY s (1B gy 1y B g CLHBHHE3 2 2
5
A =-3 B =3-(-3)(-3)=1
x3 —21x—7 1 2 -3 —3x+1

Gt OG- tD)  x+2) T x—1 T x=12 T = +D

> Exemple 8:

Fx) = 3x8—4x0-20x5—-8x*—17x3-8x%-5x-13 |
(x—1) (x+2)2 (22 +1)°

Péle 1 de multiplicité 1

)

A= 3x® — 4x® — 20x° — 8x* — 17x — 8x* — 5x — 13
1= (x+2)2(x2+1)3 .

Péle -2 de multiplicité 2

)

o = 3x8 — 4x6 — 20x° — 8x* — 17x3 — 8x2 — 5x — 13
2= (x—1)(x2+1)3 »

D(x) = (x—1)(x%2+1)3 D(-2) = —375,

SxX)=1-1(x*+1D+3-2x)(x—1) =7x* —6x+1,5(-2) = 41,

PxX)=(x-1Dx%+1)
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Méthode de HOUETOME: décomposition en élements simples d’'une fonction rationnelle.

No(x) = 3x8 — 4x5 — 20x5 — 8x* — 17x3 — 8x2 — 5x — 13,N,(-2) = 1125,
N;(1) = —=SN + N'P = —41-1125 + (—3825) - (—15) = 11250,

4o 11250
1™ _375-(-15)

Pdle i de multiplicité 3

. = 3x® — 4x® — 20x° — 8x* — 17x — 8x* — 5x — 13 P
37 G- D(x +2)? T

Ay=-=1 Byj=1-0-1=1;
D(x)=(x—-1Dx+2)?3D0)=-7—1i
P(x)=(x—-1)(x+2),P>i)=-3+i,
R)=(x-Dx+2)+x+2)(x-1)=x+2)+(x-1)=2x+1,R({) =1+ 2i

S =1-x-1D'Ex+2)+2- x+2)(x-1)=1-(x+2)+2-(x—1) =3x,50)
= 3i,

Ny(x) = 3x8 — 4x% — 20x°> — 8x* — 17x3 — 8x? — 5x — 13, N,y (i) = —6 — 84,

Ny(x) = =SN + N'P = 15x° + 24x® — 60x7 — 64x° — 60x° + 168x* + 21x> + 96x% + 66x + 10,

Ny(x)=—(S+RN+N'P,

Ny(x) = 60 x10 + 192 x® — 222 x® — 808 x7 + 520 x® + 360 x° + 1062 x* — 1590 x3 — 294 x> — 434 x — 142,

N, () =170+ 60i, N,(0) =412+ 2516,

c 170 + 60i 2A+h-21_,

= —_ - = —_ L

P =7-0-(2i-1-(-3+D)" @)@
A2=_—13=—3 ; By=2-0(-3) = 2;

¢ 412 + 2516i 2—2(3(2_3_1)2_2'1'2)=—1+2i
@N(=7—-1-(2i-1-(=3+1D) (2D%*(2)
A1=§=z i By=-1-0(2)=—-1;

D’ou
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Méthode de HOUETOME: décomposition en élements simples d’une fonction rationnelle.

3x8—4x6—20x5—8x4—17x3—8x2—5x—13_ -1 N 2 N -3 +2x—1+—3x+2 x+1
(x— 1D (x+2)2(x2 +1)3 Tx-1 x+2 (x+2)2 x24+1 (x2+1)2 (x2+1)3

> Exemple 9:

£ 4 x12+120 x11+1696 x10+14847 x2+89353 x8+388810 x7+1255223 x6+3043495 x5+5564147 x*+7644764 x3+7742675 x2+5373950 x+1966676
L] =
5
(x+2)3 (x2+6 x+13)

) m—— V&
(x+2)3(x*+6x+13)°
_ 4 x12 + 120 x' + 1696 x'° + 14847 x° + 89353 x® + 388810 x7 + 1255223 x° + 3043495 x° + 5564147 x* + 7644764 x> + 7742675 x* + 5373950 x + 1966676

(x+2)2 (x2+6x+13)5

Les calculs ici, compte tenu de leur grande taille sont effectués par les

outils de calcul symbolique (littéral) de Microsoft-Mathematics en suivant le

schéma de calcul de I’exemple suivant pour le calcul des polynomes Ny.

S | | 1 :
= Ry \orables siockées 4
oo Vi=3x%—4x6-20x5-8x*-17x3-8x2-5x-13 N = —142 + (—1590) 1
L 3x8-4x6-20x5-8x%-17x3-8x2-5x-13 Pl s L)

e — . | rR=1+2x
V=(-(+Q-1D)R) M) +-(V) (P)
X C o 3 .
= X
e 15x% +24x® —60x7 —64x°—60x° +168x* +21x% +96x% + 66 x + 10 ,
Entrée v ) vy : d . . ’
V=(-(+2-1)R) V) +-() (’)
. 60 x10 + 192 x% — 222 x® — 808 x7 + 520 x® + 360 x> + 1062 x* — 1590 x> — 294 x? — 434 x — 142

v La méthode de directe donne le résultat suivant:

_ -1 2 4 5x+2 -3 x+1 2 x+5 2 x+2
f(x) =—+ 2 3 2 2 3 4
x+2 - (x+2) (x+2) **+6x+13  (x2+6 x+13) (x2+6 x+13) (x2+6 x+13)

2 x—2
(x2+6 x+13)5

v La méthode hybride:

548339, 5 48339, 4909 5851 . 4909 5851 . _ 293 _ 79
1 2 4 2 16384, 2 16384l+ 8192 16384l+ 8192 " 16384 ' , _ 4096 _ 2048"

f(x)=_x+2+(x+2)2+(x+2)3+x+(3+2i) x+(3-20) (x+(3+2i))2 (x+(3—2i))2 (x+(3—2i))3

J293 79 13 19 13 19 11, 1 1.
7096 " 2048, T512 _T024' , “512t 1024', 256 128 256 T 128¢

(x+G+20) (x+G+20)" (x+G-20)" (x+G+20))° (x+G-20))

On fusionne deux a deux les eléments simples conjugués et on obtient:

5,4 13101 4909x* 10289x 59651 _ 293 ; 1689 , 1293 . 9905
1 2 4 * 1+ 72096 1096 1024409 2048% ~2048% ' 2048* ' 2048

f(x):_x+2+(x+2)2+(x+2)3+x2+6x+13 (x2 + 6 x + 13)2 (x? +6x+13)3
_13x* 29x3 537x% 5 407 x° 5x* 95x3 505x 1795x 841
+ 256 32 128 x 256+128 128 64 64 128 128
(x2+6x+13)* (x2+ 6 x+13)°
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Méthode de HOUETOME: décomposition en élements simples d’'une fonction rationnelle.

En effectuant des divisions euclidiennes successives du numérateur Nu, (x)

Nug (x)

rexia)t PO (x2 + 6 x + 13) on peut les écrire

des éléments non-simples

suivant les puissances croissantes de (x?> +6x +13), en simplifiant les
différents termes de ce développement par (x% + 6 x + 13)* puis en regroupant

les termes des éléments simples analogues on obtient la décomposition:

13101 13101
5x+ 70596 _ 5** 4096

2+6x+13 x2+6x+13

_4909x* 10289x 59651 4909 (x% 4+ 6x 4 13)_ 5851x , 2083 4909 _5851x 2083
4096 1024 _ 4096 _ _ 4096~ " °¥ 2048 ' 2048 _ 4096 2048 " 2048
(x2+6x+13)2 (x2+ 6xx + 13)2 (x2+ 6*xx + 13) (x2+ 6*xx + 13)2
293 ; 1689 , n 1293 n 9905 —293 X, 69 293 x N 563
2048" ~2048* "20248*"2048__  0x+0 2048 2048 128 " 128
(x2+6x+13)3 (x2+6x+13) (x2+6x+13)2 (x2+6x+13)3
_13x* 29x% 537x% . 407 ox 13 _19x | 47 19x 5
256 32 _ 128 *v2me_ _ 0xt0 *~ 256 64 64 8 '8
(x2+6x+13)* (x2+6x+13) (x2+ 6x + 13)2  (x2+ 6x + 13)3  (x2+ 6x + 13)*
x5 5x* 95x® 505x% 1795x 841 x 17 -3x 11
128128 64 64 _ 128 128 ___0x+0 0x+0 128~ 128 8 3 _ 2x-2
(x%2+6x+13)° x2+6x+13 (x2+6x+13)2 (x2+6x+13)3 (x2+6x+13)* (x2+6x+13)°

Ainsi en faisant la somme des elements simples analogues on retrouve :

-1 + 2 + 4 + 5x+2 + -3x+1 + 2x+5 + 2x+2 + 2x—-2
x+2 (x+2)?2 (x+2)3 x2+6x+13 (x2+6x+13)2 (x2+6x+13)3 (x2+6x+13)* (x2+6x+13)5

flx) =

V. Etude comparative du colt de calcul de la nouvelle

méthode avec les autres technigues générales:

On se propose donc d’étudier la performance de cette nouvelle technique
(dite des N-dérivées) qui differe déja dans le fond des autres techniques des
que m = 2, particulierement pour les éléments d’ordre non-maximal. Cette

étude se basera sur I’exemple d’illustration 8.

3x% — 4x% — 20x° — 8x* — 17x3 — 8x%2 — 5x — 13
(x—D(x+2)2(x2+1)3

f&x) =
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Le calcul par la méthode des N-dérivées ayant déja été détaillé (voir
exemple 8 précédent), nous présenterons dans la suite 1’essentiel des techniques

générales usuelles tout en mettant 1’accent sur le colt du calcul.

+¢ Itération du calcul des éléments simples d’ordre maximal

N(x) ou N(x)
x—a)m I (P, 0))™ ~ (x2—2Re(a)x+lal2)ym I, (P, (x)"™ ™

Soit f(x) =

N(X) _ A1 n AZ T Am " M(x)
G- TP )™ x-a G-af T amam ()™

ou bhien

N(x) _ Ax+ B, - Anx + B, N M(x)
(% —2Re(a) - x + |a|?)™ - [I"_ (P, (x))™ x* —2Re(a) x +|al? (x2 —2Re(a@) x +lalD)™ " [In_ (P, (x)™

Prenons en illustration les cas des élements simples de premieres especes on a:

N(x) Ay A, Ay M(x)

G- B (Puo)™ x-a G-a? o [, (Po)™

On multiplie par (x —a)™ de part et d’autre eton a :

N(x) — _ m—1 _ m—2 M(x)
ﬁzl(Pu(x))mu =A,(x—a) +A,(x — a) wt Ay, + ﬁzl(Pu(x))mu

On remplace x par a etona:

x—a)™

3 N(a)
szl(Pu (a))mu
Par analogie on calcule de la méme facon C,, puis A,, et B,, pour les

m

¢léments simples de seconde espéce d’ordre maximale relatif a a. 1l est donc
évident que le calcul de 4,,, (ou C,,) pour les éléments simples d’ordre maximal
ne présente fondamentalement pas de différence avec notre nouvelle technique.
La démarcation (performance) de la nouvelle méthode (dite des N-dérivées) se
met clairement en évidence a partir du calcul de A,,_; (ou C,,_1), A,,—>
(ou C,,—2),... A1 (ou Cy). En effet 1’énorme calcul littéral (développement,
sommations et divisions euclidiennes pour la simplification des fonctions

rationnelles intermédiaires) nécessaire a I’isolation des éléments simples d’ordre
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Am
(x—a)m

maximal n’est plus nécessaire, cette difficulté étant remplacée par le trés

simple calcul de la suite de polyndmes N .
Illustration

3x8 — 4x% — 20x° — 8x* — 17x3 — 8x? — 5x — 13
(x—1D(x+2)2(x2+1)3
A B C Dx+E Fx+ G Hx + 1
x—1+x+2+(x+2)2+x2+1 +(x2+1)2+(x2+1)3

fx) =

Calcul des éléments simples d’ordre maximal (premiere itération)

_(3x® —4x6 — 20x° —8x* —17x3 — 8x%2 — 5x — 13 _ 1

B (x +2)2(x% + 1)3 -
- 3x8 — 4x° — 20x5 — 8x* —17x3 —8x% — 5x — 13 _ 3

B (x—1D(x%2+1)3 s -

3x8 — 4x° — 20x° — 8x* —17x3 — 8x% — 5x — 13
(x—1D(x +2)2

Hi+1=( ) =1+i:H=1etl =1,
X=l

-1 -3 x+1 3x8 — 4x% — 20x° — 8x* — 17x% — 8x2 — 5x — 13 1 3 -(x+1)
fx) = + + + + + +
x—1 (x+2)2 (x2+1)3 (x =D +2)%(x2 4+ 1)3 x—1 (x+2)? x*+1)3

f(x)
-1 -3 x+1
BT RN T ) VRN R NE
3x8 — 4x% — 20x° — 8x* —17x% —8x% = 5x — 13+ (x + 2)?(x> + 1> +3(x = D(x? + 13 + —(x + D(x — 1) (x + 2)?
* < G- D+ 222+ 13 )

-1 -3 x+1 4x8+7x"+x°—3x*-7x*+6x—8
&=ty T ey ( G- D+ 2202 + 1P )

Les éléments simples d’ordre maximaux ayant été isolés, les multiplicités
de chaque pdle doivent diminuer de 1 et le numérateur 4 x8 + 7 x7 + x> — 3 x* —
7 x> + 6 x — 8 peut étre factorise par (x — 1)(x+2)(x>+1). .. On effectue la
division euclidienne de 4x8+7x7 +x°>—3x*—7x*+6x—8 par (x— D+
2)(x? + 1)et on obtient4 x* + 3 x3 + x2 — x + 4. Il en résulte donc la simplification

de la fonction rationnelle intermédiaire. La fraction rationnelle

4 x847 x7+x°-3x*-7 x%2+6 x—8
(x+2)(x241)2

est donc simplifiable par(x — 1)(x+ 2)(x?2 + 1). On est

donc sur que le calcul est sans erreur de calcul jusqu’ici (premiére itération).
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-1 -3 x+1 x—DEx+2)(x2+1)Ax*+3x3+x2—x+4)
O =TT v T @ G- D +2)2(2 + 17

-1 -3 x+1 4x*+3x3+x2—x+4
f(x)_x—1+(x+2)2+(x2+1)3+( G+2)a2+ D)2 )

Calcul des éléments simples d’ordre maximal (2¢eme itération)

) = -1 N -3 N x+1 N 4x*+3x3+x2—x+4
=gty T oy x+2)(2 + 1)2
4x*+3x3+x2—x+4 B  Dx+E Fx+G

(x+2)(x2 +1)2 _x+2+x2+1+(x2+1)2

=2,

5 4x*+3x3+x2—x+4
B (x2 +1)2 o

4 3 2
Fi+G=<4x t3x°+x x+4> —2-3i:F=-3etG=2,
x==2

(x+2)

0 = -1 N -3 N x+1 N 2 +—3x+2+ 4x4+3x3+x2—x+4+ -2 N 3x—2
fe == (x+2)2 " (x2+1)3 x+2 (x2+1)2 (x +2)(x2 + 1)2 x+2 (x2+1)?
) = -1 -3 x4l 2  3x42 4x4+3x3+x2—x+4+ —2 | 3x-2
= A ev oz T o+ Txvz T G+ 12 (x+2)(x% + 1)2 x+2 (xZ+1)2
) = -1 N -3 N x+1 N 2 +—3x+2+4x4+3x3+x2—x+4—2(x2+1)2+(3x—2)(x+2)

flx Tx—1 (x+2)? x24+13 x+2 (x2+1)? (x+2)(x%2 +1)?

-1 -3 x+1 2 —3x+2 2x*+3x3+3x-2

f(x)=x—1+(x+2)2+(x2+1)3+x+2+(x2+1)2+ (x +2)(x* + 1)?

On effectue la division euclidienne de 2x* + 3x% + 3x — 2 par (x + 2)(x* + 1) et

2x44+3x3+3x-2

on obtient 2 x — 1. La fraction rationnelle
(x+2) (x2+1)2

est donc simplifiable

par (x +2)(x* +1). On est donc sur que le calcul est sans erreur de calcul

jusqu’ici (2éme itération).

-1 -3 x+1 2 -3x+2 (x+2)x*+1D2x—1
O =Tt er T w@r Tz T e G+ 22 + 1)

-1 -3 x+1 2 -3x+2 (x+2)x*+1D2x—1
O =3t er T wry Tz T e G+ 22 + 1)

-1 -3 x+1 2 -3x+2 (2x—-1
f(x)_x—1+(x-i-2)2—‘_(xz—i—1)3+x—}—2+(xz+1)2+ x2+1)

Enfin on met les éléments dans le bon ordre et on a:
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-1 N 2 N -3 +2x—1+—3x+2+ x+1
x—1 x+2 (x+2)2 (x*+1) ((*+1)?% (x*2+1)3

f) =

Il faut remarquer que la méthode itérative est une méthode horizontale,
en effet le calcul se fait par lot d’éléments simples d’ordre maximal (ou maximal
intermédiaire) des différents pbles alors que la technique des N-dérivées est

méthode verticale c'est-a-dire qu’on calcule tout les éléments simples relatif a

2x-1 —3x+2 x+1 2 -3 -1
2 > 3+t —5+—
(x2+1) (x2+1) (x2+1) x+2  (x+2) x-1

un pole avant de passer au pble suivant: f(x) =

Co0t du calcul de la méthode itérative

On voit donc que chaque itération nécessite un long calcul littéral
(développements, sommations, factorisations par division euclidienne pour la
simplification des fonctions rationnelle intermédiaire). Le colt de ce calcul
littéral est evidemment plus fastidieux que le calcul littéral de la suite de

polynéme N,,.
Vérification des resultats partielle

La décomposition en éléments simples consiste a calculer
progressivement un nombre donne de paraméetres (A4, (et B;)) utile pour
I’écriture de la décomposition. Au cours d’un tel calcul qui pourrait s’avérer
long, il est important de pouvoir s’assurer que les résultats partiels (I’ensemble
des paramétres deja calculés) sont sans erreur de calcul car la justesse le reste du
calcul en depend. La methode itérative offre cette possibilité de vérification
grace a la simplifiabilit¢ de la fraction rationnelle intermédiaire c'est-a-dire

quant le reste de la division euclidienne est nul.

Cette possibilité est aussi présente pour la méthode des N-dérivées, il est
judicieux de commencer par le pole de plus grande multiplicité afin de baisser
rapidement la taille (degre) des polyndmes apres les simplifications. En effet on
isole la somme des élements simples relatif & chaque pole deés qu’ils sont

calculés. Faisons donc une illustration toujours grace a I’exemple précédent.
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()_3x8—4x6—20x5—8x4—17x3—8x2—5x—13
A G- D+ 2202 + 1)3

Parmi (x — 1), (x +2)? et (x? + 1)3, (x? + 1)3 a le plus grand degré et

on a en appliquant la technique des N-derivees:

2x—1 —3x+2 x+1

G+ DT
3x8 — 4x% —20x° — 8x* —17x3 —8x?—5x—-13 —-2x+1 3x-2 —(x+1
( G- D@+ 222 + 1)3 +(x2+1)+(x2+1)2+(x2+1)3>

flx) =

2x—-1 —3x+2 x+1
G+ D G2+ GZ+ )P
. (3x8 —4x% —20x° —8x* —17x% —=8x2 = 5x — 13+ [(—2x + D(x* + 1D? + Bx —2)(x* + 1) — (x + D](x = D(x + 2)2>
(x—1D(x +2)2(x2+1)3

f) =

_2x—1+—3x+2+ x+1 N x8 —5x7 —2x% —15x5 —12x* —15x3 —14x* -5x—5
T2+ 1) (P+D2 (2 +1)3 (=D +2)2(x2+1)3
_2x—1+—3x+2+ x+1 (x?=5x—-5)(x?+1)3
T2 41 (2412 (x2+1)3 =D+ 2)2(x2+1)3

Ainsi le fait que la fraction soit simplifiable par (x2 + 1)® montre que les

élements deja calculé sont tous juste.

()_2x—1+—3x+2+ x+1 N x> —5x—-5
=i e+ T e+ T a—Da + 27
2x—1 —-3x+2 x+1 2 -3

TWAD T DE T xt2 @r2)r

N x> —5x—5 N -2 N 3

x—Dx+2)2 x+2 (x+2)2
_2x—1+—3x+2+ x+1 4 2 4 -3
T2+ D (P +DE (P41 x+2 0 (x+2)?

x?=5x-5+(2(x+2)+3)((x - D)
+< -1 (x + 20 )

_2x—1+—3x+2+ x+1 N 2 N -3 N —x%2—4x—-4
T2+ (241?20 (2413 x+2 (x+2)?2 \(x—D(x+2)?
_2x—1+—3x+2+ x+1 N 2 N -3 —(x + 2)?

T2+ (241?20 (2413 x+2 (x+2)?2 \(x—D(x+2)?
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2x—1 —-3x+2 x+1 2 -3 -1

IO = s T v T2 TG 2 TG D
-1 2 -3 2x-1 -3x+2 x+1
:x_1+x+2+(x+2)2+(x2+1)+(x2+1)2+(x2+1)3

Une différence fondamentale entre les deux techniques reste donc le fait
que la méthode itérative passe par I’isolation de la somme des éléments d’ordre
maximal (de I’ensemble des différents pbles) alors que la méthode des N-
derivées isole la somme des elements relatifs a un pdle (de préféerence celui de
plus grande multiplicité). D’ou I’intérét de la méthode des N-dérivées lorsque le
nombre de poles est relativement petit et que leurs multiplicités sont
grandes. Il faux aussi noter que si cette isolation est nécessaire pour la méthode
itérative, elle reste facultative pour la méthode des N-dérivées (voir 1’algorithme

de la réesumé page 1).

+ Résolution de systeme linéaire
On fait une identification en rendant [’égalit¢ suivante au méme
dénominateur ou en remplacent x par 9 valeurs (de préférence réelle) tous
distinctes des pdles (1, -2, i). On forme ainsi un systeme linéaire de 9
équations a 9 inconnues (A, B, C, D, E, F, G, H, I). S’il n’est pas nécessaire de
calculer au préalable les éléments simples d’ordre maxi, le calcul de ses derniers
diminue considérablement la taille du systéme linéaire ici on pourrait ainsi

passer d’un systeme de taille 9 a celui d’une taille 5.

() A B C Dx+E Fx+ G Hx +1

x) = + + + + +

f x—1 x+2 (x+2)2 ¥t +1 (xz+1)2 (xz+1)3
-1 2 -3 2x—1 -3x+2 x+1

f&) =

A1 xr2 Gr2r T @ D @A (1)
CoUt du calcul de la méthode

Résolution de systéeme linéaire de taille élevée: calcul matriciel fastidieux.
Le codt de ce calcul matriciel est encore plus lourd que le calcul littéral de la
suite de polyndme N;,.

Cette technique (matricielle) bien qu’elle soit universelle (applicable pour
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les éléments de 1% et 2" espéces) n’offre aucune possibilité de vérification
séquentielle.
++ Changement de variable (applicable seulement pour les éléments de
premiere espece).
On fait le changement de variable x =t + a (t = x — a) de préférence a partir
des poles de plus grande multiplicit¢é en 1’occurrence x = —2 pour notre
exemple illustratif. Ainsi on pose x=t—2 (t=x+2) pour notre exemple

illustratif.

3x8 — 4x% — 20x° — 8x* — 17x% — 8x%2 —5x — 13
(x—D0C+2)2(x%+1)3
3¢8—48¢7 +332t6 —1316t° +3312t* — 5489 t3 + 5918 t2 — 3825t + 1125
t2(t—3) ((t—2)2+1)3

On fait la division du numérateur par (t—3) ((t—2)%+1)° suivant les

flx) =

puissances croissante de t. On s’arréte dés que le nombre de termes du quotient

est égaleam = 2.
_@=3) (-2 +1)*(=3+2¢t) +t*(t°* - 15 t>+89t*—273t3 +459t% —398¢t + 133)
t2(t—3)((t-2)* +1)3
(—3+4+2¢t) (t°—15t>+89t*—273t3+459t> —398¢ + 133)
=T C-3)(t-27+1°
2 -3 t°—15t>+89t*—273t3+459t>—398¢+ 133
izt C—3)(C-2)Z%+ 1)

En suite on pose u = t — 3 pour le pble x = —1, et on réitere la méthode.

Co0t du calcul de la méthode de changement de variable
Cette technique exige un long calcul littéral de polyndmes de degreé elevé:
développements et sommations, division euclidienne suivant les puissances
croissantes de t et enfin itération(s) de la méthode pour le reste des poéles.
Division euclidienne ou application de I'une des méthodes précédentes pour les
poles de secondes especes. Le colt de ce calcul littéral est donc toujours plus
fastidieux que le calcul littéral de la suite de polynéme N;,.
Pour la méthode de changement de variable, il n’y a non plus aucune

possibilité de vérification séquentielle.
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VI. Implémentation de la méthode sous Matlab:

Nous implémentons ici un programme Matlab basé sur la technique des N-

dérivées. Ce programme calcul et donne automatiqguement les éléments simples.

+* Script Matlab:

® Méthode des N-dérivées:

Programme principal:

clc;

global Nt F FF p

syms x F FF;

FF=0;

$donner la fonction rationnelle par: son numérateur N(x) et son
$dénominateur ( en donnant les pdles et leur multiplicités)
Nt=4*x"12+120*x"11+1696*x"10+14847*x"9+89353*x"8+388810*x"7+1255223*x"6
+3043495*x"5+5564147*x"4+7644764*x"3+7742675*x"2+5373950*x+1966676;

% D(x) en donnant les pdles a et leur multiplicité m

% si a est réel de multiplicité m ca correspond au facteur (x-a)”m sinon,
% si a est complexe de multiplicité m pour les éléments simples de seconde
% espece associé au facteur (x—-a)m* (x-a) “m=(x2-2Re (a) *x+![a]l2)"m ou a est
$ le conjugué de a et x2 signifie "x au carrée", [a], module de a

5;% ici Mt=2 est les nombre de pdles pour 1l’exemple 2

=1; p=1; pmax=0;
while (m(j) ~= 0)
if imag(a(j))== 0
pmax=pmax+m (J) ;
D=D* (x-a(j))"m(3);
else
pmax=pmax+m(j) ;
D=D* (x"2-2*Re (a(j)) *x+(abs(a(j)))"2)"m(]J);

end

Mt=3; j=j+1;
end
F(pmax)=0*x; D; Mt;
Nt /D

[

% Mt est le nombre de racines réelles ou complexes a partie imaginaire
positive
% j est 1'indice de ces racines j=1, 2, ... Mt.
for j=1:Mt
Da=1;
for jj=[1:3-1 j+1:Mt ]

if imag(a(3j))==

Da=Da* (x-a(jJj)) "m(JJ);

else
Da=Da* (x"2-2*Re (a(JJj)) *x+(abs(a(j3j)))"2)"m(33);
end
end
Decomp2 a m(a(j),m(Jj),Da);
end
F % liste des éléments simples
SFF %la fraction rationnelle décomposée
Léon HOUETOME
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Résultat: (présente les éléments simples ; séparé par des virgules au lieu
de +)
{ 1 2 4 5x+2 1-3x 2x+5 2x+2 2x—-2 }

T x+2 (x+2)2 (x+2)x2+6x+13 (k2 +6x+13)2’ (x2+6x+13)3 " (2 +6x+13)* (32 + 6 x + 13)°

%+ Les fonctions appelées:

function [ Decomp ] = Decomp( a, m, Da)
syms x ;

global aj F FF p

aj=a;

if imag(a) ==
for k=m:-1:1
A(k)= 1/ (factorial (m-k))*dN Da (Da,m-k);
end
for k=1:m
F(p)=A(k)/(x-a)"k;
FF=FF+F (p) ;
p=p+1;
end
else
for k = m:-1:1
5=0;
for n=1:((m-k+1)/2)
S=S+(-1) * (n+1) *nCk (m-k+1-n,n) / (4~ (n) * (Im(a) )~ (2*n) * (m-k+1-n)) * ( (m-
k+1-2%n) *C (k+n) +2*1i*n*Tm (C (k+n) ) ) ;
end
C(k):dN_Da(Da,m—k)/((2i*Im(a))A(m—k)*factorial((m—k)))+S;
M(k)=Im(C(k))/Im(a);
N (k)=Im(conj (C(k))*a)/Im(a);

) *x+N (k) ) / (x"2-2*Re (a) *x+ (abs (a) ) *2) ~ (k) ;

end % pour la fonction ignorer dans les hiérarchies
function [Da] = dN_Da(Da,d)

syms x ;

global aj Nt

fa = Nt/Da;

T=diff (fa, x, d);

Da=sym(subs (T, aj));
End

function [nCk] = nCk(n, k)

nCk=nchoosek (n, k) ;
end

function [ Im ]
Im=imag(a);
end

function [ Re ] = Re( a )
Re=real (a) ;
end

Im( a )

e Méthode alternative:

Programme principal:

clc;

%donner la fonction rationnelle par son numerateur N(x) et son denominateur
global Nt F FF p

Léon HOUETOME 42



Méthode de HOUETOME: décomposition en élements simples d’'une fonction rationnelle.

syms x F FE;

FF=0;
SNt=4*x"12+120*x"11+1696*x"10+14847*x"9+89353*x"8+388810*x"7+1255223*x"6+30
43495*x"5+5564147*x"4+7644764*x"3+7742675*x"2+5373950*x+1966676;

Nt=x"2-1;

% D(x) en donnant les poles a et leur multiplicité m

% si a est réel de multiplicité m xa correspond au facteur (x-a)”’m

% si a est cmplexe de multiplicité m pour les éléments simples de seconde

% espece associé au facteur (x-a)"m* (x-a) "m=(x2-2Re (a) *x+![a]2) ™ m

% ou a est le conjugé de a et x2 signifie "x au carrée", [a], module de a

a(l)=0; m(l)=1;

a(2)=11; m(2)=2;% ici Mt=2 est les nombre de poles
a(3)=1i; m(3)=0;

a(4)=0; m(4)=0;

a(5)=0; m(5)=0;

j=1; D=1; p=1; pmax=0;

while (m(j) ~= 0)

if imag(a(j))== 0
pmax=pmax+tm(j) ;
D=D* (x-a(j))"m
else
pmax=pmax+m(j) ;
D=D* (x"2-2*Re (a (J)) *x+ (abs(a(3)))"2) "m(3);
end
Mt=3;
j=j+1;
end
F(pmax)=0*x;
D; Mt; Dpa=1l;

Nt /D
% Mt est le nombre racines réelles ou complexes a partie imaginaire
positive j est 1'indice de ces racines j=1, 2, ... Mt.
for j=1:Mt
a(j)
Da=1;
for 3j=[1:3-1 j+1:Mt ]
if imag(a(jj))== 0
Da=Da* (x-a(jJj)) " "m(373)
else
Da=Da* (x"2-2*Re (a(3jj)) *x+t(abs(a(jj)))"2) ™ m(jj);
end
end
if imag(a(j))~= 0
Da0O=Da;
Da=Dal0* (x-conj (a(3j))) "m(3);
Dpa=Dal* (x=(a(J))) " m(J);
end
Da; Dpa;
Decomp3 a m(a(j),m(3j),Da,Dpa);
end
F % liste des éléments simples
SFF %$la fraction rationnelle décomposée

Résultat (présente les éléments simples; séparés par des virgules au lieu
de +)

11 1, 1,
1 3 2 2 2
x' x—i’ x+i'(x—i)2 (x+1i)?
function [ Decomp ] = Decomp3 a m( a, m, Da, Dpa)
syms x ;
global aj F FF p
aj=a;
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for k=m:-1:1
A(k)= 1/(factorial(m—k))*dN_Da(Da,m—k);
if imag(aj)~= 0
B(k)= 1/(factorial(m—k))*dN_Dpa(Dpa,m—k);
end
end
for k=1:m
F(p)=A(k)/ (x-a)"k;
FF=FF+F (p) ;
p=p+1;
if imag(aj)~= 0
F(p)=B(k)/ (x-conj (a)) "k;
FE=FF+F (p); p=p+l;
end
end
end % pour la fonction ignorer dans les hoerachies
function [Dpa] = dN_Dpa (Dpa,d)
syms x ;
global aj Nt
fa = Nt/Dpa;
T=diff (fa, x, d); Dpa=sym(subs (T, conj(aj))):
End
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