
MAT242 Examen final
Aucun document autorisé. Calculatrices et téléphones portables

interdits.

Exercice. [15 pts]

1) [2+4] Calculer les rayons de convergence des séries entières

∑
n≥0

(1 +
1

n
)n

2

xn,
∑
n≥0

(cos(
1

n
)e

1
n − 1)xn.

2) Soit l’équation différentielle 2x(1+x)y′′+(5x+3)y′+y = 0, y(0) = 1.

On cherche les éventuelles solutions développables en série entière au-

tour de 0. On suppose donc qu’il existe une série entière f =
∑
n≥0

anx
n

avec un rayon de convergence R > 0 telle que la fonction y = f(x) soit
solution de l’équation.

a) [3] Montrer (en justifiant soigneusement vos calculs) que a0 + 3a1 =
0, et (2n+ 3)an+1 + (2n+ 1)an = 0 pour tout n ≥ 0.

b) [2] Montrer par récurrence que an =
(−1)n

2n+ 1
pour tout n ≥ 0.

c)[1.5+0.5] En déduire la valeur de R. Expliquer rapidement pourquoi
l’équation différentielle a effectivement une solution développable en
série entière.

d) [2] Montrer que f(x) =
arctan(

√
x)√

x
pour tout x ∈]0, 1[.

Problème. [25+ (2)] Soit 0 < α < 1. Un des buts de ce problème est

de calculer l’intégrale impropre

∫ +∞

0

tα−1

1 + t
dt.

Question facultative. [2 (Bonus)]Justifier la convergence de l’intégrale
(attention, il y a aussi un problème en 0).

Partie A.[13]

A1. Soit la série de fonctions t ∈ [0, 1[7−→
∑
n≥1

(−1)ntn+α−1 ∈ R.

a) [0.5] Montrer que cette série de fonctions converge simplement sur
[0, 1[.

b) [1+2]Étudier sa convergence normale sur [0, 1[, puis sur un intervalle
de la forme [0, a], 0 ≤ a < 1.

c) [1.5] La convergence est-elle uniforme sur [0, 1[ ?
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2

A2. [2] Montrer que pour tout 0 ≤ a < 1, on a

∫ a

0

tα−1

1 + t
dt =

aα

α
+∑

n≥1

(−1)nan+α

n+ α
=

∑
n≥0

(−1)nan+α

n+ α
.

A3. Soit la série de fonctions x ∈ [0, 1] 7−→
∑
n≥0

(−1)nxn+α

n+ α
∈ R.

a) [2] Montrer que cette série converge uniformément sur [0, 1].

b) [1.5] En déduire soigneusement que

∫ 1

0

tα−1

1 + t
dt =

∑
n≥0

(−1)n

n+ α
.

A4.

a) [1] En utilisant un changement de variables, montrer que

∫ +∞

1

tα−1

1 + t
dt =∫ 1

0

t−α

1 + t
dt.

b) [0.5+1]En déduire que

∫ +∞

1

tα−1

1 + t
dt =

∑
n≥0

(−1)n

n+ 1− α
, puis l’égalité

∫ +∞

0

tα−1

1 + t
dt =

1

α
+
∑
n≥1

2(−1)n−1α

n2 − α2
.

Partie B. [12] Soit f : R −→ R l’unique fonction 2π-périodique telle
que f(t) = cos(αt) pour tout t ∈ [−π, π[. On note an(f) et bn(f), n ≥ 0
les coefficients de Fourier de f .

B1. [1+1+2] Esquisser le graphe de f . Énumérer sans justification les
propriétés de régularité de f (Ci/Ci par morceaux...) Donner la valeur
de bn(f) pour n ≥ 0 (en justifiant).

B2. [1+3] Montrer que a0(f) =
2 sin(πα)

πα
et que an(f) =

2(−1)n−1α sin(πα)

π(n2 − α2)
pour n ≥ 1.

B3. [3+1]En déduire soigneusement la valeur de la série
∑
n≥1

2(−1)n−1α

n2 − α2
,

puis la valeur de

∫ +∞

0

tα−1

1 + t
dt.


