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Introduction générale

Les travaux qui vont suivre sont issus d’une remarque simple mais d’une
importance fondamentale sur la régularité des variations de la puisssance
de chaque nombre premier P,, dont la puissance est notée «,,, dans le cas
de la factorisation d’un nombre entier positif N > 2. L’étude sera divisée
en plusieurs parties car elle fait intervenir plusieurs formules utiles pour
atteindre cet objectif. Nous terminerons en donnant simplement une formule
unique permettant cette factorisation d’un nombre entier en produit de
nombres premiers.

Je précise que je suis 'auteur unique de ces réflexions, de ces démonstrations,
de ces travaux et de leurs conclusions, et du contenu de ces 6 chapitres dont
le plan est donné précédemment.

Je désire par avance prévenir le lecteur que je ne suis pas mathématicien ou
scientifique de profession. J’ai pourtant un gott et un intérét tres prononcé
pour ces diciplines, et les themes de la logique en général, activités auxquelles
j’aimerais participer davantage. J’aime m’intéresser avant tout aux problemes
non résolus. Pour cette raison, on pourrait trouver que mes démonstrations
seraient peut-eétre un peu rapides, mais je donnerai des exemples en nombre
suffisant lorsque nécessaire pour vous convaincre de I'importance d’un phéno-
mene qui semble se manifester dans un ordre, et non pas au hasard. Je
me suis intéressé de tres pres aux nombres premiers apres m’étre intéressé
aux systemes réguliers auxquels j’ai trouvé des formules en marge de ma
formation scolaire. Je pense désormais que les nombres premiers apparaissent
de maniere réguliere, je désire donc informer le plus possible sur mes décou-
vertes. Il existe une formulation pour dire que les nombres premiers ne
sont divisible que par 1 et par eux-méme, il doit donc exister une formule
équivalente pour l'exprimer aussi en langage mathématique. Le but est
clairement de connaitre de maniere précise la répartition des nombres premiers,
ou a quels “moments” ils apparaissent. Pour cela, les travaux sont divisés
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en deux ensembles importants. Un Premier Chapitre qui porte sur la
factorisation d’un nombre entier en produit de nombres premiers, les deux
chapitres suivants portent sur la répartition exacte des nombres premiers.
Il m’a semblé intéressant d’aborder un Deuxieme Chapitre du fait des
propriétés de fonctions étudiées dans le Premier Chapitre. En effet, celui-
ci permettra d’établir des liens intéressants entre divers fonctions connues
(notamment les polynomes & coefficients entiers). Le Troisieme Chapitre
donne la répartition exacte des nombres premiers (en conséquence des formules
étudiées dans le premier et dans le Deuxiéme Chapitre).

Par conséquent et j’insiste sur ce point, ces travaux sont plus une réflexion
permettant de fournir des réponses théoriques aux problemes liés aux nombres
premiers qu'une méthode pratique pour parvenir a des calculs rapides.

L’étude du Quatrieme Chapitre se propose au contraire de rechercher une
méthode pour rendre optimal le calcul des nombres prmiers (partiellement
vue en Chapitre 1), I'objectif étant de les rendre exploitable en pratique,
ce qui en fait un chapitre nettement plus ambitieux.

Le Cinquiéme Chapitre permet de développer des approches strictement
logiques, mais aussi philosiques qu’il m’a semblé intéressant d’exposer. Il est
au moins aussi important que les autres étant donné qu’il permet de nous
guider au Sixieme Chapitre en donnant un ensemble de regles utiles pour
une orientation vers la représentation de phénomenes physiques.

Finalement, et s’appuyant sur les chapitres précédents, ce Dernier Chapitre
se propose d’établir un lien avec des phénomenes physiques cycliques, et
notamment un lien avec des phénomenes quantique (mathématiques appli-
quées), en faisant la synthese des points essentiels que nous allons étudier au
cours de cette théorie.

A noter :

Une démonstration plus complete de ce qui va suivre est proposée dans
la partie intitulée “2 Démonstration compléte” (page 43). La partie
“1 Factorisation et mécanique des puissances” (page 11) n’étant ici que
pour appuyer et renforcer par des exemples précis la partie démonstration.
Celle-ci permet également de s’accoutumer et a se persuader du phénomene
régulier qui se produit concernant les nombres premiers.



Rappels

- Tout d’abord, Il a déja été démontré de plusieurs manieres différentes
dans I'Histoire qu’il existe une infinité de nombres premiers.

- Rappelons que tout nombre N € N, tel que N > 2, est factorisable en
produit de nombres premiers P, € P (n € N, n > 1) de cette maniere :

— a1 a2 a3 Qi
N =P" x P, X P3® x ... x P}

avec P =2, et tel que P, < P < Py < ... < P,,
P, P, Ps, ..., P, étant des nombres premiers consécutifs
(c’est—é—dire P1 = 27 P2 = 37 P3 = 5, P4 = 7, P5 = ]_1)

- Nous pourrions nous limiter & un nombre de termes “utiles” (limité
par n) ou encore écrire N sous la forme d’un produit d’une infinité de
nombres premiers P, :

n=1

Dans ce cas, les termes non utiles aurant leur puissance «,, = 0 (notamment
tous les P, supérieur au plus grand nombre premier utile a la factorisation).

- Mais il faut aussi noter que nous aurions pu écrire ce nombre comme
produit de tous les nombres entiers M; € N, M; > 2 ainsi :

1——+00

N=]] ()™

i=1

Dans ce cas, nous pouvons ramener cette formule a la formule précédente
car les seuls termes utiles sont ceux contenant des nombres premiers.

En effet, la plupart des puissances a; pourront étre égales a 0, notamment
lorsque M; ¢ P, et, dans le cas ou M; € P, lorsque M; n’est pas un

nombre premier utile a la factorisation de N.



Remarque préalable

Nous noterons que :

n—-+o0o

N=P, si Z () =1

n=1
Remarquons ici aussi que nous pourrions nous limiter a une somme de termes
utiles plutdt qu’a une somme infinie (Ce que nous tenterons de faire).



1

Factorisation et mécanique
puissances

Commencons par la formule suivante :

n—-—+o0o

N = H (Pn)an

n=1

Avec P, € P (ne N, n > 1),
avec P =2 et tel que P, < P, < P3 < ... < Py,

P, P, Ps, ..., P, étant des nombres premiers consécutifs
(c'est-a-dire P, =2, P, =3, Py =5, P, =7, P; =11...).

Rappel évident :
ay correspond a la puissance de P;
s correspond a la puissance de P

as correspond a la puissance de Ps

«, correspond a la puissance de P,

des

Nous pouvons construire un tableau de référence T.R.1 (qui est immuable)
ou la premiere colonne représente N, et toutes les suivantes représentent les

a, qui correspondent a N :

Exemple préalable pour N =12, N =22 x 3! x5 x 79 x ... x P,° x ...

Doncay =2;a=1; 03 =0; a4 =0; ... o, =0; ...
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14
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17
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21
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33
34
35

36
37
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T.R.1




La compréhension de ce tableau est essentielle pour la suite de ’étude de la
factorisation d’un nombre entier. Nous remarquons aisément des symétries
et des régularités a l'intérieur de chaque colonne. De plus, les données de
ce tableau sont immuables (elles seront toujours constantes) : nous pouvons
donc nous en servir en permanence. Par la suite, nous allons donner une
représentation graphique a ces données, et pour plus de lisibilité, nous allons
lier chaque point du graphique par des segments (ceux-ci ne représentant donc
pas une continuité, puisque passer d’un nombre entier a un autre invoque
nécessairement la discontinuité). Comme nous allons le voir, et pour N un
nombre entier positif, chaque graphique correspondant a une puissance «,
est assimilable a une “onde” qui peut étre décomposée en somme de plusieurs
ondes plus simples.

Remarque :

Le tableau de référence T.R.1 peut étre construit de maniere “mécanique”,
une fois que 'on comprend comment se répetent (par symétries) et s’incrémen-
tent les valeurs dans une colonne «,,. Nous pouvons déja constater facilement
qu’un nombre N est un nombre premier si et seulement si la somme de toutes
les valeurs de «, (pour un nombre N, cela correspondant a une ligne compléte
de valeurs de a,) vaut 1.



1.1 Etude de la puissance de 2

Colonne aq, correspondant a P = 2 :

VAPV S, TSR SN, VA S ; —F a3l
01 2 345 6 78 910111213 1415 1617 18 19 20

Il est important de garder a ’esprit que de cette maniere, nous avons regroupé
tous les multiples de 2 (c’est-a-dire P;) grace a la “courbe” de a;.

On distingue clairement ces symétries sur des longueurs finies :

Une Symétrie verticale S; en N = 2 de Longueur L; = 2 sur 'axe N;
Une Symétrie verticale Sy en N = 4 de Longueur Ly = 6 sur 'axe N;
Une Symétrie verticale S3 en N = 8 de Longueur L3 = 14 sur l'axe N;
Une Symétrie verticale Sy en N = 16 de Longueur L, = 30 sur 'axe N;

Et pour a e N, a > 1:

Une Symétrie verticale S, en N = (P;)* de Longueur L, = 2.(P;)* — 2 sur
I'axe N.

Notons aussi que le nombre de répétition R, des sommets de méme hauteur
jusqu’a 'axe de symétrie est réguliere et que :

Pour S;,ona Ry =P —1
Pour S,, ona R, = P, — 1

Pour comprendre que la “courbe” «; est réguliere, nous devons garder a
I’esprit qu’elle dépend directement de N. Car dans le cas de cette courbe, Py
voit logiquement sa puissance oy s’annuler lorsque N est impaire (c’est-a-dire
lorsque N n’est pas multiple de 2) : c’est-a-dire une fois sur 2. Le reste de la
construction est aussi simple car dans les nombres paires restant, nous avons



ceux qui sont multiples de 2', ceux multiples de 22, ceux multiples de 23, ...
ceux multiples de P

Or, cette fagon de procéder nous donne directement la construction de la
courbe a; comme une superposition d’une infinité de courbes plus simples,
que nous pouvons décomposer comme un somme de courbes a; , (avec x € N,
r>1):

01 2 345 6 78 91011 1213 1415 1617 18 19 20
al,2

AN AN

01 2 345 6 78 91011 1213 1415 1617 18 19 20
al.3

ST\Q""”/\LLL'.L'/\;;;N

2 345 6 78 910111213 1415 1617 18 19 20

2 34 5 E ?EI 91{)11 12131415151?13192{)

' ' .xM
0 1 2 34 5 E TEI 91':'1112131415151713192(1

Ces courbes sont répétées d'un sommet a 'autre de maniere réguliere (la
longueur entre chaque sommet est identique) et infinie.

Nous avons donc :



Nous devons prendre en compte le caractere périodique de chaque oy , pour
la construction de leur courbe. les fonctions recherchées devront donc refléter
cette périodicité. De plus, nous devons avoir oy, = 1 pour N = 0. Nous
sommes dans le cas de la fonction SINUS. De plus a5 , n’admettant pas de
valeur négative mais seulement les valeurs 0 et 1, nous devrons élever cette
fonction au carré. De la, nous déduisons facilement «; ;. Pour les courbes
suivantes, nous devons simplement trouver le moyen d’avoir une fonction
nulle pour certaines valeurs de N réparties régulierement, ce que permettent
les fonctions polynomiales lorsqu’elles sont associées a la fonction SINUS.
Nous devons finalement diviser ce polynéme P(N) par une fonction qui nous
permette d’avoir la valeur o , = 1 au moins tous les 2 pour N. c’est-a-dire
que la fonction SINUS élevée au carré doit valoir 1, ou encore :

sin 2 (%) =1 (avec d(N) le dénominateur).

Pour qu'un polynéme P(N) s’annule uniquement pour 1, il doit étre de la
forme : P(N) = (N —1).

Pour que ce polynome s’annule seulement pour 1 et pour 2, il doit étre de la
forme : P(N) = (N —1)(N — 2).

Pour qu’il s’annule seulement pour 1, pour 2 et pour 3, il doit étre de la
forme : P(N) = (N — 1)(INV — 2)(N — 3).

Pour qu’il s’annule seulement pour 1, pour 2, pour 3, ... et pour y € N,
y > 1, il doit étre de la forme : P(N) = (N — 1)(N — 2)(N — 3)...(N —y).

En admettant que N = 0 pour chacune de ces lignes précédentes, le polynome
sera non nulle, et c’est la valeur du dénominateur d(N) qui permet a la
fonction de prendre 1 pour valeur.



Avec pour a; 4 :

a1 = sin? ((N — 1).7T>
’ 2
a9 = sin? <(N — DN —2)(N — 3)-7T>
’ 1
U ((N 1) (N = 2)(N — 3)(N — 4)(N — 5)(N — 6)(N — 7),7T>
’ 32
L (N = 1)(N —2)...(N — 14)(N — 15).1w
e ( 2096 )
L (N = 1)(N —2)...(N — 30)(N — 31).7
e = S ( 134217728 >

Il y a un lien direct entre le numérateur et le dénominateur car il n’est pas
utile que ce dénominateur soit autre chose qu'une puissance de 2 (il suffit de
faire référence a la trigonométrie). En effet, le numérateur faisant intervenir
N, il sera composé en puissance de 2, on le remarque aisément en remplagant
N par 0 (pour des raisons pratiques ne génant pas la suite du raisonnement,
notons que cela fonctionne avec tout autre entier positif). Le dénominateur
doit alors obligatoirement aussi étre composé en puissance de 2 (au moins)
mais seulement d’une unité supérieure, ceci afin de permettre la validité des
courbes.

De plus, en comparant les “a; ,” , nous remarquons aussi une régularité entre
les termes de chaque numérateur (dans les parentheses) et encore une autre
régularité entre les termes de chaque dénominateur.



Ici, les valeurs de la puissance (de 2) dans le dénominateur d(N) sont 1; 2;
5; 12; 27; 58; ... Or :

= 211
= 222
= 223
12 = 244
27 = 2°-5
58 = 2°-6
= 2" -z

D’ou :

g = sin? | 7.

h=(2%-1)
[T &v-n
h=1
2

@)

Et voici donc la formule de la puissance «q pour P :




1.2 Etude de la puissance de 3

Colonne «y, correspondant a P, = 3 :

o2

L

o—xmmhm

_/\/\/\/\/\/\

01 2 345 6 78 9101112131415151?131920

Il est important de garder a ’esprit que de cette maniere, nous avons regroupé
tous les multiples de 3 (c’est-a-dire P») grace a la courbe de as.

De la méme maniere, des symétries apparaissent régulierement :

Une Symétrie verticale S; en N = 3 de Longueur L; = 4 sur 'axe N;
Une Symétrie verticale Sy en N =9 de Longueur Ly = 16 sur 'axe N;
Une Symétrie verticale S3 en N = 27 de Longueur L3 = 52 sur 'axe V;
Une Symétrie verticale Sy en N = 81 de Longueur L, = 160 sur I’axe N;

Et poura e N, a > 1:

Une Symétrie verticale S, en N = (P,)* de Longueur L, = 2.(FP2)* — 2 sur
I'axe N.

Notons aussi que le nombre de répétition R, des sommets de méme hauteur
jusqu’a ’axe de symétrie est réguliere et que :

Pour S;,ona Ry =P, —1
Pour S,, ona R, = " —1

Pour les mémes raisons que la courbe a;, ay est réguliere car elle aussi dépend
directement de N. En effet, dans le cas de cette courbe, P, voit logiquement
sa puissance ap s’annuler lorsque N n’est pas multiple de 3 : c¢’est-a-dire une
fois sur 3.



Le reste de la construction est aussi simple car dans les nombres restants,
nous avons ceux qui sont multiples de 3!, ceux multiples de 32, ceux multiples
de 33, ... ceux multiples de P,“2.

Or, cette facon de procéder nous donne directement la construction de la
courbe as comme une superposition d’'une infinité de courbes plus simples,
que nous pouvons décomposer comme un somme de courbes s , (avec z € N,
x>1):

a2,

A A AAAAAAAAAAS

T2 34T INNUREUBRTBUNAZBURRTAVN N RBUREITRN
al.l

T2 IA SR TEINNUBUBRTRNNALBURETEINNARNN .. H

Ces courbes sont répétées d'un sommet a l'autre de maniere réguliere (la
longueur entre chaque sommet est identique) et infinie. Nous avons donc :



De la méme maniere que pour les courbes de a; ,, nous utiliserons les mémes
fonctions utiles a la construction des courbes s , : c’est-a-dire les fonctions
sin?, les polynomes (N —1)(N —2)...(N —y) , et un dénominateur d(N) qui
devra étre nécessairement composé en puissance de 3.

Comme pour les courbes de oy ., en admettant que N = 0, le polynome sera
non nulle, et ¢’est la valeur du dénominateur d(/N) qui permet a la fonction de
prendre 1 pour valeur. En cela, la méthode est la méme que précédemment.
Mais la différence avec les courbes de o , apparait ici et pour la suite de
I’étude car nous devrons ensuite encore diviser I’ensemble par une valeur
précise pour que la formule finale ay , puisse prendre 1 pour valeur lorsque
N est un multiple de 3.

Avec pour g , :

sin?[(N — 1)(N — 2).7/3]

@21 sin?(7/3)

o — sin2[(N — 1)(N — 2)...(N = 7)(N — 8).7/3?]
2 sin?(7/3)

e — sin2[(N — 1)(N — 2)...(N — 25)(N — 26).7/3"]
23 sin?(7/3)

o sin2[(N —1)...(N — 80).7w/3%]
2 sin?(m/3)

o sin?[(N — 1)...(N — 242).7/3117]
0 sin?(m/3)

ATTENTION : Il est important de remarquer que cette regle n’est valable
que pour un nombre premier (ici, il s’agit de 3), car nous désirons construire
ce dénominateur d(N) de telle sorte qu’il “compte” le nombre concernant la
puissance de 3 qui résulte du calcul du polynome au numérateur. Clairement,
nous souhaitons obtenir au dénominateur une puissance de 3 qui soit d'une
unité supérieur a celle du numérateur (on exécute un calcul rapidement en
remplagant volontairement N par 0).
Poursuivons en comparant les “as ,” , nous remarquons aussi une régularité
entre les termes de chaque numérateur (dans les parentheéses) et encore une
autre régularité entre les termes de chaque dénominateur.



Ici, les valeurs de la puissance dans le dénominateur d(N) sont 1; 3; 11; 37;
117; ... Or :

1 = 331__11—1+1
3 = ?;)2__11—2“
11 = ?;)3__11—3+1
37 = ?;)4__11—4“
117 = ?;:__11—5+1
= 3;__11—954—1

D’ou :

h=(32-1)
. H (N —h)
=1

: h
sSin 3(35711_I+1>

a?,x -

sin?(m/3)
Et voici donc la formule de la puissance ag pour P, :

h=(3"—1)

=~ [ &W-h

2 h=1
3( 3;—_11 _$+1>

@2 = Z sin?(m/3)



1.3 Etude de la puissance de 5

Colonne ag, correspondant a P3 =5 :

o3

L

o = M W B

BN N NS

01 2 345 6 78 910111213 1415 1617 18 19 20

Il est important de garder a ’esprit que de cette maniere, nous avons regroupé
tous les multiples de 5 (c’est-a~dire P3) grace a la courbe de as.

Nous constatons aussi :

Une Symétrie verticale S; en N =5 de Longueur L; = 8 sur I'axe N;

Une Symétrie verticale Sy en N = 25 de Longueur Ly = 48 sur 'axe N;
Une Symétrie verticale S3 en N = 125 de Longueur L3 = 248 sur 'axe [V;
Une Symétrie verticale Sy en N = 625 de Longueur L, = 1248 sur 'axe N;

Et poura e N, a >1:

Une Symétrie verticale S, en N = (P3)* de Longueur L, = 2.(P3)* — 2 sur
I'axe N.

Remarquons aussi que le nombre de répétition R, des sommets de méme
hauteur jusqu’a l'axe de symétrie :

Pour S;,ona Ry =P;—1
Pour S,, ona R, = P3* — 1

Pour les mémes raisons que la courbe a;, ag est réguliere car elle aussi dépend
directement de N. En effet, dans le cas de cette courbe, P voit logiquement
sa puissance ag s’annuler lorsque N n’est pas multiple de 5 : c¢’est-a-dire une
fois sur 5.



Le reste de la construction est aussi simple car dans les nombres restants,
nous avons ceux qui sont multiples de 5!, ceux multiples de 52, ceux multiples
de 53, ... ceux multiples de P33,

Or, cette facon de procéder nous donne directement la construction de la
courbe a3 comme une superposition d’une infinité de courbes plus simples,
que nous pouvons décomposer comme un somme de courbes as , (avec x € N,
x>1):

add

|]1 2IABE TSN U BIT BB NANBARY ... 65

Ces courbes sont répétées d'un sommet a 'autre de maniere réguliere (la
longueur entre chaque sommet est identique) et infinie. Nous avons donc :

T—+00

a3 = Z (a3)

=1



De la méme maniere que pour les courbes de as ,, nous utiliserons les mémes
fonctions utiles a la construction des courbes ag, : c’est-a-dire les fonctions
sin?, les polynomes (N —1)(N —2)...(N —y) , et un dénominateur d(N) qui
devra étre nécessairement composé en puissance de 5.

Comme pour les courbes de oo ,, en admettant que N = 0, le polynome
sera non nulle, et c’est la valeur du dénominateur d(N) qui permet a la
fonction de prendre 1 pour valeur. En cela, la méthode est la méme que
précédemment. Et comme pour les courbes de asy,, nous devrons ensuite
encore diviser I’ensemble par une valeur précise pour que la formule finale
o, puisse prendre 1 pour valeur lorsque N est un multiple de 5.

Avec pour az, :

sin2[(N — 1)(N — 2)(N — 3)(N — 4).7/5]

e (/3

o o) — sin2[(N — 1)(N — 2)...(N — 23)(N — 24).7/5%)
o sin?(/5)

e SIOCIN = (N = 2).. (N — 123)(N — 125).7/5%]
e sin2(7/5)

o SN 1N = 2)... (N~ 623)(N — 624).7/5'%
o sin?(r/5)

s ?[(N — DV = 2). (N - B124)(N — 3125).7/5
v Sn?(r/5)

ATTENTION : Il est important de remarquer que cette regle n’est valable
que pour un nombre premier ici aussi (il s’agit de 5), car nous désirons
construire ce dénominateur d(N) de telle sorte qu’il “compte” le nombre
concernant la puissance de 5 qui résulte du calcul du polynéme au numérateur.
Clairement, nous souhaitons obtenir au dénominateur une puissance de 5
qui soit d’une unité supérieur a celle du numérateur (on exécute un calcul
rapidement en remplagant volontairement N par 0).

Poursuivons en comparant les “a3,” , nous remarquons aussi une régularité
entre les termes de chaque numérateur (dans les parentheéses) et encore une
autre régularité entre les termes de chaque dénominateur.



Ici, les valeurs de la puissance dans le dénominateur d(N) sont 1; 5; 29; 153;
777 ... Or:

511
1 = 141
5-1 T
521
5 = 241
5-1 -
5 — 1
29 = 341
5—1 "
5 —1
153 = 441
51
5 — 1
T = — 541
5—1 °F
50— 1
- o+
5_1 T
D’ou :
h=(5%—1)

=~ [ &W-n

=1

: h
Sin 5(5;0711_“_1)

asg ¢ =

sin?(m/5)

Et voici donc la formule de la puissance az pour P :

h=(5%—1)

=~ [ &W-h

2 h=1
5(5;—_11 _$+1>

@ = Z sin?(m/5)



1.4 Etude de la puissance de 11

Colonne «j, correspondant a Ps = 11.

Dorénavant, comme nous allons le voir, la maniere de rédiger les formules est
identique a partir de ag jusqu’a «,,. Mais prenons encore un exemple avec
as avant la généralisation (les explications seront plus breves pour as).

I]1 2345678 H}H121314151E-1T131?2%2122232425252’1’2‘82?30313233

Il est important de garder a ’esprit que de cette maniere, nous avons regroupé
tous les multiples de 11 (c’est-a-dire P5) grace a la courbe de as.

Pour @ € N, a > 1 : une Symétrie verticale S, en N = (P5)* de Longueur
L, =2.(P;)* — 2 sur l'axe N.

as est réguliere car elle dépend directement de N. as est composée de la
somme d’une infinité de courbes plus simples que nous noterons as;, (avec
reN z>1):

(voir page suivante)



IJ T2345 8T8 MM BITRIVDNLBURBLE ... 1464

Ces courbes sont répétées d'un sommet a l'autre de maniere réguliere (la
longueur entre chaque sommet est identique) et infinie. Nous avons donc :

T—+00

a5 = Z (045,35)

=1

Avec pour as, :

sin?[(N — 1)(N — 2)...(N — 10).7/11]

Q51 = Sin2(7r/11)

e — Sin2[<N — 1)(N — 2)(N — 120).7‘(’/1111]
v sin2(r/11)

o sin¥[(N 1N = 2)..(N ~ 1330).7/11]
v sin2(w/11)

o sin?[(N = DN = 2)...(N — 14640) /111

sin?(7/11)



ATTENTION : Cette regle n’est valable que pour un nombre premier (ici,
il s’agit de 11). Nous souhaitons toujours obtenir au dénominateur une
puissance de 11 qui soit d’une unité supérieur a celle du numérateur (on
exécute un calcul rapidement en remplagant volontairement N par 0).

Ici, les valeurs de la puissance dans le dénominateur d(N) sont 1; 11; 131;
1461; ... Or :

1 = ' -1 141
11-1

11 = 1F -1 241
C11—-1

131 = 1P -1 3+1
C11—-1
114 -1

1461 = 441

11—1 +

11 — 1 1

= —x

11—1

Ce qui, au passage, nous permet de prédire la prochaine valeur du dénominateur
d(N) pour a5 (ainsi que toutes les valeurs suivantes) :

16101——115_1 541
11—1
D’ou :
h=(11%—1)
= [ W-n
2 h=1

S11 1171

11( 11—1 _w"‘l)

as= ) sin2(rr/11)



1.5 Etude de la puissance de Pn

Colonne «,, correspondant a P,.

Nous avons une Symétrie verticale S, en N = (P,)* de Longueur
L, =2.(P,)* — 2 sur 'axe N.

Avec un nombre de répétition R, des sommets de méme hauteur jusqu’a I'axe
de symétrie :

Pour S;,ona Ry =P, —1
Pour S,,ona R, = P,* —1

a,, est réguliere (comme précédemeent) car elle dépend directement de N. «,
est composée de la somme d’une infinité de “courbes” plus simples que nous
noterons oy, (avec z € N, x > 1) :

h=(Pp=—1)
=~ ] ~v-h
sin 2 h=1
p (h5i—at)
T——400

W= Z sin?(mw/P,)

Apres vérification, nous pouvons aisément constater que cette formule inclu
également oy (pour P, = 2), ce qui est intéressant si nous nous donnons pour
objectif de généraliser.



Il est important de garder a l'esprit que de cette maniere, nous regroupons
tous les multiples de P, grace a ce systeme de “courbes” de «,. Ainsi, le
calcul entre le dénominateur et le numérateur dans le “sin?” permet d’obtenir
exclusivement :

- Un nombre rationnel multiplié par 7 sous la forme 2c.7/P,
(avec ¢ € N) pour les nombres premiers impaires, de telle sorte que

(2¢t1).7/P, = d.7 (avec d € N), et donc un nombre rationnel multiplié
par m sous la forme :

(d.P, £1).7/(2.P,) ce qui permet o, = 1.

Et aussi un nombre rationnel multiplié par 7 sous la forme (2c+1).7/2
(avec ¢ € N) pour P; = 2 qui est le seul nombre premier paire.

Ou bien

- Un nombre entier multiplié par 7 et donc directement oy, = 0, sauf pour
le cas ou P, n’est pas connu et si nous le supposions égale a 4 : pour
x = 1 (seulement), nous obtenons apres calcul un nombre rationnel
permettant a,, = 2 pour tout N multiple de 4 alors que nous désirons
avoir o, = 0 pour tout N dans ce cas (étant donné qu’en supposant
P, = 4 pour ce cas, 4 n’est pas un nombre premier). Nous allons donc
aborder une étape supplémentaire pour résoudre ce probleme.



1.6 Probleme lorsque Pn est inconnu

Il est primordial de constater que la fonction o, est construite de telle maniere
que la formule d(N) du dénominateur ne se calcule qu’en fonction d'un
nombre premier et non d’'un autre nombre, c’est-a-dire que sans connaitre
ce nombre premier, nous pouvons maintenant remplacer P, par un entier
quelconque supérieur a 1, et obtenir un résultat tres proche du résultat
généralisé. Mais si nous nous arrétions ici, nous rencontrions un probleme si
nous supposions que nous ne connaissions pas les nombres premiers dans le
cas suivant :

Si nous supposions en particulier que P, = 4, nous constaterions que les
résultats obtenus seraient inexactes car la formule est incomplete. Effec-
tivement, o, = 2 pour N multiple de 4. Nous devons donc construire une
fonction qui nous permette de corriger ce probleme. C’est-a-dire que nous
devons construire une fonction f(N) qui s’annule tous les multiples de 4 et
qui vaut 1 sinon, ceci afin de ne pas perturber les résultats donnés par le
reste de la formule, ce qui nous permettra de la multiplier a a, :

a, = f(N).ap

Avec sur le méme principe de construction que dans les parties précédentes
(sachant que ce que nous recherchons est une fonction complémentaire a celle
de la fonction SINUYS) :

n = . cOS 2 (%.(Pn —1)(P, — 2)(P, — 3))

v=3
Qp = Q. CO8 2 (% H(P” - v))

v=1
Ainsi, nous aurons construit la formule «,, permettant de donner les valeurs
des puissances de chaque nombre premier P, sans méme avoir besoin de
connaitre P,. En effet, cette formule ayant une valeur nulle dans le cas
ou nous prendrions pour P, un autre nombre qu'un nombre premier, nous
pouvons davantage la généraliser et remplacer P, dans la formule «, par
M € N, M > 2. Dlailleurs, par la suite nous donnerons la formule de
factorisation sous les 2 formes.

Précisons encore que M est bornée par M € N, M > 2 car la formule de «,
construite contenant ’expression sin?(7/P,) sous le “grand” dénominateur,



si P, valait 1, le dénominateur vaudrait 0, or, la division par 0 est interdite.
D’autre part, la construction de la fonction «, n’est valable qu’a partir du
nombre 2 étant donné que tout nombre élevé a une puissance supérieur a
1 vaut autre chose que ce nombre lui-méme, ce qui n’est pas le cas pour le
nombre 1. En effet, lorsqu’on éleve le nombre 1 & une puissance quelconque
supérieur 1, on obtient toujours 1. Cette formule ne peut donc pas le
concerner.

Ceci exclu le nombre 1 de ’ensemble des nombres premiers de fagon naturelle,
c’est-a-dire sans supposition ni convention.

Evidemment, le nombre 0 est a exclure également des valeurs que peut
prendre M étant donné que cela amenerait aussi a effectuer une division
par 0.

tnd

Pn ZPn iPn 4Pn iPn 6Pn
tn.l
AN A AN AL A

Pn* 2Pn* iPn* 4Pn® 5Pn* fPn*
rn.d

Pn’ 2Pn’ Pn’ 4Pn’ 5Pn’ 6Pn’
rnd

Pn* Pnt Pnt dpn* ipnt fPn*

Notons que depuis le début de I'utilisation de ce systeme graphique, «;, .
vaut 1 seulement pour les multiples d’'un nombre premier, puis d’'un nombre
premier élevé au carré, puis d'un nombre premier elevé au cube, ... etc. Voici
donc une formule qui révele la mécanique des puissances pour la factorisation
d’un nombre entier en produit de nombres premiers.



- Breve explication sur le probleme rencontré pour l’hypothése de P, = 4 :

Pour x = 1, pour P, = 4 et pour cette partie de la formule de «,, :

h=(P,"—1)
N—h
o= _ (N =N —2)(N =3)
p, (=t —t1) 4

Or, lorsqu’on remplace (volontairement) N par 0, le résultat est un nombre
rationnel pour cette partie de la formule. D’ailleurs, pour tout x entier, le
résultat sera de la forme :

21 by
402

avec ap, as, az et by € N et b; non multiple de 2.

Ce qui revient a écrire, pour as = 1+ as :

2u1 b, 2a—as) p

4a2 2
Ou dans le cas de x = 1, nous avons a; = az = 1, d’ou il résulte un nombre

b
rationnel de la forme 5 permettant oy, = 2 (alors que pour > 2, nous avons

a; > ag, d’ou il résulte un nombre entier permettant o, = 0). Il nous fallait
donc une fonction complémentaire & la fonction “sin?” qui, multipliées entre
elles valaient 0, précisément dans les cas recherchés.

ATTENTION :

Voir la partie “2 démonstration compléte” (page 43) pour des explications
approfondies.



1.7 Formule D(N) de factorisation d’un Nombre

Entier

Rappelons que nous avions noté :

Or, nous connaissons maintenant a,, et f(N) nous permet de contourner le
probleme de P, inconnu, nous pouvons donc déduire une formule pour N :

h=(P,*—1)

(Attention, il s’agit bien de crochets dans ces formules, et non des symboles

des “valeurs absolues” , ni de ceux des “parties entieres” :

ils ont donc la

méme fonction que de simples parentheses, ils contiennent «,, ¢’est-a-dire la

puissance de F,).

Comme nous avions aussi noté (avec M; € N, M; > 2) :

Or nous avons vu (rapidement) que la formule D(N) pouvait s’appliquer
pour tout entier M € N, M > 2 (voir “breve explication” précédemment,
dans la partie “1.6 Probleme lorsque P, est inconnu” page 32, ou pour
la démonstration dans la partie “2 démonstration compléte” page 43).




Notons M; cet entier M pour faire directement le lien avec cette derniere
formule. Nous pouvons donc aussi déduire une autre formule équivalente
mais “plus générale” pour N :

' 3 h=(M"-1)
7r
cos? (ZH(M - v)) R . H (N —h)
I pIT] p—
sin2(w/M) VG = an)

M-—-1

M—+o00

N=D(N)= ][] M!

Notons cette grande formule de Décompostion (ou factorisation) de N
en produit de facteurs premiers D(N), et appelons cette formule D(V)
la “Décomposée” de N :

N = D(N)




1.8 Simplifications possibles pour D(N)

- Restriction du nombre de termes du “grand produit” :

Pour éviter d’avoir a effectuer un calcul infini comme le suppose la formule
de D(N), remarquons que le nombre de termes “utiles” a la foctorisation
d’un nombre entier en nombres premiers est toujours fini. D’ailleurs, le plus
grand de tous ces termes ne peut étre plus grand que N lui-méme. Mais si
N est un nombre premier, alors le plus grand terme est au maximum égal a
N. Notons :

Mi < N ou (comme nous en venons d’en convenir) M < N

Nous pouvons ainsi borner le produit comme ceci :

[ v=3 h=(M*-1)
cos? (%H(M —v)) oo . H (N —h)

v=1 s 2 h=1
sin2(w /M) ' ; - ViG Suan)
M=N
N=DWN)= ][ M
M=2

Remarquons que cette formule devient plus restrictive pour N puisqu’elle
n’admet pas N < 2. En effet, cette formule induit de traiter les nombres
N pour lesquels N € N, N > 2. Ceci reste cohérent dans le sens ol
nous pouvons considérer que pour le cas de N = 1, il ne peut pas y avoir
explicitement de nombre premier qui compose ce nombre.

Une borne ayant été donnée pour le “grand produit” [] des termes associés
a M, il nous reste a borner la “grande somme” > des termes de “sin?”, ce
qui va étre plus délicat. En effet, pour remplacer cet “infini”, nous allons
rechercher une formule de Restriction R,, pour x nous permettant de limiter

les calculs aux calculs utiles, ou en tout cas, a moins de calculs inutiles.




- Recherche d'une formule de Restriction R, pour la “grande somme”:

Pour un nombre entier N > 2, nous souhaiterions restreindre la grande
somme Y des termes de “sin?” & la puissance maximale qui sera utile pour
I’ensemble des nombres premiers concernés par le calcul. Rappelons que
cette grande somme sert a “calculer” la puissance d’'un nombre premier de
la factorisation de V.

Etudions cette formule par le biais d’un tableau, par exemple pour P, = 2 :

| N | ai(réel) | o (recherché) |

1 0 0
2 1 1
3 0 1
4 2 2
5 0 2
6 1 2
7 0 2
8 3 3
9 0 3
10 1 3
11 0 3
12 2 3
13 0 3
14 1 3
15 0 3
16 4 4
17 0 4

Pour les valeurs de N en rouge :

N = (P) (avec j € N)

In N
lnP1

Donc j =

Nous aimerions borner j a o].



Dans tous les cas de P,, nous souhaitons avoir :

R, =1 pour (P)!
R, =2 pour (P,)?

R, =3 pour (P,)?

Ry=j pour  (F)

Pour N = (P,)’

In N
In P,

j=

Représentation graphique de la formule R,, recherchée :
Fn
L]

5 . . . . . . L e e e e e e e e e e e e e e e

4
1
0

1 .. Pn .. Pn Pn
> La courbe noire est celle de R, = 7 , la formule de restriction recherchée.

In N
In P,

> La courbe rouge est celle de j =



Cependant il est possible de donner un encadrement :

Pour N € [(P,); (P, —1]

=R,=7J
[ v=3 h=(M?*-1)
cos 2 (E.H(M—v)) R . H (N —h)
4 v=1 . Zn Sin2 h=1
sm2(r/M) L V=
M=N
N=DWN)= [[ m
M=2

Mais cette borne n’étant pas pleinement satisfaisante (car elle sous-entend
de connaitre déja les nombres premiers), il serait de loin préfererable de
construire de maniere exacte la fonction R,, recherchée (en noire sur le gra-
phique). Pour cela, nous devrons faire appel a d’autres fonctions dont
I'étude est faite en partie “3 Formules Courtes” page 139 (notamment
une fonction d’Impulsion Premiere J, définie en page 146) , afin de donner
la fonction R, dans la sous-partie “3.6 Formule de restriction RM(N)”
(page 158). Nous ne reviendrons donc pas sur cette étude, nous nous conten-
terons maintenant de donner cette fonction pour finaliser la formule. Comme
il est nécessaire de comprendre les démonstrations qui suivront cette partie
pour comprendre cette fonction de restriction, il serait plus judicieux de
poursuivre et de ne pas tenir rigueur (pour I'instant) du manque d’explications.

En notant la grande formule D(N) ainsi :

M=N
N =D(N)= [ M~
M=2
Notons RM (N) la fonction de restriction en fonction du nombre M (toujours
dans I’hypothese ol le “n’™¢” nombre premier n’est pas connu, et ot l'on
remplace P, dans la formule an par M, ce qui nous donne la formule a,y).




Avec J la fonction d’Impulsion Premiere définie d’apres ’étude consacrée a
RM (N), nous avons :

b=a k=Mb-1
RM(N)=) 1-3| J[ W-k
b=1 k=0

O les calculs ne sont plus nécessaires (pour des valeurs de a croissantes) des
que :

k=0

Ce qui sous-entend finalement que les calculs ne sont plus nécessaires des que
N est une des valeurs entieres de 'intervalle [0; M — 1]

Plus précisément, si nous avons :

1_3r:Mﬁ 1(N—k;)] ~0

k=0
Et

)

k=0
Alors, la borne supérieur de = dans la formule de o, vaut x = a.

Grace a la fonction RM(N), nous pouvons limiter les calculs inutiles, sans
pour autant les éviter completement.






2

Démonstration complete

Dorénavant, certaines lettres qui vont étre utlisées seront les mémes que
précédemment, mais elles n’auront pas de lien entre elles (exemple pour les
variables comme a, comme b, comme ¢, comme d ou comme k ...). Nous
préciserons ce changement par une redéfinition des variables concernées.

2.1 Vue d’ensemble des étapes a suivre

Cette grande formule D(N) de factorisation d'un entier en produit de nombres
premiers peut étre vue comme un ensemble regroupant plusieurs “fonctions”
ayant chacune une “tache” précise a effectuer. C’est justement ce que nous
allons expliquer.

Tout d’abord, si nous reprenons la formule de «,, et que nous la réécrivons
sous cette forme :

h=(P,"—1)
-Avec F,= [ (N—h)
h=1
F, est la fonction qui permet & l'ensemble “sin?” de s’annuler de
maniere cyclique. F), permet d’annuler cet ensemble lorsque le nombre
de fois ou elle est divisible par P, est supérieur ou égale a F,.

43



T

P -1
Avec F, = ——— —z+1
vec P —1 x +

F, est la fonction qui permet de “calculer” la divisibilité de P, sur
[0; P,”] (les facteurs de P, dans les multiples de P, que 'on retrouve
dans le calcul de F},).

Fe
n

lorsque N n’est pas divisible par P,), soit un nombre de la forme
sin? (r.e/P,) (avec € € N et non divisible par B,).

. F,
Ainsi, le calcul de sin? <P P ) permet d’obtenir soit 0 (notamment

1
sin?(w/P,)
C'c est la fonction Coefficient Correcteur qui va permettre a o, de valoir
un nombre entier. En effet, sin? (7.c/P,) (comme précédemment avec
e € N et non divisible par B,) a la méme valeur que sin?(7/P,).

Avec Cc =

. F,
Ainsi, le calcul de sin 2 (P = ) permet d’obtenir soit 0 (lorsque N n’est

pas divisible par P,), soit 1 (lorsque N est divisible par P,). Ajoutons
que si nous remplacions P, par un autre nombre entier qui n’est pas un
nombre premier, le calcul permet aussi d’obtenir 0 (sauf pour P, = 4
a ce stade du développement).

Avec A = cos?[(P, — 1)(P, — 2)(P, — 3).7/4]

A est la fonction qui permet d’éliminer le défaut lorsque P, est inconnu
et qu’on le suppose égale a 4 (défaut pour x = 1 uniquement).

Avec R, = j Pour N € [(P,); (P,)"" —1]

R, est la fonction de Restriction permettant de limiter les calculs aux
nombres premiers P, < N.

Ainsi, si N est divisible par P,, la formule «, donne le nombre de
divisibilité(s) par P, sous la forme d’une puissance de P,.



2.2 Démonstration complete

Pour N € N, N > 2, N se décompose en produit de nombres premiers P, € P
tel que :

n—-+o0o

N=]] (2™

n=1

N ainsi défini contient nécessairement au moins un terme étant un nombre
premier premier P,. Supposons que P, ne soit pas connu. Nous désirons
savoir quelle est la “progression” de la puissance de «,, pour N.

Evidemment, nous savons déja que «, = 0 pour N non multiple de P,. «,
prend une valeur entiere si et seulement si NV est multiple de P,, c¢’est-a-dire
si:

N = t.P, (avec t € N, t > 1 car 1 n’est pas un nombre premier, par
convention).

Par exemple, si t = B, alors N = (P,)? et donc a,, = 2.
Tableau de référence T.R.2 :

(voir page suivante)



T.R.2

N [ ]
1 0
2 0
3 0
P, —1 0
P, 1
P, +1 0
2P, —1 0
2.P, 1
2.P, +1 0
Pr—1 0
P2 2
PZ+1 0
P2+2P,—1 0
P> +2P,=P,.(P,+2) 1
Pr+2P,+1 0
2.P2%—1 0
2.P72 2
2.P%+1 0
2.P°+P,—1 0
2.P,> + P, = P,(2P, + 1) 1
2.2+ P, —1 0
PS—1 0
P} 3
P2 +1 0
2.P% — P, —1 0
2.P,"" —P,=P,(P, V1) 1
2.2, — P, +1 0
2.P% —1 0
2.P, %" Qay,
2.P,% + 1 0
2.P% + P, —1 0
2.P% + P, 1
2P + P, +1 0




L’objectif est de trouver une formule qui permette d’obtenir «,, en fonction
de N.

Sachant que P, € P et que 1 n’est pas un nombre premier (par convention),
nous avons :

P,>(P,—1)>1

Aucun des nombres sur I'intervalle [1; P, — 1] n’est divisible par P,.



2.2.1 Remarques préalables sur le tableau de référence
T.R.2

> Reégle n°1 :
Nous pouvons relever ceci :

- Sur lintervalle |0; P, :

Il n’existe aucun multiple de P,.

- Sur l'intervalle ]0; P,?[ :
Il existe (P, — 1) multiple(s) de P,.
En effet, le dernier multiple de P, de cet intervalle vaut (P, — 1).P,.

De plus chaque multiple de P, est réparti régulierement : 1’écart entre
2 multiples de P, consécutifs vaut P,.

- Sur l'intervalle ]0; P,*[ :
I existe (P,? — 1) multiples de P,,
dont (P, — 1) sont multiples de P,>.
En effet, le dernier multiple de P, de cet intervalle vaut (P,* —1).P,
et le dernier multiple de P, de cet intervalle vaut (P, — 1).P,>.

De plus chaque multiple de P, est réparti régulierement : 1’écart entre
2 multiples de P, consécutifs vaut P,. De méme, pour chaque multiple
de P,?, leur répartition est réguliere : 1’écart entre 2 multiples de P,?
consécutifs vaut P,? (le raisonnement étant le méme pour la suite, il
est inutle de le réécrire a chaque fois).

- Sur lintervalle |0; P,*| :
Il existe (P,* — 1) multiples de P,,
dont (P,* — 1) sont multiples de P,?,
et dont (P, — 1) sont multiples de P,



- Sur lintervalle ]0; P,°[ :
1l existe (P,* — 1) multiples de P,,
dont (P,* — 1) sont multiples de P,?,
dont (P,? — 1) sont multiples de P,*,
et dont (P, — 1) sont multiples de P,*.

- Sur lintervalle |0; P, [ :
Il existe (P, Y — 1) multiples de P,,
dont (P,“»~% — 1) sont multiples de P,
dont (P,“»=% — 1) sont multiples de P,

dont (P,® — 1) sont multiples de P,
dont (P,? — 1) sont multiples de P,
et dont (P, — 1) sont multiples de P,

- De maniere générale, pour k € N tel que k£ < (o, — 1) :
Sur Uintervalle ]0; P,“"[ , qui peut encore s’écrire [1; P,*" — 1] :
I existe (P, ~*=Y _ 1) multiples de P,**Y,

dont la répartition de chaque multiples de P,*+V

écart entre 2 de ces multiples vaut P, *+Y.

est réguliere puisque



> Reégle n°2 :

par construction nous obtenons ce qui suit :

Soit t € N, ¢t > 1, nous avons (¢ — 1).P, est multiple de P,.

Il existe autant de multiples de P, sur les intervalles du type :
|(t —1).P,;t. Py

Il existe autant de multiples de P, sur les intervalles du type :
J(t —1).P,%t.B7

Il existe autant de multiples de P, sur les intervalles du type :
J(t —1).P> t.P,*|

Il existe autant de multiples de P, sur les intervalles du type :

J(t —1).P%t.P,Y

De maniere générale, il existe autant de multiples de P, sur les intervalles du
type :

|(t —1).P,*;¢.P,""[ qui peut encore s’écrire [(t — 1).P,*" + 1;t.P* — 1]



Ces multiples sont répartis de maniere “symétrique” dans le sens ou I’écart
entre 2 multiples consécutifs vaut P,. Ceci donne a «, des symétries qui
sont localisables sur ces intervalles. En effet, sur cet intervalle, le nombre de
multiples de P, se déduit ainsi :

(la longeur de l'intervalle est équivalente a la différence de ses 2 bornes)
(t.P —1)—[(t—-1).P*"+1] = P, —2

= B —P,+P,—2
= Pn'(Pn(an_l) - 1)+(Pn _2)

Le plus petit nombre premier étant P, = 2, les relations précédentes et
suivantes sont donc valables pour tout P,.

(factorisation également valable pour toutes les puissances de P,
intermédiaires possibles jusqu’a ceci)

=P, (P, — 1)+ (P —2)

(P, — 2) n’étant pas multiple de P,, nous avons toujours sur cet intervalle
(P, @»=Y — 1) multiples de P,.

(méme raisonnement pour toutes les puissance de P, intermédiaires)

P,(@n=1) _ 9) wétant pas multiple de P,* ™Y nous avons toujours sur cet
( j
intervalle (P, — 1) multiples de P,

La longueur de cet intervalle étant constante pour «,, constant, elle contient
un nombre de multiples de P, et de P,(* ™! constant qui est le méme pour

tout ¢ (idem pour toutes les puissance de P, intermédiaires).

Or, pour t = 1, le nombre de multiples de P, a été défini précédemment :

Il existe (P, *»~*~Y — 1) multiples de P,**V sur [1; P, —1].



Des symétries sont donc a constater sur an lorsque a,, > 1 :

Qn

Sur lintervalle [1; P,“" — 1] , il existe une symétrie en , C’est- a-dire

qu’il existe des symétries entre les intervalles :
Pnozn Pnan
l;,— | et | —; P, —1
] ]

> Reégle n°3 :

D’apres les valeurs que peut prendre N sur 'inervalle suivant |0; P,“"] , les
nombres N pouvant étre multiples de P, apparaissent régulierement dans le
tableau de référence T.R.2. Or,

P,* = P,.P,*»7Y

Et donc, sur lintervalle ]0; P,*"] , la quantité de nombres N pouvant étre
multiples de P, vaut P,V

L’intervalle ]0; P,°"] peut aussi s’écrire [1; P,“"]. L’écart (c’est-a-dire la
différence) entre les 2 bornes vaut (P,*" — 1).

Si nous faisons varier les bornes de cet intervalle ainsi (de maniere a ce que
cet écart soit constant) :

[1+7; P, + 7] (pour r € N)

Comme |’écart entre ces 2 bornes est exactement le méme, la quantité de

nombres N pouvant étre multiples de P, vaut toujours P, @1,



2.2.2 Début de I’étude

Soit k£ un nombre entier et soit € un nombre entier non divisible par P,.
Menons I'étude d’apres Le tableau de référence T.R.2 (précédent).

Nous “numéroterons” k et ¢ par des nombres et des lettres (en indice)
correspondant a chaque cas étudié afin de les différencier. Abordons ces
différents cas en différents points, qui seront une étape vers la démonstration
complete.

Dans les formules, les 3 points de suspensions “...” entre 2 termes de la
méme ligne représentent les nombres entiers consécutifs entre ces 2 termes.

e Pour (P, — 1)! nous avons :

(P,—1) = (P,—1).(P,—2).(P, —3)..32.1
= k= €n,1
h=(P,—1)
= H (Pn - h)
h=1

Par construction, (P, — 1)! est un nombre entier non divisible par P,.

e Pour (P,> — 1)! nous avons :

(P2 —1)! = P,.2P,.3P,..(P, — 1)P,.ky
= (P,.Py.Py...P,).[(1).(2).(3)...(P, — 1)] .k

Ici, le nombre de multiples de P, uniquement est (P, —1), ky étant le produit
de tous les autres nombres (kg est donc un nombre entier), il est non divisible
par P, (il n’y a aucun multiple de P, dans k).

(P2-1) =P, P Ve,

avec eno =123...(P, —1).ky = (P, — 1)l.ky



ko est donc le produit de tous les nombres non divisibles par P, &, 2 n’est
donc pas divisible par P,.

Et sous une autre forme (en étalant le produit sur plusieurs lignes) :

(P2 =11 = (1).(2)-(Po = 1).(1F,)
(P, +1)...(2P, — 1).(2P,)
(2P, +1)...(3P, — 1).(3P,)

:(P;é — 3P, +1)..(P,*—2P, — 1).[(P, — 2).(P,)]
(P2 —=2P,+1)..(P,2 = P, —1).[(P, — 1).(P,)]
(P2 =P, +1)...(P2-1)

Ce qui peut aussi s’écrire :

(P2 =1)! = (1).(2).(P,— 1)
(P, +1)..(2P, — 1)
(2P, +1)..(3P, — 1)

.(P2—3P +1)..(P2*—2P, - 1)

(P2 —2P, +1)...(P*—P,—1)

(P2 =P, +1)...(P*—1)
(1F0).(2F)-(3F,)...[(Pn = 2).(Po)]-[(Pn — 1).(Py)]

D’ou :

(P2—-1)! = (P,—1)
(P, +1)..2P, — 1)
(2P, +1)..(3P, — 1)

(P2—3P+ 1)..(P2*—-2P, - 1)
.(P2—2P +1)..(P2 =P, —1)
(P2 =P, +1)...(P2—1)

(P = 1)L(Py) Y



Pour retrouver &, , il suffit d’éliminer dans chaque nombre (c’est-a-dire
entre 2 parentheses) tous les facteurs de P, s’il y en a (c’est-adire le dernier
terme de la derniere ligne dans notre cas puisqu’il regroupe tous les facteurs
de B,) :

En2 = (P, —1)!
(P, +1)...2P, — 1)
(2P, +1)...(3P, — 1)

(P2 =3P, +1)...(P,>—2P, — 1)
(P2 —2P, +1)...(P*—P,— 1)
(P2 =P, +1)...(P*—1)

(P, —1)!

e Pour (P,® —1)! nous avons :

(P> —1)!' = P,2P,.3P,..(P,*> — 1)P, .k3
Ici, le nombre de termes sous la forme a.P, multiples de P, est (Pn2 —1). k3
est le produit de tous les autres nombres, non divisible par P,. Et le nombre
de multiples de P,? est (P, — 1), car le produit factoriel se décompose aussi
ainsi :

(P> —1)!'=P,22P,23P,2. (P, — 1)P,* K5

k's est le produit (;16 tous les autres nombres. Ainsi, ce produit factoriel est
divisible par P, (P et par p, (1)

(P2 — 1)l = p,"-0) p,(Pa=l) ¢ o= p (P4 Pa=2) o

Et donc €, 3 n'est pas divisible par P,.



Et sous une autre forme (en étalant le produit sur plusieurs lignes et sur
plusieurs pages) :

(PP =1 = (1).(2)..(P. = 1).(1P,)
(P, +1)...(2P, — 1).(2P,)
(2P, +1)..(3P, — 1).(3P,)

( —3P,+1).. (Pn2—2P —1).[(P, —2).(P)]
.(P2—2P +1).(P? = Py = 1).[(Py = 1)(P, = 2).(P) (1)
(Pn +1).. (Pz—l) [(PnQ) (1)]

(P,? +1) (P24 P, —1).[(P, +1).(P,)]

(Py? + Py + 1) (P2 + 2P, = 1).[(Py + 2).(Py)]

(P24 2P, +1)..(P,*> + 3P, — 1).[(P, + 3).(P,)]

.(2Pn2 —3P,+1)...(2P,%> = 2P, — 1).[(P, — 1).(P,).(2)]
(2P,* — 2P, + 1)...(2P,% — 1).[(2P, — 1).(P,)]
(2P,> = P, +1)...(2P,* — 1). [(Pnz) (2)]
(2P,2+1)..2P,* + B, — 1).[(2P, + 1). (P )]
(2P,* 4+ P, +1)...(2P,* + 2P, — 1).[(P, + 1).(P,).(2)]
(2P,* +2P,+1)...2P,> + 3P, — 1).[(2P, + 3).(P,)]

(3P,> =3P, +1)...(3P,2 — 2P, — 1).[(3P, — 2).(P,)]
(3P.* - 2P, +1)..(3P,* — 1).[(3P, — 1).(P,)]
(3P = Py +1).. <3P2—1> [<P£>< )

(3P, +1)...(3P,* + P, — 1).[(3P, + 1).(B,)]
(3P, + P, +1)..(3P,* + 2P, — 1).[(3P, + 2).(P,)]
(3P,* 4 2P, + 1)...(3P,> + 3P, — 1).[(P, + 1).(P,).(3)]

N N N /N /N /N

(P -3P2-3P,+1)..(P,* 3P, —2P, —1).[(P,> — 3P, — 2).(P,)]
(P,*-3P,*—2P,+1)..(P> =3P~ P, — 1).[(P,>— 3P, — 1).(R,)]

(P} —=3P2— P, +1)..(P*—3P>—1).[(P.2).(P, — 3)]
(P, =3P+ 1)..(B,* = 3P,*+ P, — 1).[(P.,> — 3P, + 1).(P,)]



(P —-2P*—-3P,+1)..(P*—2P,* - 2P, — 1).[(P,2 — 2P, — 2).(P,)]
(P?—-2P2*—2P, +1)..(P,* —2P,> - P, — 1).[(P,> — 2P, — 1).(P,)]
(P?—2P2— P, +1)..(P? —2P,* —1).[(P.%).(P, — 2)]

.(Pn3 —2P2+1)..(P*-2P2 + P, —1).[(P,? - 2P, +1).(P,)]

(P, —3P,+1)..(P,* - P> —2P, —1).[(P.* - P, — 2).(P,)]
(P, P2—2P +1)..(P*— P*— P, —1).[(P.*>— P, —1).(R,)]
(P, — P, +1)..(P*— P2 —1).[(P}?).(P, — 1)]

(P, +1).(P2 = P2+ P, —1).[(P.2 = P, +1).(B,)]
:(Pf’ —3P,+1)..(P,*—2P, —1).[(P.%> - 2).(P,)]

(P =2P, +1)..(P,* — P, — 1).[(P,2 = 1).(P,)]

(P2 =P, +1)...(P?—-1)

Ce qui peut aussi s’écrire :

(P,—1) = (P, — 1)
(P, +1)...2P, — 1)
(2P, +1)...(3P, — 1)

.(P2—3P +1)...(P* = 2P, — 1)
(P2—2P +1)..(P2* =P, —1)
(P2 =P, +1)...(P>—-1)
(P2+1)...(P2+P,—1)
(P2+P,+1)..(P2+2P, 1)
(

(P2 +2P,+1)..(P,*+ 3P, — 1)



(2P,> =3P, +1)...(2PP,* — 2P, — 1)

(

.(2P2—2P +1)..2P2* - P, - 1)
.(2P PP+ 1)...(2P*—1)

(2P, ) (2P + P, - 1)
(2P, 4+ P, +1)..(2P,> + 2P, — 1)
(2P,*+ 2P, +1)...2P,> + 3P, — 1)

(3P, =3P, +1)..(3P,> - 2P, — 1)
.(3P,> - 2P, +1)...(3P,> — P, — 1)
(3P2*—P,+1)..3R2*—1)

(3P, 4+ 1)..3P,2+ P, — 1)
(3P2+P,+1)..(3P,2 +2P, — 1)
(3P, +2P, 4+ 1)...3P,> + 3P, — 1)

(P,*~3P,*—-3P,+1)..(P?—3P*-2P, — 1)
(P}?-3P2*—2P,+1)..(P,*—-3P*— P, — 1)

(P =3P P, +1)...(P*-3P>—-1)
(P2—-3P2*+1)..(P*=3P*+P,— 1)

.(P3—2P2—3P +1)...(P?*—2P* 2P, — 1)
(P,*-2P*—-2P,+1)..(P>—2P,*— P, — 1)
(P} —=2P2— P, +1)..(P*—2P*—1)
.(P3—2P +1)...(P*=2P2*+ P, —1)

—3P,+1)..(P,* -~ P,*—-2P, — 1)
P2—2P +1)..(P*- P2~ P, —1)
— P, +1)...(P?—P2—1)

P +1)..(P,* = B>+ P, — 1)

A/-\A/—\

(P2 =3P, +1)..(P>—2P, 1)
(P?—=2P,+1)..(P*— P, — 1)
(P2 =P, +1)...(P*—1)



(toujours dans le méme produit, voici maintenant tous les termes multiples
de P, :)

(1P,).(2P, ) (3F)..[(Pn = 2).(P)].[(Pn — 1).(F)]

(P?).[(Py 4 1).P).[(Py + 2). B [(Py = 1). P, 2).[(2P, = 1).P,]
2(P,2).[(2P, +1).P,]..[(3P, — 2).P,].[(3P, — 1).P,]
3(P,2).[(3P, +1).P,]...[(P, — 3P, — 2).P, ] (P, —3P,—1).P,)]
[P.2.(P, = 3).[(P.%> — 3P, +1).R,)..[(P,*> — 2P, — 1).R,]
[P.2(P, — 2).[(P.2 — 2P, + 1).P,]...[(P, —1).P,]
[P.2.(P, — D].[(P.> = P, + 1).Pn]...[(Pn2 — 2).Pn].[(Pn —1).P,]

Pour retrouver ¢, 3 , il suffit d’éliminer dans chaque nombre tous les facteurs
de P, s’il y en a, cela nous donne, en réorganisant de maniere “avantageuse”
les termes non multiples de P, restants :

5n,3 = (Pn—l)'
(P +1)...2P, — 1)
(2P, +1)...(3P, — 1)

( —3P,+1)..(P*—2P, - 1)
.(P2—2P +1)..(P* =P, — 1)
(P2 =P, +1)...(P>—1)
(P2+1)..(P2+P,—1)

(P24 P, +1)...(P2+2P, — 1)
(P2 +2P,+1)..(P,*+ 3P, — 1)



.2P2—3P +1)...(2P,* — 2P, — 1)

(

.(2P2—2P +1)..2P2* - P, - 1)
.(2P PP+ 1)...(2P*—1)

(2P, ) (2P + P, - 1)
(2P, 4+ P, +1)..(2P,> + 2P, — 1)
(2P,*+ 2P, +1)...2P,> + 3P, — 1)

(3P, =3P, +1)..(3P,> - 2P, — 1)
.(3P,> - 2P, +1)...(3P,> — P, — 1)
(3P2*—P,+1)..3R2*—1)

(3P, 4+ 1)..3P,2+ P, — 1)
(3P2+P,+1)..(3P,2 +2P, — 1)
(3P, +2P, 4+ 1)...3P,> + 3P, — 1)

(P,*~3P,*—-3P,+1)..(P?—3P*-2P, — 1)
(P}?-3P2*—2P,+1)..(P,*—-3P*— P, — 1)

(P —=3P2— P, 1)..(P,* - 3P,* 1)
(P2—-3P2*+1)..(P*=3P*+P,— 1)

.(P3—2P2—3P +1)...(P?*—2P,* 2P, — 1)
(P,*-2P*—-2P,+1)..(P>—2P,*— P, — 1)
(P} —=2P2 =P, +1)..(P*—2P* 1)
.(P3—2P +1)...(P*-2P2*+ P, —1)

—3P,+1)..(P,* = P,*—2P, - 1)
P2—2P +1)..(P*—=P*—P,—1)
— P, +1)...(P*=P2—1)

P +1)..(P,*~ B>+ P, — 1)

A/-\A/—\

(P2 =3P, +1)..(P>—2P, — 1)
(P?—=2P,+1)..(P*— P, — 1)
(P =P, +1)...(P?—-1)



(toujours dans le méme produit, voici maintenant tous les nombres restants
non multiples de P, :)

(1).(2)-(3).(Pr = 2).(Py — 1)
(P, +1).(P,+2)...(P,—1).(2).(2P, — 1)
(2).2P,+1)...(3P, — 2).(3P, — 1)
.(3).3P,+1)...(P, — 3P, —2).(P,— 3P, — 1)
(P, =3).(P,*> =3P, +1)..(B,* = 2P, — 1)
(P, —2)(P2=2P,+1)..(P,>— P, — 1)
(P, —1).(P2?=P,+1)...(P%—2).(P2*—1)
Or, dans cette derniere partie de I’égalité, nous constatons que nous pouvons

réorganiser les termes restants ainsi (les couleurs noires forment un ensemble
et les couleurs rouges forment un autre ensemble):

(1).(2).(3)...(P, — 2).(P, — 1)

()P, +1).(P,+2)...(P, — 1).(2).(2P, — 1)
(2).2P, +1)...(3P, — 2).(3P, — 1)

(3).(3P, +1)...(P, =3P, —2).(P, — 3P, — 1)
(P, —3).(P.? =3P, +1)..(B,>— 2P, — 1)
(P, —2).(P*=2P,+1)..(P>— P, —1)

(P, —1).(P> =P, +1)..(P*=2).(P*—1)
(_Pn DL(P,+1)...(2P, = 1).(2P, + 1)...(3P, — 1).(3P, + 1)...(P,* = 1)
(P, —1)!

Donc

ens = (P,—1)(P, 1) (2P, —1).2P, +1)...(3P, — 1).(3P, + 1)...(P,* — 1)
—~D)(P,+1)...2P, — 1).(2P, + 1)...(3P, — 1).(3P, + 1)...(P,* — 1)

Avec €, 3 non divisible par P,.



e Pour (P,* —1)! nous avons :

(P,* —1)! = P,.2P,.3P,...(P,> — 1) P, .ky

Ici, le nombre de termes sous la forme a.P, multiples de P, est (Pn?’ —1). ky
est le produit de tous les autres nombres, non divisible par P,. Le nombre
de multiples de P,* est (P,* — 1), car le produit factoriel se décompose aussi
ainsi :

(P, —1)! = P,22P,23P,>..(P,> — 1)P,> K,

k' est le produit de tous les autres nombres. Le nombre de multiples de P,
est (P, — 1), car le produit factoriel se décompose aussi ainsi :

(P —1!=P22P>3P,}>..(P, — 1)P> k",

k" 4 est le produit de tous les autres nombres. Ainsi, ce produit factoriel est
3 2
divisible par P, """~V par B,(P*~1 et par P, (P

(PA—1) = BP0 p,B -0 p (Pl o
P (Pn3+Pn2+Pn73)

End

Et donc €, 4 n'est pas divisible par P,.

Meéme principe que précédemment concernant la réécriture et une réorganisation
adéquate (I’écriture de chaque ligne avant simplification serait trop lourde a
gérer, méme en plusieurs pages) :

Ena = (Po—D(P,+1)...2P, — 1).2P, +1)...(3P, — 1).(3P, + 1)...(P,* — 1)
(P, — )(P, +1)...2P, — 1).(2P, + 1)...(3P, — 1).(3P, + 1)...(P,* — 1)
(P, —DW(P, +1)...(2P, — 1).2P, + 1)...(3P, — 1).(3P, + 1)...(P,2 — 1)
(P, —1)!



e Pour (P,” — 1)! nous avons :

Ecrivons toutes les possibilités pour la divisibilité de ce produit factoriel,
pour x € N, z > 1:

(P,* —1)! = P,.2P,.3P,...(P,*™Y —1)P, .k,
Ceci signifie aussi que, sur Uintervalle ]0; P,*], il existe (P, —1) multiples

de P,. Mais continuons (les 3 points de suspension dans le produit suivant
représente des nombres entiers consécutifs:

(P,"—1)! = P22P23P>. (P, -1)P2K,
P32P3 3P (P, — )Pk,

= P, Vop,e3p D (P, —1)P, "V k,

Avec kg, k', K5, ... , ky des nombres entiers, chacun étant le produit des
nombres qui n’apparaissent pas dans le produit (pour alléger 1’écriture).

Et donc sur lintervalle ]0; P,*[ , il existe (P, — 1) multiples de P,@ Y
d’apres cette derniere formule. Mais nous devons aussi tenir compte de ce
qui suit :
Sur Uintervalle |0; P,"[ ,

1 existe (P,®Y — 1) multiples de P,,

dont (P,*» — 1) sont multiples de P,? ,

dont (P,*~® — 1) sont multiples de P,*

dont (P,* — 1) sont multiples de P,*3) |
dont (P,* — 1) sont multiples de P,*% |

et dont (P, — 1) sont multiples de P,(*b.



Ainsi, nous avons :

P,(==1_1 P,(==2) 1 P, (==3)_1 P,—1
(Pnz — 1)! = Pn( ).Pn( ).Pn( )...Pn( ).5%33
P,V _14p,@=2)_14p @=3)_14 41p,—1
— Pn( n n n )'STL,CIS

Avec €, , un nombre entier non divisible par P, (par construction). Le terme
“-17 a lintérieur des parentheses est répété (xr — 1) fois. Donc :

(P,*—1)! = Pn[Pn<z*1>+Pn(I*2)+Pn(””*3)+---+Pn—(a:—1)]_sn,x
_ Pn[Pn("‘”+Pn(““‘2)+Pn(x—3)+...+Pn+1fx]'gn’m
Or,
P*—1
P,V 4 pE2dpped 4 p41]=-"L——
P, -1
Donc,
(7=1)
(R —1! =P, =1 Eng (€n non divisible par P,).
Et donc,
(P " — 1)'
87171‘ (an—l_ )
P—1

Si P, n’était pas un nombre premier, alors &, , serait un nombre entier
divisible par ce nombre. Ce qui explique la fonction F,, vue précédemment.
En effet, pour :

(M* —1)!
EMx = T_
R YT =y

ou 'on a simplement divisé ’expression de ¢, , par P, , €y, vaut un nombre
rationnel si M est un nombre premier, et vaut un nombre entier si M est
un autre nombre entier (non premier). Ainsi, nous n’avons pas besoin de
connaitre les nombres premiers pour formuler cette expression.



Démonstration :

Si M est un nombre entier qui n’est pas un nombre premier (M est tel que
M e Net M ¢ P), alors M peut se décomposer ainsi :

n—-+00

M= T @)

(développement 1)

Avec Py, Py, P3, ... et P,, avec P, < P, < Py < ... < P, et avec au moins 2
des termes «,, > 1.

Rappelons que pour M défini ainsi, nous avons nécessairement :
P, <M

ou, autrement dit, un nombre entier non premier est supérieur a chaque
nombre premier P, (élevé a la puissance «,) dont il est composé.

Et donc nécessairement :
P," < M*
Avec 1, car ce raisonnement s’applique seulement si M peut étre décomposé

en produit de nombres premiers. En reprenant la méthode précédente (voir
la formule de €,/,), nous avons :

(M* —1)! = M2M3M..(M@Y —1).ME,
= M?2M?*3M*.. (M2 —1).M*F,
= M32M33M3..(M@3) —1). MK,

= M@V opEY 3y (M —1).ME Y Ly,

Avec kg, k', K4, ... , ky des nombres entiers, chacun étant le produit des
nombres qui n’apparaissent pas dans le produit (pour alléger 1’écriture).



(rappelons que cette méthode consiste a regrouper ensemble tous les facteurs
premiers possibles pour chaque puissance de ).

Or, M étant composé de produit de facteurs premiers, nous retrouvons
nécessairement tous ses facteurs dans le produit factoriel puisque chacun
est inférieur a M :

(M® —1)! = Pp@e) p@e) plees) p (@),

M?® kyn (avec k,» un nombre entier)
Pour alléger la démonstration, il n’est pas utile d’étudier tous les multiples
de chaque facteur des P,, ainsi, (M* — 1)! est divisible par au moins M “en
plus de” :
A )

Ce qui revient a écrire :

(M*—1)! = (€M,z).M(]¥{;:11 —a+1)
(avec €7, un nombre entier pour tout M € N et M ¢ P).

Ce qui doit étre toujours vrai lorsque P, < P, < P3 < ... < P, avec au moins
2 des termes «,, > 1.

(développement 2)

Supposons que M = B,

Le résultat de (P,” — 1)!/e,, contient le nombre maximum possible de
divisiblités par P,. Ce nombre maximum se retrouve dans la puissance de

N . T __
P,, c’est-a~dire dans <F;§ 711 — x)
n

Pour x =1,

(M — 1)l = (B, — 1)!



Or, (P, — 1)! n’est jamais divisible par P, car aucun des nombre du produit
de la factorielle n’est divisible par P,.

Pour = > 1,
(M —1)!'= (P, —1)!

Or, (M — 1)! est divisible par M si et seulement si 'on retrouve le produit
de ses facteurs premiers dans les produits de la factorielle.

Par exemple, pour M = P;.P,, comme M > P2 > P1, nous avons :
(M—-1)'=(M-1).(M—-2)..P.P..3.2
est divisible par M.

Et, de maniere plus explicite, pour notre cas ou M = P, avec quelques
exemples :

*SiP,=2etxz=3,

(M — 1)l = 7.(6).5.(4).3.(2).1

.. . . Pp®—1_
est divisible au moins par M ou bien par Pn( Bt )

*SiP,=3etz=2

(M — 1)l = 8.7.(6).5.4.(3).2.1

... . . Pp®-1_
est divisible au moins par M ou bien par Pn< Pp—1 z)



*Si P, =3etz=3,

(M —1)! =
26.25.(24).23.22.(21).20.19.(18).17.16.(15).14.13.(12).11.10.(9).8.7.(6).5.4.(3).2.1

T

Pp*—1
est divisible au moins par M ou bien par Pn( Bt 7).

*SiP,=5etx=2,

(M — 1)l =
24.23.22.21.(20).19.18.17.16.(15).14.13.12.11.(10).9.8.7.6.(5).4.3.2.1

. . . Pp®-1
est divisible au moins par M ou bien par Pn( Bt o),

La question qu’il convient alors de nous poser est : existe-t-il des nombres M
qui échappe a cette regle 7 Y’a-t-il toujours des facteurs premiers en nombre
suffisant dans la décomposition du produit factoriel de M ?

Pour y répondre, étudions des inégalités, tout en gardant a 'esprit 1’égalité
M = P,".

Pp—-1
(M — 1)! est divisible par au moins par M ou bien par Pn( =t ) , avec,
comme nous l'avons déja déterminé :

(M =1 = (P, —1)
(P -1 = PUET ) ()

(€n. non divisible par P,, donc seul le reste de la formule est divisible par M).

Or, pour que (M —1)! soit divisible au moins par M ou bien par Pn(%_x),
nous pouvons borner I'inégalité par le minimum auquel (M — 1)! doit étre
divisible, c¢’est-a-dire par M, puis comparer cette borne inférieure a la formule
théorique que nous avons déterminé pour obtenir le nombre de divisibilité par
P, :




Donc

ﬂ _ >
P 1 x| > «x
P 22(P,—1)+1

>
Pt —2x(P—1) > 1

Rappelons que ce raisonnement est a appliquer seulement si x > 2 car dans
le cas ou z = 1, (P, — 1)! n’est pas divisible par P,.

(Vérification 1)

Si x = 2, nous avons :

P2—4P,+4 > 1
= (P, —2)? > 1
Donc P, > 3

Les nombres entiers inférieurs a 3 se trouvent sur Uintervalle |0;3[ . Ces
nombres entiers sont 1 et 2. Or, 2 est le plus petit nombre premier. La
formule suivante ayant été établie :

Ppn®—1

(P, —1)! = p,(B= _x).(en,x)

Cette formule échappe donc au cas P, = 2 lorsque x = 2. Or, 2 étant le plus
petit nombre premier, tous les cas ont donc été examinés pour = = 2.

(Vérification 2, suite)

Six > 3, nous cherchons toujours a établir la justesse de I'inégalité précédente,
que nous redonnons ici :




Ce qui revient a écrire :

Pr—1 S
p—1 ") =7
P —1

-2z > 0

= —
P, -1

Remarquons que le plus petit nombre premier étant 2, nous avons :

P -1 27 -1
>

P—1 = 2-1
Pr—1 97 _ 1
N —9
p—1 = 91

Or, pour x > 3, nous avons :
2 > 241

=927 _1_92 > 0

97 _
= —2x > 0

2—1 7

Et donc, pour > 3, nous pouvons déduire que :

P -1

—_ — 2. 0
P —1 xr >

Ce qui est une condition nécessaire pour que les formules ¢, , et €57, établies
soient tels que nous les avions défini juste avant cette démonstration.



Conclusion partielle :

- Pour P, e P:

Py -1

(P = 1) = P,UET9) (e, ,)

avec €, un nombre entier non divisible par P, cette formule est donc
toujours vraies sauf pour le seul cas de P, =2 et x = 2.

- Pour M eN, M ¢P:
(e — 1)1 = MU= =11 (2y,)

Cette formule est donc toujours vraie sauf pour le seul cas de M = 4
et v = 1.

Et donc :

(M* —1)!

M(Ajy_ziﬂ_ll—m—i-l)

EMax =

€M, vaut un nombre rationnel si M est un nombre premier, et vaut un
nombre entier si M est un autre nombre entier (non premier) supérieur
a 3, toujours en dehors du seul cas M =4 et z = 1.

= ATTENTION :

Par la suite, nous considérerons ces 2 cas comme acquis pour tout le
reste de I'étude : a chaque fois que nous utiliserons les fomules ¢, ,
et ey, , nous sous-entendrons que ces formules sont toujours valables
sauf dans le cas de P, = 2 et x = 2, et respectivement sauf dans le cas
de M =4et x=1.



(Explications)

Explication concernant le “probleme” rencontré pour M = 4 :

Ce probleme s’explique parce qu’il n’existe qu'un multiple de 2 sur
I'intervalle |0;4[, Or, une division par M (= 2%) aurait été nécessaire
pour que la formule donne toujours les résultats désirés, c’est-a-dire
€m,z divisible par M lorsque M est un nombre entier qui n’est pas un
nombre premier.

Comme ce n’est pas le cas pour M = 4, nous avons plusieurs choix qui
s’offre & nous pour contourner ce probleme : soit élever (M —1)! au carré
pour obtenir la divisibilité par M lorsque M = 4, soit en construisant
une formule “annexe” qui corrige ce probleme, comme nous ’avons fait
pour la “fonction A” vu dans la partie précédente (voir partie “2.1
Vue d’ensemble des étapes a suivre” page 43).

En tenant compte de toutes ces informations nous pouvons formuler
les “fonctions” F, et A vues vu dans la partie “2.1 Vue d’ensemble
des étapes a suivre” (page 43).

e Suite 1 de I’étude de (P,” —1)! :

Nous désirons maintenant savoir ce qu’il advient de la divisibilité de ¢, , et
de ey, par P, lorsque o > 2. Le théoreme de WILSON nous permettant
directement de savoir que :

(P, —1)!'=Pw; —1 (avec wy un nombre entier)

D’apres ce que nous venons de voir, nous pouvons déduire de la formule ¢, ,
qu’elle est équivalente aux produits de tous les termes non divisibles par P,.
Nous avons donc ce qui suit :

(P, —1)!
Pp®—1

Pn( Pp—1 _I)

é‘n’z —=




En décomposant (P,” — 1)! (ceci étant un peu lourd & gérer, nous allons
étaler 1’égalité en produits sur plusieurs lignes et plusieurs pages, d’abord
les produits des termes non multiples de P,, puis les produits des termes
muliples de P,), nous obtenons :

(P = 1) = (P = 1).(P,° = 2).(P," — Py + 1)
(P, — P, —1).(P," — P, — 2)...(B,* — 2P, + 1)
(P)" = 2P, —1).(P," — 2P, — 2)...(P," — 3P, + 1)

(P*=P2=1).(P"—P*=2)..(P"—P2 =P, +1)
(P,*—-P*—P,—1)..(P,* — P>~ 2P, +1)
(P*-P?-2P,—1)..(P,*— P —3P,+1)

(P,* —2P,*—1)...(P,* —2P,> - P, + 1)
(P,* = 2P, = P, —1)..(P," — 2P, — 2P, + 1)
(P,*-2P>*—2P, —1)..(P," —2P,> =3P, + 1)

(P, —=3P2—1)..(P, =3P P, +1)
(P*-3P*—P,—1)..(P," —3P,> 2P, + 1)
(P*-3P*—2P, —1)..(P,* =3P, - 3P, +1)

(P =P 1).(P"—P>*-2)..(P" PP, +1)
(P,* - P>~ P, —1)..(P,* - P> —2P, +1)
(P, - P}?*—2P,—1)..(P,* - P*~ 3P, +1)

(P,* —2P,*—1)..(B,*—2P,> — P, + 1)
(P,*—2P>* P, —1)..(P," —2P,* —2P, + 1)
(P*—2P*—~2P, —1)..(P,* — 2P, = 3P, + 1)



(P, =3P~ 1)..(P," =3P~ P, +1)
(P,* =3P~ P, —1)..(P," —3P,* - 2P, +1)
(P,* —3P*—2P,—1)..(P,* - 3P, 3P, +1)

(P2 =1)..(P* =P, +1)
(P?—P,—1)..(P*—2P, +1)
(P,*-2P, —1)..(P,* =3P, +1)

(P?-P*-1)..(P*-P*-P,+1)
(P?-P*-P,—1)..(P*—P>—2P, +1)
(P’—-P}?—-2P,—1)..(P,> - P> —3P,+1)

(P?—-2P2*—-1)..(P,* —2P,*— P, +1)
(P?-2P2*—P,—1)..(P*—2P,*—2P, +1)
(P,*—2P?—2P,—1)..(P,* —2P,> = 3P, + 1)

(P?-3P2*—1)..(P,*~3P*— P, +1)
(P =3P2—P,—1)..(P*—=3P%*—2P, +1)
(P,*-3P,*—-2P,—1)..(P,>—3P,* - 3P, +1)

(P2=1)..(P2 =P, +1)
(P2 =P, —1)..(P*—2P, +1)
(P2 —=2P,—1)..(P* =3P, +1)

(Py—1).(P, — 2).(P, — 3)...(3).(2).(1)

(toujours dans le méme produit, voici maintenant tous les termes multiples de
P, et uniquement les termes multiples de P, dans le méme ordre décroissant
que suivi précédemment : voir page suivante)



(P,* — P,).(P,* — 2P,).(P,* — 3P,)

:(P;;” - P*.(P,* - P}?—-PB,).(P*~P?—2P,).(P," — P, - 3P,)
:(P;“; —2P,2).(P,* —2P,* — P,).(P,* — 2P,*> — 2P,).(P,” — 2P,* — 3P,)
:(P'n; - 3P,%).(P,* -3P,*— P,).(P," —3P,*—2P,).(P,” — 3P, — 3P,)
:(P;;C - P*.(P,* - P}~ PB,).(P*—-P}°—2P,).(P," — P,> - 3P,)
:(P;f; —2P,*).(P,* —2P,* — P,).(P,* — 2P,* — 2P,).(P," — 2P,> — 3P,)

(P*-=3P*.(P,* - 3P~ P,).(P,* — 3P, —2P,).(P," — 3P, — 3P,)

:(P;g").(Pni” — PR,).(P,* —2P,).(P,> — 3P,)

:(P;‘;’ -PH.(P*—-PR*-P,).(P*— P*—2P,).(P.*— P,*—3P,)
:(P;é” - 2P .(P,* - 2P,> — P,).(P,* — 2P,> — 2P,).(P,* — 2P, — 3P,)
:(P;;‘;’ —2P,%).(P,* -2P,* - P,).(P,* — 2P, — 2P,).(P,> — 2P,* — 3P,)
:(P;Z;’ -3P,2).(P,*-3P,*—-P,).(P>—-3P,*—2P,).(P,*> - 3P,” - 3P,)
:(P;é).(Pf — P,).(P,* - 2P,).(P,* = 3P,)...(P,)

Ppt—1
Pp—1

En divisant ce “grand” produit par P n< > , nous éliminons tous
les facteurs P, de chaque terme multiple de P,. Ceci nous permet d’observer
des “trous” a la place des multiples de P, dont la valeur est un “reste” non
divisible par P,. Nous obtenons donc ce qui suit : (voir page suivante)



Ene = (Po—DL(Py+1).(2P, — 1).(2B, +1)..(3P, — 1).(3P, + 1)...(P," — 1)
(P, = DW(Py+1)...(2P, = 1).(2P, + 1)...(3P, — 1).(3P, + 1)...(P,=1 — 1)
(o= DL(Py 4 1).0.(2Py = 1).(2P, +1)...(3P, — 1).(3P, + 1)..(P,72 — 1)

:(P.n”— DL.(P, +1)...(2P, — 1).(2P, + 1)...(3P, — 1).(3P, + 1)...(P,* — 1)
(P, —DL(P, +1)..2P, — 1).2P, + 1)...(3P, — 1).(3P, + 1)...(P,2 — 1)
(P, —1)!

Ce qui peut aussi s’écrire (produits étalés ligne par ligne avec des séparations
sous forme de tirets rouges pour plus de clarté, c’est-a-dire que par rapport
a notre derniere formule de ¢, , , lorsque nous passons a la ligne suivante
de cette formule, les tirets seront la pour marquer ce passage d’une ligne a
lautre) :

a=(Pn—1)
Enz = [P,V P, —q]
a=1
a=(P,—1)
(P, Y —1).P, — q]
a=1
a=(Pp—1)
(P, Y —2).P, —q]
a=1



T (2“2 -1).pP,—q

a=1
(Pn—1)

a

T (r"2—-2).pP,—aq

1

a=

a=(Pr—1)

(3P, — a)

1
(Pn—1)

a=

a=

II er.-q

a=1
(Pn—1)
Il

(P —a)

a=

a=(P,—-1)

I " .P.—aq

1
(Pn—1)

a=

a

Il (P"?—-1).pP,—ad

1
(Pn—1)

a=

a=

I[] (P —2).P, —aq

1

(3P, —a)






Ce qui peut encore s’écrire ainsi :
qul p

b=P, (@1 a=(P,-1)
Eng = H (b.P, — a)
b=1 a=1
Vni [
11 I &P.-a
b=1 L a=1 |
it
H H (b.P, — a)
b=1 L a=1 ]
P .
11 | J )
b=1 i a=1 ]
e [ e
11 [ ®P.—a
b=1 | a=1 ]
e [ e
11 | J )
b=1 a=1

Et donc




Prenons un exemple pour bien voir concréetement comment cette formule se
représente. Prenons P, = P; = 5 (n = 3 car dans 'ordre croissant, 5 est
le 3%m¢ de la liste des nombres premiers) et prenons z = 3 (les couleurs
permettent une réorganisation en groupe, un groupe par couleur. Entre les
parentheses, les multiples de 5 sont mis en évidence par un produit par 5) :

= 124!
1.2.3.4.(1.5).6.7.8.9.(2.5).11.12.13.14.(3.5).16.17.18.19.(4.5).21.22.23.24
[(1.5.5).26.27.28.29.(6.5).31.32.33.34.(7.5).36.37.38.39.(8.5).41.42.43.44
[(9.5).46.47.48.49.(2.5.5).51.52.53.54.(11.5).56.57.58.59.(12.5).61.62.63.64
.(13.5).66.67.68.69.(14.5).71.72.73.74.(3.5.5).76.77.78.79.(16.5).81.82.83.84

.104.(21.5).106.107.108.109.(22.5)111.112.113.114.(23.5).116.117.118.119

(
(17.5).86.87.88.89.(18.5).91.92.93.94.(19.5).96.97.98.99.(4.5.5).101.102.103
1
(

(24.5).121.122.123.124

3_
(5°—1)! = 5<55*11 -3) £33 (€33 non divisible par 5)

528.6373

€33 nous permet “d’éliminer” tous les 5 qui sont facteurs de chaque nombre
dans notre produit.

£33 = 1.2.3.4.(1).6.7.8.9.(2).11.12.13.14.(3).16.17.18.19.(4).21.22.23.24
[(1).26.27.28.29.(6).31.32.33.34.(7).36.37.38.39.(8)41.42.43.44
.(9).46.47.48.49.(2).51.52.53.54.(11).56.57.58.59.(12).61.62.63.64
[(13).66.67.68.69.(14).71.72.73.74.(3).76.77.78.79.(16).81.82.83.84
[(17).86.87.88.89.(18).91.92.93.94.(19).96.97.98.99.(4).101.102.103
1104.(21).106.107.108.109.(22)111.112.113.114.(23).116.117.118.119
[(24).121.122.123.124

o~ o~ o~



D’ou l'on voit apparaitre clairement dans chaque groupe de couleur une
réorganisation possible :

ess = (1.2.3.4).(6.7.8.9).(11.12.13.14).(16.17.18.19).(21.22.23.24)
1(26.27.28.29).(31.32.33.34).(36.37.38.39).(41.42.43.44).(46.47.48.49)
((51.52.53.54).(56.57.58.59).(61.62.63.64).(66.67.68.69).(71.72.73.74)
76.77.78.79).(81.82.83.84).(86.87.88.89).(91.92.93.94).(96.97.98.99)
101.102.103.104).(106.107.108.109).(111.112.113.114).(116.117.118.119)
121.122.123.124).(1.2.3.4).(6.7.8.9).(11.12.13.14).(16.17.18.19)
21.22.23.24).(1.2.3.4)

o~ o~ o~ o~ o~ —~

Ce qui correspond bien a :

c=(3-1) b=5¢ a=(5—-1)

c=0 b=1 a=

[y

e Suite 2 de I’étude de (P,” —1)! :

Pour éviter de nous perdre dans des développements trop longs, nous ferons
des simplifications dans chacune des prochaines parties qui nous permettrons
d’aller a I'essentiel. C’est-a-dire que nous n’écrirons pas les développements
en polynome comme nous le devrions, mais nous allons simplifier leur écriture
en factorisant les termes les plus significatifs pour résoudre notre probleme.

Poursuivons en notant B = b.P, (d’apres la formulede e, , , b est implicitement
un nombre entier), nous avons :

a=(P,—1) a=(P,—1)

II er-a= [ B-0a

a=1 a=1



En développant, nous obtenons un résultat du type :

- Si P, est paire

- P, est impaire

[I B-a=B).f(B)+ (P -1)

a=1

avec f(B) un nombre entier (en fonction de B). (P, — 1)! apparait suite a
la multiplication entre eux de tous les “ a ” (a droite de la parenthese) entre
eux, pour “ a ” partant de 1 jusqu'a (P, — 1) et en passant par toutes les
valeurs intermédiaires. Comme (P, — 1) est paire lorsque P, est impaire, lors
du développement, nous avons une multiplication de “ —a ” un nombre paire
de fois, ce qui rend positif le signe devant la factorielle. Evidemment, le reste
du développement est nécessairement une somme de puissances de B (un
“polynome” dont les puissances décroissent de (P, — 1) jusqu’a 1 en passant
par toutes les valeurs intermédiaires, ce qui nous permet une factorisation par
B. Nous appellerons f(B) “nombre entier polynémiale”), chaque puissance
de B ayant un nombre entier pour coefficient.

En revenant aux variables de départ, nous avons donc :
- Si P, est paire

a=(Pp—1)

[ ©P.—a)=@®P).f(b.P)— (P —1)!

a=1

- P, est impaire

a=(Pr—1)

[I B-a=@®P).f0R)+ (P, —1)

a=1

avec f(b.P,) un nombre entier polynémiale de degré (P, — 1) en fonction de
betde P,.



Dans le cas ou P, est paire :

si P, =2.m (avec m € N, m > 0)

P, = 2 est le seul nombre premier qui soit paire (donc m = 1) car tous les
autres nombres paires > 0 sont composés en produit de 2 et de m > 1. Nous
avons donc :

a=(2-1)
I eo—a)=@b -1

a=1

Ce qui signifie donc que

a=(2-1)
I[] @b—a)+1=(20)

2
I
—~
‘w
—
=

Et donc (2b—a)+1 est divisible par le nombre premier 2.

S
I
—_

Dans le cas ou P, est impaire :

P, est impaire dans tous les autres cas. D’apres le théoreme de WILSON,
[(P, — 1)! + 1] est divisible par P,, ce qui peut étre noté comme ceci :

(P, — 1)!+ 1= P,.w; (avec w; un nombre entier).
Ou encore

D’ou nous déduisons :

a=(Pn—1)
[ oP.—a) = (bP.).fOO.P)+Pow —1
a=1
= Po.[b.f(b.P) 4 w] —1
D’ou
a=(P,—1)

[ &P.—a)| +1 = Pu.[b.f(b.P) +w)]

a=1



a=(P,—1)
Et donc H (b.P,—a)| +1 est divisible par P,.

a=1

Pour conclure :

Nous avons donc pour tout P, € P :

a=(Pn—1)
I[[ @P.—a)|+1  divisible par P,.

a=1

e Suite 3 de ’étude de (P,” — 1)! :

Poursuivons ce dernier raisonnement en notant (pour alléger la lecture) :
[bf(bpn) -+ wl] = 7,U27c

Avec Wy . un nombre entier. Nous avons maintenant :

a=(Pr—1)

H (b.P, —a) = P, wy.— 1

a=1

Nous avons simplement :

b=P, () | a=(Pn—1)

b=P, (©)
1T [T or—a| =[] Pows—1)

b=1 a=1

Comme précédemment, nous pouvons développer ce produit et obtenir un
résultat du type (ici aussi, nous distinguons 2 cas possibles) :

- Si P, est paire (et pour ¢ > 1, implicitement ¢ est un nombre entier) :
b=P,(®)

[T (Powse—1) = (Prwae).f(Powne) + 1
b=1



- Et si P, est impaire (et pour tout ¢ > 0, implicitement ¢ est un nombre
entier) :

b=P,,(©)

[ (Powse—1) = (Powse). f(Poavae) — 1

b=1

Avec f(P,.wz.) un nombre entier polynomiale en fonction de P, et de ws..
“ 17 apparait suite a la multiplication entre eux de tous les “ 17 (a droite
de la parenthese) entre eux un nombre de fois qui vaut P, puissance (c).
“+1” apparait si ce nombre de fois est paire et “—1” apparait si ce nombre
de fois est impaire. Evidemment, le reste du développement est forcément
une somme de puissance de (P,.ws ), chacune ayant un nombre entier pour
coefficient.

Cas de P, paire :

Nous avons déja vu qu'un seul cas n’est concerné, c’est celui de P, = 2 :

b=P;, () b=2(¢)
] Powse—1) = J] @uae—1)
b=1 b=1

Or, 29 est toujours un nombre paire pour ¢ > 1, et donc multiple de 2
(attendre la fin de ce raisonnement pour que le cas de ¢ = 0 apparaisse
naturellement). En développant ce produit, nous obtenons :

p=2(2)

[ @wse—1) = Quwse). f(2wae) + 1

b=1

Donc

p=2(e)
H (2.wg,—1)| —1 est divisible par le nombre premier 2.
b=1



Pour faire le lien avec le cas de P, impaire, nous allons devoir poursuivre :

p=2(c)

I] Quac—1) = (2wne).f2w2e) +1

b=1
= (2wa.).f(2awg.)+2—1
= 2.[(woe). f(2awg.) + 1] —1

Et donc, pour tout ¢ > 0 :

p=2(c)

H (2.wg,.—1)| +1 est également divisible par le nombre premier 2.
b=1

Cas de P, impaire :

Comme nous ’avons déja vu, ce cas concerne tous les autres nombres premiers
(et pour ¢ > 0).

b=P, ()
[1 (Powse = 1) = Pu(wse)-f(Ps) — 1

Pour conclure :

Nous avons donc pour tout P, € P et pour ¢ > 0 :

b=P, () a=(P,—1)

H H (b.P, —a)| + 1 est divisible par P,.



e Suite 4 de ’étude de (P,” —1)! :

Avant de pouvoir donner une conclusion générale sur la divisibilité de ¢, ,, ,
il nous faut encore traiter cette derniere étape. Rappelons que :

c=(z—1) b=P,¢ a=(Pp—1)

Eng = II or.—a

c=0 b=1 a=1
Nous avions noté
b=P, ()
[T (Powse—1) = Pawae). f(Poawae) — 1
b=1

Toujours pour alléger la lecture, notons :
(wa,e). f(Ppwa,) = ws 4 (avec ws, un nombre entier)

Dans ce cas, nous avons :

c=(z—1)

Eng = H (Ppwsy —1) = Py (wsy).f(Pywsy,) —1  siz est impaire.
c=0

Et

Enz = Po(ws,).f(Pyws,)+1  sixest paire.

Avec f(P,.ws,) un nombre entier polynomiale en fonction de P, et de ws .

Et donc, pour tout x > 1 :

c=(z—1)
5n,a: - (Pn~w3,$ - 1) = Pn<w3,$)f<in3,m) + (_1)m

D’ou
Ene — (—1)% = Po.[(ws ). f(Prws )]

avec [(ws ). f(P,.ws,)] un nombre entier.



Pour conclure :

Pour w3 un nombre entier non fixé, nous avons toujours :
Ene = Ppaws + (—1)* pour tout P, € P et pour tout x > 1.

Rappelons que nous avions noté :

(P, —1)!
Enae = — Tpa_1 N
’ Pn(%*x)
Nous avons donc pour x > 1 :
P —1)!
( Pp®—1 ) - (_1)x = P,.ws
Pn( =)

De la méme maniére pour :

(M= — 1)1
M(%—:ﬂ—l—l)
(M — 1)!

€T _
M 1_x)

RYiS: =

EMaxz —

- Nous avons un premier cas si M = P, :

P, —1)!
EM,.Z’ = ( pnzl)x)

p,.p, (=

5 - i
= ;x (autrement dit un nombre rationnel)

n

Et d’apres ce que nous venons de voir :

pour z = 1, €,, équivaut au cas du théoreme de WILSON tel que
Eng = Ppaw; —1 (avec w; un nombre entier)



Et de maniere générale, si x est impaire :

Eng = Ppws —1 (avec w3 un nombre entier)
= epm, =ws —1/P,

Et si x est paire :

Eng = Ppaws +1

=epm. =ws+1/P,

Pour M = P,, nous avons donc toujours :

= ey, =wst1/P,

Ce qui peut aussi s’écrire :

sin(m.epn) = sin[m.(ws £ 1/P,)]
sin(m.epy ) = Lsin(n/P,)
sin?(r.ey,) = sin?(r/PB,)

Et donc, pour M = P, :

sin?(7m.eprz) B
sin2(w/P,)

Nous avons un second cas si M est un entier tel que M # P, :

Nous avons déja vu que dans ce cas €j7, valait un nombre entier.
Autrement dit :

sin(m.ep ) =0



Et donc (avec la formule utilisée au cas précédent, c’est-a-dire le cas de
M =P,)

S;EIZ(ZT—WE/JX/;)) =0 (pour M # P,)

- En conclusion, nous sommes capables de construire la fonction C'c sur
le constat de la divisibilité de €57,. Rappelons que :

1
 sin2(n/M)

Constatons que nous nous sommes rapprochés de la forme finale de la
fonction F,.



2.2.3 Construction de la fonction Fp

Pour accéder a la solution, nous allons devoir faire des rappels ou réécrire sous
une autre forme ce qui peut se déduire de la construction d’un tableau comme
le tableau de référence T.R.2. Tenons compte des remarques préalables faites
en début de partie “2.2 Démonstration Complete” (page 45).

e Rappels :

—o Reégle n°1 : Sur lintervalle [1; P,* — 1] , pour k e N, k < (z — 1) :
I existe (P, *=Y — 1) multiples de P,**1),

(k+1)

dont la répartition de chaque multiples de P, est réguliere

puisque 'écart entre 2 de ces multiples vaut B, (1),

— Regle n°2 : il existe autant de multiples de P, sur les intervalles du
type :

[(t—1).P" + 1;t.P," — 1] pourt € N, t > 1,

Et il existe des symétries entre les intervalles :

B* P*
1| et |[——P" —1
e e

—o Reégle n°3 : Sur lintervalle [1 +r; P,* +r] , pour r € N :
la quantité des nombres N pouvant étre multiples de P, vaut toujours

P, ==Y pour un écart de (P,® — 1) entre les 2 bornes de Pintervalle.



e Etude :
Notons, pour N € NJ N > 2
FE, = (N —h)
= (N-1).(N-2).(N=3). .. [N—(BR"-1)]

Nous pouvons mettre en valeur essentiellement 2 cas intéressants :

Le cas ou N # t.P,” et le casou N =t.P,” (pour t € N, t > 1).

e Résolution partielle :

Pour N < P,” (& inclure dans le cas ou N # t.P,”), nous avons
2 S N S (an - 1)

(évidemment, cette inégalité est valable pour tout P, saufsi P, =2et x =1
ou nous avons N = P, = 2, donc N multiple de P,, et donc a exclure de
notre cas de toutes fagons)

nous avons donc F, = 0, et donc

E
2 i“c =0 (un nombre entier)

Pour N = P,*, nous avons :
(2 inclure dans le cas ou N =t.P," avec t = 1 et r = 0)
nous retrouvons Fp = (P,” — 1)!

Donc

= (avec toutes les propriétés de &, , vues précédemment)




Or, ey, = Pyws £1 (avec w3 un nombre entier)

Et donc
F, n 1
pE TR,

Pour poursuivre I’étude, il nous faudra réécrire les regles que nous venons de
revoir (en “Rappels”) afin de pouvoir traiter les données.

Pour traiter le cas ou N # t.P,” et le cas ou N = t.P,” , nous allons devoir
mener la suite de I’étude sur des intervalles afin de réduire les étapes. Nous

allons devoir considérer comme précédemment que :

N=tP"+r pour r > 0

D’ou
h=(P,®~1)
F, = [ &P +r—h)
h=1
= (B +r—1).ER +r—2). . [t-1).B"+r+1]

Ot nous observons clairement que le calcul sera a traiter pour un produit de
nombres entiers consécutifs appartenant a l'intervalle :

(t—=1).P " +r+1;t.P"+r—1] dont la longueur vaut (P,* — 2).



De maniere simple, pour t = 1 et r = 1 (& inclure dans le cas ou N # t.P,"),
nous avons :

Fp (P.).(P," —1).(P," — (3).(2)

= (P).(P,* —1).(P," — (3)-(2)-(1)

— (an)|
Or,

(P —1)! = Pn(?bnz:llfw).amm (avec €, , non divisible par F,)
D’ou
(P,5)! = (P —=1L(P")
= Pn(@"z:ll ) .En,w
Donc, ici
F, p,(B=)

P’ﬂFc B Pn(l:;;lnzf_ll 7I+1) ‘Enyx

= Pn(x_l).an,z (qui est un nombre entier pour x > 1 et pour r = 1)



e Fin de la résolution partielle, suite du raisonnement :

Afin d’étudier les 2 cas de N # t.P,” et de N = t.P,* , notons donc de
maniere générale :

N=tP"+r (avec r € N, r > 0).
afin de traiter plus rapidement ces 2 cas, constatons simplement que :

N = tPF sir=20
N # t.PS° si r est restreint a l'intervalle [1; P,* — 1]

En effet, dans ce dernier cas, toutes les valeurs de N non multiples de P,
sont atteintes pour :

t =1 et r varie sur U'intervalle [1; P,* — 1] donc N € [P,” + 1;2.P,* — 1]
t = 2 et r varie sur l'intervalle [1; P,” — 1] donc N € [2.P," +1;3.P," — 1]
t = 3 et r varie sur l'intervalle [1; P,,” — 1] donc N € [3.P,” +1;4.P," — 1]

t = 4 et r varie sur l'intervalle [1; P,* — 1] donc N € [4.P,* +1;5.P,* — 1]

etc, pour chaque valeur de t € N, ¢t > 1 et r variant sur [1; P,* — 1] , il ne
manque que le cas ou 2 < N < (P, — 1) qui a déja été traité au début de la
“résolution partielle”.

Pour F, = (N —1).(N —=2).(N =3). .. [N—(P —1)]

Et N=tRP"+r (avec r € N, r > 0),

cela revient a traiter le probleme sur des intervalles de type :

[(t—1).P"+r+1;t.P,"+r —1]

Nous garderons les mémes notations pour le reste de la démonstration.



e Casou N =t.P,” (et donc r=0):

h:(anfl)
F, = (t.P," — h)
h=1
= (LR =1).(LP" =2). .. [t 1).P° +1]

Ce qui nous ramene a une étude sur les intervalles du type :
[(t—1).P.," +1;t.P," — 1]

D’apres la Regle n°1, dans le cas det =1, et pour k e N k < (x — 1) :

1l existe (P, =Y — 1) multiples de P,**1.

Or, d’apres la Regle n°2, il existe autant de multiples de P, sur les intervalles
de ce type quelquesoit t. D’apres la Regle n°2, nous avons des symétries entre
les intervalles :

P P
I, —|et|—;P,—1
2 2

Ce qui revient a écrire que nous avons des symétries aussi entre les intervalles :

p @t
et

d’ott nous déduisons que pour k € N, k < (z—1) et sur les intervalles du type :
[(t —1).P,") 4 1;¢.P,=F) — 1]

il existe (P, *=Y — 1) multiples de P,**V

c’est-a-dire autant que sur U'intervalle [1; P," — 1]

Or, sur cet intervalle, nous avons t = 1, ce qui correspond a :

(")
(P —1) =P\ o1

Eng (€n. non divisible par P,).



Donc, nous avons maintenant pour tout ¢ > 1 :

h=(P,"—1)
F, = JI @rr—hn
h=1
(71
= P, Fr—1 Enat (avec €, ,+ un nombre entier non divisible par F,)
Et donc
FP En,at . .
—_— = ui est un nombre rationnel.
Pt P, a

Sur le modele de la fin du paragraphe “Suite 1 de l’étute de (P,” —1)!” pour
Ena » DOUs allons réécrire €, ;4 sous une autre forme.

Pour retrouver ¢, ,; , nous éliminons tous les facteurs P, de chaque terme
multiple de P,. Ceci nous permet d’observer des “trous” a la place des
multiples de P, dont la valeur est un “reste” non divisible par P,. Nous
obtenons donc ce qui suit (produits étalés sur plusieurs pages, et ligne par
ligne avec des séparations sous forme de tirets rouges correspondants a des
groupes de termes identiques pour les égalités qui vont suivre) : (voir page
suivante)



[t.P* =P + P, +1]. .. .[t.P*—P*+2P, —1]
[t.P* — P, +2P,+1]. .. .[t.P°—P +3P,—1]

[P — P, +3P,+1]. ... .(..). .. .[Jt.B*—1]

tp,EY —p b P,V —pE e p 1)
pEY —p b p o) L P,EY —p e Lop 1]
P,V —p @Y iop 1) .. [PV - PN 43P, —1]
[PV —p @Y 43P 1] (). .. [EPETY 1]
6P, — p @ 4] t.P, "2 — P, 1 P, —1]
[P —pED L p +1]. .. [P -PpE D op 1]
[P P op 1] .. [t.P,"P - P, £ 3P, —1]
P, —p @D 3p 1) (). .. [P 1)
P2 -P2+1]. .. [tP*—P*+ P, —1]

tP*= P2+ P, +1]. .. [tLP*—P}2+2P,—1]

P2 —-P2+2P,+1]. .. .[t.P*—P2+3P, —1]
[t.P?—P2+3P,+1. .. .(.). .. .[tP}*—1]
[t.P*-P2+1]. .. [tP*—P*+ P, —1]
t.P*=P2+P,+1]. .. [t.P>—P2+2P,—1]
t.P*—P2+2P,+1]. .. .[t.P>—P>+3P, 1]
[tP?—P>+3P,+1. .. .(.). .. .[tP*-1]

t.P,' — Pt +1] [t.P' =P+ P, —1]

Ce qui peut aussi s’écrire : (voir page suivante)



[(t—1).P," +2.P, — q

[(t—1).P," +3.P, — q

I] [t-1.P*+ (P ~1).P,—q

(Pn—1)

a

a=1
(Prn—1)

I] [t-1.P*+ PP, —q
II ¢t=0.R"Y+ (R ~2).P, —q

(Pn—1)



I (¢t=1.P"2+ PP, —a

[(t—1).P*+1.P, — a

[(t—1).P,* +2.P, — d

[(t—1).P* +3.P, — a

(Pn —1)

a=

[(t—1).P>+ (P> —2).P, — a]

1
(Pn—1)

a=

a

[(t—1).P*+ (P,*>—1).P, — a]

[(t—1).P*+ P,2P, — a



a=(Pn—1)
I (¢t-1.P>+1.P, -
a=1

a=(P,—1)
I ¢t-1.P>+2P, —d
a=1

a=(Pp—1)
II (¢t-1.P>+3P, -

a=1

S
I ¢t-0»PR>+ (P —2).P—q

a=1
a=(P,—1)

I ¢t-»P>+ P —1).P—d

a=1

a=(P,-1)

I ¢t-1.R"+1.P,—q

a=1



Ce qui peut encore s’écrire ainsi :
qul p

b=1 a=1

b=P,} a=(Pn-1)

Il (¢t-D.R" +b.P—q

b=1 a=1

Donc, pour finir, et pour x > 1, nous avons :

c=x b=P,(c")  a=(Pp-1)

eae =] ]I I t=1.P" +b.P —q

c=1 b=1 a=1

Implicitement : a, b, ¢, t et x sont des nombres entiers > 1. Il nous reste a
exprimer la divisibilité de ¢, ,; par P,.



Comme dans la partie “Suite 2 de [’étute de (P,” — 1)!I” (qui servira de
modele), ici aussi, nous allons simplifier les développements pour écourter les
démonstrations. C’est-a-dire que nous n’écrirons pas les développements en
polynome comme nous le devrions, mais nous allons simplifier leur écriture
en factorisant les termes les plus significatifs pour résoudre notre probleme.
Rappelons que nous avions noté, d’apres le théoreme de WILSON :

(P, — 1) =PFP,w; — 1 (avec wy un nombre entier).

Décomposons la suite de cette étude en plusieurs sous-parties.

* Sous-Partie 1 :

a=(P,-1)
Etudions H [(t —1).P,") +b.P, — ]
a=1
Nous observons encore ici principalement 2 cas : Le cas ou P, est paire et le
cas ou P, est impaire.

Cas de P, paire :

Le seul cas possible étant P,, = 2, nous avons

a=(Pn—1) a=(2—1)
Il t-1).P9+bP —a = ] [(t—1)29+2b-q
a=1 a=1

= (t-1)29+2b-1
= 2[t—-1).2Y b -1

a=(2-1)
don ¢ [ [(t=1)29+2b—a] p +1=2[t—1)2 4+
a=1

Or, nous avons construit ¢ de sorte qu’il soit un entier > 1, donc
[(t —1).2(¢=) 4+ b] est un nombre entier, et donc

a=(2-1)
H [(t—1).209 +2b—a] p+1 est divisible par le nombre premier 2.

a=1



Cas de P, impaire :

a=(Pn—1)

II [t-1).P9+b.P —q

a=1

= [(t—1).P,9 +b.P,).f[(t —1).P,") +b.P,) + (P, — 1)!
= P,.[(t = 1).P, Y 4 0.f[(t = 1).P,) + b.P,] + P,w;y — 1
_p, {[(t — 1.2 4 b f[(t —1).P + b.P] + wl} 1

avec f[(t —1).P,° + b.P,] un nombre entier polynémiale en fonction de P,
(dont Iécriture a été ici aussi réduite pour alléger les développements).

Donc
a=(Pn—1)

H [(t—1).P,") +b.P, —a] p +1 est divisible par P, impaire.

a=1

Pour conclure :

Nous avons donc pour tout P, € P (c’est-a-dire pour P, paire et impaire) :

a=(Pn—1)
Il t=D.P9+bP —alp+1  divisible par P,.

a=1

* Sous-Partie 2 :

Notons (pour simplifier) :
{[(t —1).P, VY £ b f[(t — 1).P,"9 + b.P,] + wl} = Wy,
(avec wy, un nombre entier)

Nous avons :



Etudions :

b=P,(c=1)  a=(P,-1)

11 [T t=1).P+bP, —d

b=1 a=1

Ici aussi, nous pouvons distinguer les cas de P, paire et de P, impaire.

Cas de P, paire :

Le seul cas étant P, = 2, nous avons

p=2o(c—1) =(Pn-1) p=2(c—1)
H H (t=1).P,+bP, —al = ][] (wi—1)
b=1

Or, 2(¢=Y est un nombre impaire pour ¢ = 1, et un nombre paire pour ¢ > 1.
En développant ce produit, nous obtenons :

Pour c =1
b=2(c—1)
H (2.’(1)470 - 1) - 2-w4,c -1
b=1
Et pour ¢ > 1
b=2(c—1)
[ Quic—1) = Quwio)fRw)+1
b=1

= (2wae) f2wse) +2—1
= 2[(wac) f(2awy.) +1] —1

Ce qui fera le lien avec le cas de P, impaire (avec f(2.wy4,.) un nombre entier
en fonction de 2 et de wy,).

Nous avons donc pour tout ¢ > 1 :

p=2(c—1)
H 2wy —1)| +1 divisible par le nombre premier 2.
b=1



Cas de P, impaire :

Ce cas concerne tous les autres nombres premiers (et pour ¢ > 1).

b=P, (=D  a=(P,—1) b=pP, (=1
11 Il k-9 +bP -a = ][] (Powse—1)
b=1 a=1 b=1

= Pn.(w4yc).f(Pn.w4yc) — 1
(avec f(P,.w4.) un nombre entier en fonction de P, et de wy,)

Donc

b=P,(c—1)
H (Ppwge—1) +1 est divisible par P, impaire.
b=1

Pour conclure :

Nous avons donc pour tout P, € P et pour ¢ > 1 :

b=P,(c=1)  a=(P,-1)
1T I (t=D.P+bP, —a]p+1  est divisible par P,.

b=1 a=1

* Sous-Partie 3 :

Voici la derniere étape. Etudions ce qui suit :

b:Pn(Cfl) a=(Pn—1)

gn,m,tzlj[l bH1 I (t-=1.P9+b.P —q

a=1

Nous avions noté

b=P,, (c=1)

H (Pn.w4,c — 1) = Pn.(IU4’C).f(Pn.IU4’C) —1
b=1



Toujours pour alléger la lecture, notons :

(Wae)-f(Prwye) = wsy (avec ws, un nombre entier)

Nous avons :
CcC=Xx

Enat = H(Pn.wg,w —1) =P, (ws).f(Prwsy,) — 1 si x est impaire,
c=1

Et
C=Xx

Enpt = H(Pn.ww —1) =P, (ws ). f(Prws,) +1 si x est paire,
c=1

avec f(P,.ws,) un nombre entier (en fonction de P, et de ws ).

Et donc, pour tout x > 1 :

C=X

Enat = | [(Pows.e — 1) = Po.(ws0)-f(Prws ) + (=1)

c=1

D’ou
Enat — (_1)(I) - Pn-(w5,w)'f(Pn'w5,a:)

avec [(wsz).f(P,.ws,)] un nombre entier.

Pour conclure :

Pour wg un nombre entier non fixé, pour tout P, € P et pour tout x et t € N,
tel que x > 1 et t > 1, nous avons toujours :

En,az,t = Pn.'UJG + (—1)($)
En arithmétique modulaire, cela s’écrit ainsi :

Enzt — (—1)(30) =0 (mod P,)



Rappelons que nous avions noté :

FP o 5n7ar,t
pf P,

qui est un nombre rationnel (e, , ; non divisible par P,)

En remplacant €, ., convenablement dans cette derniére expression, nous
obtenons :

P P,
1 (z)
Donc, de maniere générale, si x est impaire :
Fp 1
= Wg — —
P " P

Et si z est paire :

Fp
Fe :w6+Fn

n

Pour le cas ou N =t.P,” , Nous avons donc toujours :

Fp 1
P T,

Ce qui peut aussi s’écrire :

. 7T.FP
S P 7

I

&.

=
| —— |

=
—~

g

(=)

H_
)=
~
| S|

Et donc




e Casou N #t.P,” :

Nous avions noté N = t¢.P,* +r pour t > 1 et r > 0. Rappelons que le cas
de r = 0 pour tout t , et celui de r = 1 pour t = 1 ont déja été traités en
début de partie “2.2.3 Construction de la fonction F,” (page 91).

Et nous avions noté :

h=(Pp*—1)

F, = H (t.P," +r—h) pour r variant sur [1; P,” — 1]
h=1

= (P +r—1.t.P"+r—2). ... J(t—1).BP"+r+1]

Sur les intervalles de type [(t —1).P," +r+1 ; t.P,"+r — 1], le nombre
de multiples de P, est variable en fonction de r. Sur ces intervalles et selon
r, nous recontrerons des cas ou le nombre de multiples de P, est minimum et
des cas ou il est maximum. Nous allons d’abord traiter les cas ou le nombre
de multiples de P, est minimum pour simplifier la suite de 1’étude.

Pour r variant sur [1; P,” — 1], le nombre de multiples de P, est minimum
lorsque la différence entre la borne inférieure et le premier multiple de P, de
I'intervalle, et la différence entre la borne supérieure et le dernier multiple
de P, de lintervalle sont toutes les 2 maximums. Recherchons quand ces
différences sont maximums en plusieurs sous-parties, toujours a propos du

casou N # t.P,”.

Notons d et d € Nyitel que d > 1 et d > 1.



*x Sous-partie pour les multiples de P, :

A propos des bornes des intervalles de type [(t—1).P,“+r+1 ; t.P,*+r—1]
et des différences évoquées dans les quelques lignes précédentes pour ce cas
(N #t.P,").

Relation entre la borne inférieure et le premier multiple de P, des intervalles
de ce type :

t—1).P°+r+1<(t—1).P"+d.P,
Relation entre la borne supérieure et le dernier multiple de P, des intervalles
de ce type :
t.P* —d.P, <tP,"+r—1

Or, en notant A; cette différence, nous avons la plus grande différence
possible pour A; = P, — 1, puisque cette différence est le nombre entier
le plus grand ne contenant pas de multiple de P,. Nous avons :

Ay = [t=1).P +dP]—[t—1).P"+r+1]
= dP,—r—1
— Pn_]_

Donc r = (d—1).P,

et pour la seconde borne

Ay = [P +r—1—[t.P"—d.P,]
= dP,+r—1
= P, -1
Donc r = (1-d).P,

Et donc
r = (d—1).P,

- (1-d).P,
Dot d = 2-d



Finalement, si r = (d — 1).P, ,
le premier multiple de P, vaut (t —1).P,” + d.P,
et le dernier multiple de P, vaut t.P,” + (d — 2).P,
Or, le nombre de multiples de P, se trouvant sur les intervalles de type
(t—1).P,"+d.P, ; t.P,°+(d—2).P,] étant constant, il suffit de choisir
t = 1etd=1 (par exemple) pour simplifier I'écriture, ce qui revient a
dénombrer la quantité de ces multiples sur I'intervalle :
(P, : P, (P,Y 1)
Et donc le nombre de multiples de P, vaut (Pn(i_l) — 1), dont P,” est un
multiple appartenant a ces intervalles car pour r variant sur [1; P,” — 1] dans
les intervalles de type [(t —1).P,"+r+1 ; t¢.P,”+r—1], nous avons :
t—1D).P"4+r+1<tP*"<tP " +r—1
En effet, puisque pour » = 1, 'inégalité devient :
(t—1).P*+2<t.P,* <t.P*

Et pour r = P,” — 1, I'inégalité devient :

t.P* <tP*<(t+1).P°—2



% Sous-partie pour les multiples de P,? :

Méme raisonnement que précédemment appliqué aux multiples de P,%.

t—1).P"+r+1<(t—1).P"+d.P,>
Et

tP*—d.P2 <tP*+r—1

Or, A, = P,> — 1 ne contient pas de multiple de P,? et est la plus grande
différence possible. Nous avons :

Ay = [t—=1).P*+dP? —[t—1).P" +r+1]
= dP% —r—1
= P2 -1

Donc r = (d—1).P?

Et
Ay = [t.P*4r—1]—[t.P* —d P,
= d.P*+r—1
= P°-1
Donc r = (1-d).P?
Et donc

r = (d—1).B?
= (1-d).B’
D’ou d = 2—-d



Finalement, si r = (d — 1).P,* ,

le premier multiple de P, vaut (t — 1).P,* + d.P,*

et le dernier multiple de P, vaut ¢.P,” + (d — 2).P,>

Or, le nombre de multiples de P,? se trouvant sur les intervalles de type
[(t—1).P,"+d.P,> ; t.P,"+(d—2).P,? étant constant, il suffit de choisir
t = 1etd=1 (par exemple) pour simplifier I’écriture, ce qui revient a
dénombrer la quantité de ces multiples sur I'intervalle :

P.? 5 PA(PY 1)

Et donc le nombre de multiples de P,? vaut (Pn(z_z) — 1), dont P, fait

partie (pour les mémes raisons que la Sous-partie précédente concernant les
multiples de P,).

(méme raisonnement pour les multiples des puissances de P, intermermédiaires)



+ Sous-partie pour les multiples de P,*™V :

Méme raisonnement que précédemment appliqué aux multiples de P, @Y.

(t—1).P*+r+1<(t—1).P°+d.P,*
Et

tP*—d. P, <t P®4r—1

x—1)

Or, A1) = P,*=Y _ 1 ne contient pas de multiple de P, et est la plus

grande différence possible. Nous avons :

Apoy = [(t=1).P°+dP,CD] —[(t —=1).B" 47 +1]
= dPn(ﬂc_l) —r—1

Donc r o= (d—1).P,®

Et
A1y = [tP"+r—1]—[t.P," —d.P,"™ V)
= d.P"V4r—1
= p=D 1
Donc r = (1-d).P,Y
Et donc

ro= (d—1).R,@™Y
= (1-d).p,Y
Dot d = 2-d



Finalement, si r = (d — 1).P,®V
le premier multiple de P, vaut (t —1).P,” + d-Pn(x_l)

et le dernier multiple de P, vaut t.P,” + (d — 2).Pn(°”_1)

Or, le nombre de multiples de P, se trouvant sur les intervalles de type

(t—1).P,*+d.P," Y . t.P,"+(d—2).P," Y] étant constant, il suffit de
choisir t = 1 et d = 1 (par exemple) pour simplifier I’écriture, ce qui revient
a dénombrer la quantité de ces multiples sur l'intervalle :

(p,e=b . p e (p 1)
Et donc le nombre de multiples de P,V vaut (P, — 1), dont B,” fait

partie (pour les mémes raisons que la Sous-partie précédente concernant les
multiples de P,).



x Sous-partie pour les multiples de P,” :

Nous avons déja vu que pour r variant sur [1; P,” — 1] dans les intervalles de
type [(t—1).P,°+r+1 ; ¢.B,”+r—1], nous avons :

t—1).P +r+1<tP*"<tP +r—1

En effet, sir=1:

(t—1).P," +2<t.P" <t.P*

Etsir=P"—1":

tP* <tP*<(t+1).P°—2

Et donc t.P,” se situe toujours dans les intervalles de type :

(t=1).P+r+1 ; tP"+r—1]



x Synthese :

Pour N = t.P,” +r et r variant sur l'intervalle [1; P, — 1] , sur les intervalles
de type [(t —1).P,"+r+1 ; tR"+r—1]:

nous avons donc 1 seul multiple de P,” ;
Et pour k£ € N sur l'intervalle [1;2 — 1] :
au moins (P, — 1) multiples de P, , dont P, fait partie.

(I'intervalle peut méme étre étendu a k € [0;2 — 1] car 'ensemble reste
cohérent, méme si k = 0 ne présente a priori pas d’'intérét).

Nous pouvons donc regrouper chacun de ces nombres minimum de multiples
des puissance de P, a partir de ce que nous venons de voir (en notant £ un
nombre entier non divisible par P,) :

h=(P,*-1)
F, = [ &P +r—h)
h=1
— p,BCT-D p oD o p (B p () p D)
_ p [P,t=D—14P, =D 14 .. 4Py2—14P,—1+1] E
_ p PR P24 P-4 o
— p PR P24 Putl-(2-1)] p
Or,
P -1
peYVypledy - 4 pP2ip 1=
P,—1
Donc, dans notre cas :
F, = plET-GE

Pp—1

= p(B=)E




Et comme nous avons :

PnFc — Pn(F;;an*zl —.1:-|—1>

Nous pouvons effectuer

Fp —
- =F
P,
F, : : .
P F est donc toujours un nombre entier pour x > 1, nous avons donc ici :
c

n

REMARQUE IMPORTANTE :

Le fait d’avoir chercher a regrouper ces nombres minimum de multiples des
puissance de P, dans la formule de F}, nous permet d’abréger ici I'étude les
concernant. En effet, les autres cas de r faisant intervenir un nombre plus
important de multiples des puissance de P, dans la formule de F},, nous
aurons forcément :

Fp _ /
- =F
P,
c’est-a-dire un nombre entier E’ divisible par une puissance de P,, une
puissance obligatoirement > 1.

Et donc, nous retrouvons ici aussi :




Ce qui permet de conclure de maniere générale a propos du cas ou N # t.P,”

ainsi :
Gin? <7T.Fp>
b,
" =0

N
S1n (Pn)

Conclusion et synthese :

=1 si N est un multiple de P,”.

=0 si N n’est pas un multiple de P,”.



2.2.4 Supposons Pn non connu (construction de Fp,
suite)

Supposons que nous ne connaissions pas les nombres premiers P,. Comme
P, € P, remplacons P, dans la formule de F,, par une autre variable M,
définie telle que M € N, M > 2. Nous verrons pourquoi M > 2 en cours
d’étude. Reprenons brievement les points essentiels des études précédentes
en se concentrant uniquement sur les cas ot M n’est pas un nombre premier
(car les cas ou M = P, ont tous été traité dans les études précédentes).

Nous avions noté :

h=(P,*—1)
Fp = H (N_h)
h=1

= (N-1).(N=-2). .. (N—P"+2).(N-P"+1)

= Pn( Pr—1 *x).an%t (avec €, .+ un nombre entier non divisible par P,)

Bt

Pp®—1

PnFc = PTL( Pp—1 —Z‘-‘rl)

En remplacant P, par M nous obtenons :

h=(M*—1)

Iy, = H (N —h)

h=1
Bt

MFC = M(%_aj—’_l)



F F
Et donc —2- devient —4- . pour finalement obtenir :

PnFc MFe
h=(M?*—1)
[T &w-mn
Fp h=1

MF TG )

A partir de cette égalité, reprenons I’étude en 3 nouvelles sous-parties.

e FEtude :

* Sous-Partie 1 :

1< N < M*®

C’est un cas simple . En effet, nous avons ici :

h=(MT-1)
I, = H (N —h)
h=1
= (N=-1).(N—=2)...(N = M*+2).(N - M*+1)
=0
Donc ici

Fy
T

Et donc (la formule suivante implique que M € N, M > 2)

F
sinz(7T p)

M
N\ 7

I 1)
sin (M




* Sous-Partie 2 :

N =M~

C’est aussi un cas simple . En effet, puisque nous retrouvons ici :

h=(M*—1)

F, = J] (N-h

h=1

h=1
= (MT 1)

dont la démonstration a déja été faite, rappelons donc que nous avions :

(M= —1)!

EM,x - _M(A;[V;:ll 7$+1)

avec €y, un nombre entier pour tout M étant un nombre entier et n’étant
pas un nombre premier, sauf pour le seul cas de M =4 et x = 1.

Dongc, ici

E, |
MFe — oM

(e entier sauf pour le seul cas de M =4 et © = 1)

Et donc (la formule suivante implique que M € N, M > 2)

F
sin 2 (W p)
M-
0

ﬁ -
sSin (M

Nous pourrons corriger cela en donnant une formule valable pour tous les cas
(et donc pour M =4 et x = 1 inclus). Nous chercherons alors une formule
qui soit nulle pour ce seul cas (ou au moins pour les multiples de 4) et qui
prenne pour valeur 1 sinon (ou au moins lorsque M = P,), ceci afin de ne
pas perturber le fonctionnement général de la formule finale. Nous donnerons
une étude plus détaillée de la cette fonction de correction “ A ” plus loin dans
le paragraphe le signalant.

(sauf pour M =4 et z =1)



* Sous-Partie 3 :

N > M*

C’es le cas le moins simple. Raisonnement :

h=(M*—1)

= (N =1).(N =2)eee(N = M" +2).(N — M" +1)

Remarquons que dans ce cas il existe une différence non nulle entre N et M*,
notons cette différence A telle que :

A=N-—-M*" (et donc non nulle, c’est-a-dire A > 1)

D’ou
N =M*+A
Donc
F, = (N-1.(N-2). .. (N—M*"+2).(N—-M"+1)
— (N—1)N=2). .. (A+2.(A+1)
= [(N—-1).(N-2). .. .(A+2).(A+1)].%
-1
B Al
(M4 A1)
- Al
M A )M A=2). o (M D). (MT)] L [(MT )]
Al
_ (1) [(M$+A—1).(M$+A—A!2). o (M4 1).(MP)]
A=(A-1)
[T s +n)
0 VT S

Al



Or,

est toujours un nombre entier.

Ezxplications :

A=(A=1)
Notons G = H (M*+ N
A'=0

Donc

Si A = 1, alors G = M? divisible par (A!) = 1! = 1. Et donc % est un

nombre entier.

Si A = 2 alors G = (M®).(M* + 1) divisible par (A!) = 2! puisque sur
2 nombre entiers consécutifs, au moins 'un des 2 est divisible par 2 (et

. G :
forcément I'autre est divisible par 1). Et donc A est un nombre entier.

SiA =3, alors G = (M?*).(M*+1).(M*+ 2) divisible par (A!) = 3! puisque
sur 3 nombre entiers consécutifs, au moins 'un des 3 est divisible par 3, et

. o G .
au moins un autre est divisible par 2. Et donc Al est un nombre entier.

Si A =4, alors G = (M?*).(M*+1).(M*+2).(M* +3) divisible par (A!) = 4!
puisque sur 4 nombres entiers consécutifs, au moins I'un des 4 est divisible
par 4, au moins un des 4 est divisible par 3, et au moins un autre est divisible

G
par 2. Et donc Al est un nombre entier.

Si A =5, alors G = (M*).(M* +1).(M* 4+ 2).(M?* + 3).(M* + 4) divisible
par (A!) = 5! puisque sur 5 nombres entiers consécutifs, au moins I'un des 5
est divisible par 5, au moins un des 5 est divisible par 4, au moins un des 5

est divisible par 3, et au moins un autre est divisible par 2. Et donc A est

un nombre entier.



(nous pouvons poursuivre ce raisonnement a 'infini pour chaque valeur de A)

Pour A > 1, nous avons G = (M®).(M*+1). ... .(M*+A-2).(M*+A-1)
divisible par (A!) puisque sur A nombres entiers consécutifs, au moins 'un
des A nombres est divisible par A, au moins un des A nombres est divisible
par (A — 1), au moins un des A nombres est divisible par (A — 2), ... , au
moins un des A nombres est divisible par 3 et au moins un autre parmi ces
A nombres est divisible par 2 (et forcément I’ensemble de ces A nombres est

divisible par 1). Et donc Al est un nombre entier.

G . .
En notant A G’ un nombre entier quelquesoit A > 1, nous avons donc

maintenant :

A=(A-1)
A'=0
= (M*-1).¢&
En rappelant que
=1y = MU ) g
= M EMzx
Nous déduisons
FP ! :
i G ena (e entier sauf pour le seul cas de M =4 et x = 1)

Et donc (la formule suivante implique que M € N, M > 2)

F
sin 2 (7T Ff)
" 7
sin 2 (1) (
M

sauf pour M =4 et x = 1)



* Synthese de ces 3 sous-parties :

Nous avons donc pour M € N, M > 2 avec tout M ¢ P et quelquesoit N > 1 :

F
sin 2 (LFIZ)
N\ (

02 1)
Sin <M

sauf pour M =4 et x = 1)

e Conclusion et synthese :

Nous avons pour M € N, M > 2 tel que M ¢ P et quelquesoit N > 1 :
F,
sin 2 (LFf)
N i)
sin (M

Et nous avons pour M € N, M > 2 tel que M € P (c’est-a-dire finalement
pour M = P,) :

=0 (sauf pour M =4 et x =1)

F,
sin 2 (LF]Z)
— =1 si N est un multiple de P,* = M*.

o (1)

F
sin 2 (W p)
MEe
S el

= si N n’est pas multiple de M?®.




e Construction de la “fonction” de Correction “ A ” :

Nous voulons obtenir une “fonction” de correction “ A” pour le casou M = 4
et x =1 telle que :

pour tout M e N, M >2et M ¢ P
F
sin 2 (7;/[;’)
A——77~7=0
sin 2 (—)
M
et pour tout M e N M >2et M €P
F
sin 2 (7;4;:)
A =1
sin 2 <—>
M

Nous voulons donc

A=0si M =4et x=1 (ousi “M est multiple de 4” est aussi acceptable)
A =1 sinon (ce qui inclu les cas ou M = P,)

En effet, en partant de :

F,

P

MF:

(M* — 1)!
M( = 7I+1)

gM,J: -

(avec €57, un nombre entier si M ¢ P sauf dans le cas de M =4 et z = 1)

pour N = M?® | lorsque M = 4 et x = 1, nous obtenions :

5M,J: -

Dans ce cas seulement, €, est rationnel alors que M ¢ P.



Etudions maintenant ce qui suit :

(M —1).(M—2).(M—3) M —6M*+11.M -6

4 4

Si M est un multiple de 4, notons M = 4.t' avec t' € N, ' > 0, nous avons :

(M —1).(M —2).(M —3) (4t —1).(4t' — 2).(4t' — 3)
4 4
(4¢)3 — 6.(4t)* + 11.(4¢') — 6
4

= 16.(t')° — 24.(¢')* + 11.(¢') —

DO W

Or, [16.(')? — 24.(¢)* + 11.(¢")] est un nombre entier pour ¢’ € N, ¢’ > 0.

Donc

sin

L [ (M —1).(M —2).(M — 3)}

4 o r.(zw —1).(4t — 2).(4t' — 3)}

4

3

=1 si M est un multiple de 4.



Si M n’est pas un multiple de 4, notons M = 4t + 1" avec t’ € N, t' > 0
et 7 € N, nous pouvons restreindre 7’ & 'intervalle [1; 3] (en effet, toutes les
valeurs non multiple de 4 sont présente avec r’ € [1; 3] et pour chaque valeur
de t'), nous avons :

(M —1).(M — 2).(M — 3)

4
A =)A= 2).(4 " = 3)
B 4
()P =64 )21 (A ) — 6
B 4
64.(t')% + 52.(¢")2 " + 12.6.(r")? + ()3 — 96.(¢')* — 48.4' " — 6.(r")* + 44.t' + 1107 — 6

4

(r")3 —6.(r")2 + 110" — 6
4

(r' = 1).(r" = 2).(r" = 3)
4

= 16.(t") +13.(¢) 20" + 3.4.(r")? — 24.(¢)* — 124/ 0" + 11.4 +

= 16.(¢')° + 13.(¢) 2" + 3.4.(r")* = 24.(¢')* — 124/ 0" + 114 +

Or, pour la partie suivante de cette derniere formule :
[16.(¢")3+13.(¢")2r' +3.t'.(r")?—24.(¢')*—12.t'.r'+11.¢'] vaut un nombre entier

Et de plus, nous avons :

(r'=1).(r" —2).(r' = 3)
4

= 0 pour 7’ € N et restreint a U'intervalle [1; 3]

Donc

(4t + 1/ — 1).(4 + 1 — 2).(4t' + 1" — 3)
4

sin“ | .

LT (M —1).(M —2).(M— 3)}

= sin? |:7T.

=0 si M n’est pas un multiple de 4.



Pour faire la synthese, nous avons donc :

(M —1).(M —2).(M — 3)
4

(M —1).(M —2).(M - 3)
1

sin 2 [7(. } = 1si M est multiple de 4,

sin 2 [7?. } = 0 si M n’est pas multiple de 4.

Or, nous sommes en train de rechercher une fonction qui est exactement
complémentaire a celle-ci puisque nous voulons :

A =0 si M est multiple de 4
A =1si M n’est pas multiple de 4

Nous avons donc simplement :

1
(M — 1).(M —2).(M — 3)}
1

A = 1-sin? [w.(M_ 1).(M — 2)‘(M—3)}

= COS2 |:7T.

Ce qui nous permet de généraliser :

- Pour tout M € N, M > 2 et M ¢ P, quelquesoit N > 1 :

(M —1).(M —2).(M — 3)] _Sin2 Gﬁp) .y
I

- Pour tout M e N, M > 2 et M € P, si N est un multiple de M* :

cos? |:7T.

(M — 1).(M—2).(M—3)1 .Sin2 (Lip) L
e

- Pour tout M e N, M > 2 et M € P, si N n’est pas un multiple de M? :

cos? |:7T.

(M —1).(M —2).(M — 3)} sin® (Lip) 0

cos? {71 .
4 sin 2 <l>
M



2.2.5 Construction de la fonction «y,

Toutes ces données vont nous permettre de construire une mécanique pour
les puissances des nombres premiers. En effet, pour simplifier les données
principales, notons :

f(M;x) = cos? |m.

(M —1).(M —2).(M — 3)] sin” (Lip>

4 L 2(1)
sin? (7

Et notons a nouveau ces généralisations précédentes, pour N € N, N > 1 :
f(M;x) =1 pour tout M € N, M >2et M € P, si N est multiple de M*.
f(M;x) =0 pour tout M € N, M > 2 et M € P, si N non multiple de M?.

f(M;x) =0 pour tout M € N, M > 2 et M ¢ P, quelquesoit N > 1.

Ceci signifie encore que :
MFIM2) — M pour tout M € N, M > 2 et M € P, si N est multiple de M?.
MMz} — 1 pour tout M € N, M > 2 et M € P, si N non multiple de M?.

MIMiz) — 1 pour tout M € N, M > 2 et M ¢ P, quelquesoit N > 1.

Poursuivons avec le cas le plus intéressant pour la suite de 1’étude, c’est-a-
dire avec le cas ou :

f(M;x) =1 pour tout M € Ny, M >2et M € P, si N est multiple de M*.



Dissociation de vartables :

Afin de dissocier un nombre N d’un nombre M?*, nous allons devoir adopter
d’autres variables : aj; et g. En effet, nous devons adopter une notation
pour N qui le distingue du reste de la formule recherchée. Notons :

N = g.M(em) avec g € N, g > 1 et ay € N.

Ainsi, N peut représenter tous les nombres entiers supérieur ou égale a 1
(N € N, N >1). Effectivement :

-si N est multiple de M (@) le coefficient multiplicateur est représenté par g.
- si N n’est pas multiple de M) alors ap; = 0 et done N = g.
En réalité, cette écriture va nous permettre de dissocier a,; et z, afin de
constater que le nombre N = ¢.M (@) étant donné et fixé, N est multiple de
M? si x < aypy, mais aussi N est multiple de M élevé a toutes les puissances
inférieures a x (z € N, x > 1).
Nous avons donc

N est multiple de M (pour x = 1)

N est multiple de M? (pour z = 2),
N est multiple de M? (pour z = 3)

Jusqu’au cas ou N est multiple de M* (pour z = ayy),

N n’est plus multiple de M* des que x > ayy.

Tout ceci signifie que dans tous ces cas :

f(M;1) =1 (pour x = 1)
f(M;2) =1 (pour z = 2)
f(M;3) =1 (pour z = 3)

Jusqu'a f(M;ap) =1 (pour z = ayy)

Et f(M;x) =0 pour z > ayy.



Ce qui nous permet de retrouver la puissance o, puisque nous avons :

FOM;1) + F(M;2) + f(M;3) 4o+ f(Msang) = Y (1)

Ce qui peut encore étre écrit :
an = f(M; 1)+ f(M;2)+..+ f(M;an) + f(My o+ 1)+ f(M; o +2) + ..
puisque des que z > ayy et jusqu'a U'infini (pour z), nous avons f(M;z) = 0.

Donc

anv = > (1)

= > f(M;x)

r T nnue car dja été formulée. us avons finalemen
Or, f(M;x) est connue car elle a déja été formulée. Nous avons finalement
une formule de “mécanique des puissances” pour les nombres premiers.

Pour tout nombre N € N, N > 1, nous pouvons déduire a,; la puissance
maximum de M (lorsque M est un nombre premier) qui le compose. Ainsi :

T—-+00

N = g. M) avec ay = Z f(M;x)
=1

Pour retrouver tous les nombres premiers qui compose N (par exemple en
notant ¢ , ¢2 , ¢3 , Q4 , ... , ¢, des nombres premiers quelconques mais
distincts les uns des autres et en supposant que N soit composé du produit
de ces nombres), il suffit alors de faire varier M sur ’ensemble des nombres
premiers (ainsi, M prend forcément pour valeur ¢; , puis ¢z , puis g , puis
G4 , - , PUiS ¢, ) , ce qui permettrait d’obtenir par exemple :

N = Q1(aq1)-C]Q(aqz)-Q3(aq3)-Q4(aq4)- .qn(aqn)‘



Concentrons nous maintenant sur les cas suivant, rappelons que :

Si N n’est pas multiples d’'un de ces nombres premiers (d’apres 1'exemple
précédent : q1 , g2 , g3, G4 , -, Gn), alors f(M;z) =0

donc, dans ce cas,

xr——+00
ay = > f(M;z)
r=1
= 0

et donc M(©@™) =1 pour tout M € N, M > 2 et M € P, si N n’est pas un
multiple de M*.

Et rappelons d’autre part que :
f(M;x) =0 pour tout M € N, M > 2 et M ¢ P, quelquesoit N > 1.

Donc, dans ces 2 derniers cas,

T——+00

ay = > f(M;z)

= 0

et donc M(©@M) =1 pour tout M € N, M > 2 et M ¢ P, quelquesoit N € N,
N > 1.

Or, dans un produit, 1 est ’élément neutre. Ce qui va nous permettre de
construire une formule “plus générale” sur la décomposition d’un nombre
entier en produit de facteurs de nombres premiers. En tenant compte de
toutes ces données, nous pouvons alors conclure finalement :

M—+oco

N= ] mev

M=2



Nous pouvons borner ce produit par 2 pour la borne inférieure puisqu’il s’agit
également de la borne inférieure pour le domaine de définition de M (nous
avons M € N, M > 2 ). Compte tenu qu’il n’est pas nécessaire de faire varier
M jusqu’a l'infini puisque N ne peut pas étre composé de facteur premier
qui soit supérieur a lui-méme. Au maximum, si N est lui-méme un nombre
premier, nous pouvons faire varier M jusqu’au plus grand nombre premier
possible, c¢’est-a-dire jusqu’a N lui-méme. ce qui impose alors de restreindre
le domaine de définition de N a celui de M, c¢’est-a-dire pour N € N, N > 2.
Et si nous voulons faire apparaitre tous les travaux de I’étude en une seule
formule, nous pouvons mettre en facteur les formules de “fonction coefficient
correcteur” Cc et de “fonction élimination du défaut” A (lorsque M = 4 et
x = 1) que l'on retrouve dans chaque formule de f(M;x).

Pour N € N tel que N > 2, nous pouvons alors noter :

‘ 3 h=(M*-1)
cos 2 (%H(M —v)) oo . H (N —h)
v=1 Z sin? h=1
sin2(w/M) g (Mcg—l +1>
M=N M\ M—1
N=DWN)= ][ M
M=2

Ce que je me suis efforcé de démontrer (attention, il s’agit bien de crochets
dans ces formules, et non des symboles des “valeurs absolues” , ni de ceux des
“parties entieres” : ils ont donc la méme fonction que de simples parentheses,
ils contiennent oy, c’est-a-dire la puissance de M). Ceci servira de syntheése
générale de la démonstration de I'étude sur la factorisation d’un nombre
entier en produits de facteurs premiers. Notons simplement ce processus
de “décomposition” (ou de factorisation d’'un nombre entier en produit de
facteurs premiers) D(N), et appelons cette formule D(N) la “Décomposée”
de N telle que :




Il existe donc une regle permettant la décomposition d’un nombre entier
supérieur ou égale a 2 en produit de facteurs premiers. Nous pouvons
maintenant considérer que le tableau de référence T.R.1 (voir le début de
la partie “1 Factorisation et mécanique des puissances” page 11), dont
le nombre de colonnes est infini et dont le nombre de lignes est également
infini, peut étre donné par la formule D(N) pour N € N, N > 2.

Remarque 1 :

Lorsque nous notons que nous devons avoir N € N, N > 2, il faut comprendre
que tout nombre N est décomposable en produit de facteurs premiers seulement
si N est supérieur ou égale a 2. En d’autres termes, les nombres 0 et 1
(les seuls entiers positifs & étre inférieurs a 2) ne sont pas décomposables de
maniere explicite en produit de facteurs premiers, la formule de décomposition
D(N) ne peut logiquement pas les concerner.

Autrement dit, la raison pour laquelle les nombres entiers 0 et 1 ne peuvent
pas étre concernés par cette formule est que cette formule ne traite que la
propriété de “primalité” de chaque nombre entier consécutif (par le produit
des (N — h) ), et pour tout N € N, N > 2 lentier N ne peut étre que
premier ou composé (ce qui n’est pas le cas des nombre 0 et 1).

Remarque 2 :

A T’aide des congruences, le lien entre la fonction SINUS et le cercle doit
pouvoir permettre une interprétation géométrique équivalente.

Remarque 3 :
Il existe une formule “plus générale” de D(N) dont la démonstration et

la formule qui en résulte sont données en partie “3.8.6 Formule f(M;x),
puissance et divisibilité : Formule D(N) généralisée” (page 217).



2.3 Théoréme de décomposition d’un nombre
entier N en produit de facteurs premiers

D’apres les démonstrations effectuées précédemment a propos de la formule
D(N) de décomposition d’un nombre entier N en produit de facteurs premiers,
pour N € N tel que N > 2, la formule D(N) étant donnée par :

[ v=3 h=(M"-1)
cos 2 (%H(M —v)) oo . H (N —h)
v=1 Z sin 2 h=1
sin2(w/M) et (M”T—l_ +1)
M\ M=

- Soit N le nombre d’éléments d’un ensemble.

- Soit un ensemble fondamental un ensemble dont le nombre d’éléments
contenu est N € P.

- Soit un ensemble composé un ensemble dont le nombre d’éléments
contenu est N ¢ P.

Le domaine de définition de D(N) étant N € N tel que N > 2, si nous voulons
diviser un ensemble composé de N éléments en sous-ensembles fondamentaux,
nous devons concevoir :

e qu’il existe une unité de mesure indivisible (évidemment la valeur 1),

e que les éléments (qui permettent de former un ensemble) soient indivisibles,

e qu’il existe une limite minimum pour un sous-ensemble fondamental
(ce minimum étant N = 2 éléments),

e qu’il n’existe pas de limite maximum pour un sous-ensemble fondamental
(sinon, cela sous-entendrait qu'’il existe un nombre premier maximum,

ce qui est faux),

e que nos mesures a propos du nombre d’éléments (formant un ensemble)
ne puissent étre que discontinues (correspondant au domaine de définition
des nombres entiers N).







3

Formules courtes

Certaines lettres qui vont étre utlisées seront les mémes que précédemment,
mais elles n’auront pas de lien entre elles (exemple pour les variables comme
a, comme b, comme m, comme B ou comme X ...). Nous préciserons ce
changement par une redéfinition des variables concernées.

3.1 Formule simplifiée s(M)

- D’apres les démonstrations déja effectuées, nous pouvons construire une
formule légerement différente et plus simple. Par exemple, la formule de «,,
nous permet de connaitre la divisibilité de N par un nombre premier P,,
ce qui nous amene a connaitre D(N). D’une autre maniere, nous pouvons
savoir par une formule plus “courte” si un nombre entier est premier ou non
(c’est-a-dire si N = P, ou pas). Cette formule courte (ou encore “Simplifiée”
de f(M;z) ) permettra simplement de savoir si le nombre N est divisible
ou non par un nombre premier F,, son expression est basée sur celle de o, 1
mais sans certains termes non utiles a cette fin, elle est plus légere que ay,.
Quelques rappels de ce que nous avions noté :
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h=(P,*—1)

* Avec F, = H (N —h)
h=1
P’ —1
*AvecFC:P 1—w+1
* Avec Cc = L
~ sin?(n/P,)
- v=3
* Avec A = cos? (Z H(P” - v))
v=1
*

Avec R, la fonction de Restriction permettant de limiter les calculs
aux nombres premiers P, < N.
Il suffit de ramener cette étude a celle de z =1 (et donc a celle de ay, 1) :

v=3

7r
cos 2 (Z H(P” — U)) h=(Pa—1)
o[ T

S(N) = Sm;(:;/Pn) _sin P [ v—mn

(Cette formule nous permet de savoir si N est multiple de P,)

Ou encore, si nous désirons remplacer P, par M comme dans la partie
précédente (ce qui sous-entend que P, n’est pas connu) :

v=3
7r
cos? (Z H(M - v)) he(M—1)
o 7

S(N) = Sm;(:;/M) sin? | I &w-n

h=1

- Rappelons également que nous avions noté :

r———+00

av =Y, f(M;x)

Avec

(M = 1).(M — 2).(M — 3)} sin* Gﬁp)

f(M;z) = cos? |:’/T. n . sin2<1>
M



Poursuivons le raisonnement de simplification par une remarque utile : dans
le cas particulier ou N = M (et x = 1), nous saurons directement si N (ou
M) est premier ou pas.

Dans le cas ou N = M (et z = 1), nous avons :

h=M-1

[T &v—h)=@r-1)

h=1

Dans le cas particulier de N = M et x = 1, la formule f(M;x) est simplifiée.
Notons s(M) cette formule simplifiée de f(M;x) dans le cas particulier de
N = M et x = 1. Par la suite, nous appellerons la formule s(M) “la simplifiée
de variable M”. Nous obtenons alors :

S(M) = cos? (:ﬁ( o U)> sn (= 17)

2 1)
Sin <M

Ainsi,

s(M)=1siM P (la réciproque est vraie)
s(M)=0si M ¢P (la réciproque est vraie)

Et s(M) est définie pour tout M € N, M > 2.

Le complément de s(M) vaut 1 — s(M), notons le comme ceci :

s(M)=1-—s(M)



Remarque 1 :

Nous voyons donc que s(M), la simplifiée de variable M, n’est qu'un cas
particulier de la fonction ay,. En effet, la fonction s(M) n’est autre que la
fonction apr dans le casou M = N et ¢ = 1.

Remarque 2 :

La fonction s(M) ne possédant que 2 “états”, c’est-a-dire 0 ou 1, et étant

donné qu’élever a la puissance m (pour m € N, m > 1) ces 2 nombres revient
a effectuer une “opération neutre”, on peut donc conclure que :

Remarque 3 :

La fonction primorielle P, (qui est le produit de tous les nombres premiers
jusqu’'a P, € P) s’écrit :

M=P,
M=2
Ou encore :
M=P,
#0, = ] 1+ (M —1).5(M))
M=2

Complément de réflexion :

Nous allons ici faire porter nos observations sur les nombres entiers consécutifs
et leur “propriété de primalité” (c’est-a-dire que chacun de ces nombres
entiers supérieur ou égale & 2 ne peut étre que premier ou composé). Notons
M eN, M >2et DeN, et prenons en considération le produit suivant :

|

—D
s(M+E)
E=0



En faisant varier D sur N, nous observons que cette formule peut étre exprimée
principalement par 3 cas :

* Lecasou D =0 :
E=D
I[ s+ E) = s(M)
E=0

Lecasou D =1:

H s(M+E)=s(M).s(M+1)

E=0

Or, les nombres premiers 2 et 3 étant les seuls nombres entiers consécutifs,
il ne peut exister qu'un seul cas pour lequel s(M).s(M+1) vaut 1. Nous
avons donc :

Si M =2 (ce qui permet M + 1 = 3),
alors s(M).s(M +1) =1

SiM > 3 (lorsque M est premier, M + 1 ne I'est pas et inversement),
alors s(M).s(M +1) =0

* Lecasou D > 2:

TT s(0+ £) = s + 1. T] 0+ B) 0

=2

Comme cela implique un produit d’au moins 3 formules simplifiées dont
chaque variable est M, M +1 et M +2 (c’est-a-dire au moins 3 nombres
entiers consécutifs), et comme il n’existe pas plus de 2 nombres entiers
consécutifs qui soient premiers, ce produit ne peut valoir que 0.



De maniere équivalente, nous pouvons établir d’autres égalités a partir
des ces remarques a propos de la propriété de primalité des nombres
entiers consécutifs.

D’apres le complément de s(M), nous avons :

1 —s(M)

0 siMeP
1—s(M)=1

siM¢P

Evidemment, nous pouvons alors noter, pour tout M € N, M > 2 et
pour D e N, N >4

1:[ s(M) = 1:[ 1—s(M)]=0
Ou encore :

[T s(v) = T 11 =s(am)) =0



3.2 Formule d’identité I(M)

Nous pouvons construire une formule “d’identité” I (M) aux nombres premiers,
une formule qui vaut ce nombre premier lorsque M € P :

I(M) = M.s(M)

Ainsi,

I(M) = siM¢P
donc
P, =P,.s(P,)

3.3 Formule de comptage C(M)

Nous pouvons aussi construire une formule de “comptage” C' (M) des nombres
premiers sur un intervalle, c’est-a-dire entre un nombre entier N; > 2 et un
autre Ny > 2, tel que Ny > Ny, puisque s(M) = 1 pour chaque valeur de M
étant un nombre premier. Notons :

Con=3 s

M=Ny



3.4 Formule d’Impulsion Premieére J(M)

Partant du constat qu’il n’existe que deux nombres premiers qui soient des
entiers consécutifs (il s’agit de 2 et de 3), nous pouvons construire une
nouvelle formule que nous appelerons Impulsion Premiere de variable M
(impulsion & cause de la forme de son graphique) basée sur cette propriété.
Partant de la formule de s(M), si nous apportons des modifications dans ses
parenthese (en substituant la variable M a une modification), nous pouvons
élaborer une formule différente mais qui reste vraie.

La formule s(M) définie pour tout M € N, M > 2 est une formule qui vaut :

1 siMeP (la réciproque est vraie)
s(M)=0 siM¢P (la réciproque est vraie)

La formule s(2.M) définie pour tout M € N, M > 1 est une formule qui vaut :

s(2.M) =1 siM=1 (la réciproque est vraie)
s(2.M) =0 si M >1 (la réciproque est vraie)

Nous pouvons modifier cette formule de maniere a ce qu’elle soit définie pour
tout M € N, M > 0 en effectuant un “décalage” (de M vers M + 1) :

s2.M+2)=1 siM=0 (la réciproque est vraie)
s(2M+2)=0 si M >0 (la réciproque est vraie)

Notons J(M) la fonction d’Impulsion Premiere de M telle que :
J(M) =s(2.M +2)
Nous avons donc

(M) =1 siM=0 (la réciproque est vraie)
(M)=0 si M >0 (la réciproque est vraie)

RIS



Graphiques :

J(M
1 . .

01 2 345 6 78 910

Avec son complément (une fonction “carrée”) :

—t———p——p——p—p—p——t—i—3|\/]
01 2 345 6 78 910
Remarque 1 :

Comme pour la fonction s(M), la fonction Impulsion Premiere de variable
M ne possede que 2 états. Donc, pour m e N, m > 1

(]

(M)™ =T3(M)

nous pouvons meme étendre le domaine de définition de m jusqu’a m = 0 si
et seulement si J(M) = 1.

De plus :
J(M) =73(M*) pour tout M € N, M > 0 et pour tout a € N, a > 1.

On peut étendre le domaine de définition de M aux entiers négatifs pour les
puissances de M paires. Ce qui peut encore étre noté :

J(M?*) est définie pour tout M € Z et pour tout a € N, a > 1.



Remarque 2 :

Nous pouvons jouer sur les propriétés des nombres paires ou impaires lorsqu’on
les multiplie entre eux ou lorsqu’on les additionne pour obtenir d’autres
formules intéressantes :

(M) = s(2.M +2)
= S[M 42+ s(M +2)]

En effet, grace aux propriétés des nombres paires et grace au fait que M = 2
soit le seul nombre premier paire, nous avons :

IJM) = s(2.M+2

= s(2.d.M + 2) (avec d € N, d > 0)
Et donc

(M) =3(2.M) =TF(4.M) =3(6.M) =3F(8.M) = ... = 3(2.d.M)

dont chaque graphique correspondant est le méme que celui de J(M). Remarque
identique concernant les multiples de nombres premiers notés ainsi :

JM) = s(2.M +2

= s(P,.M+ P,) (avec P, € P)

_ s[Py.(d.M +1)]



Ce qui ne serait plus le cas si nous changions quelque peu les parametres
dans les parentheses. En effet, voici quelques exemples de graphiques avec
des fonctions sensiblement différentes :

T(M) = s(2.M +2)

O — e ————— |\[]
01 2 345 6 78 910
5(2.m+3}

01 2 341 5 6 TB 91011121314
s(2.M+5)

3'_'\_/'_'\/'_'\/\ AN

0 1 23&55?891011121314

5(3.M+2)

| INVAVAVAV AN AN

01 2 345 6 728 91011121314
5{5.M+2}

01 23455?891011121314

Ou l'on observe comme des ‘“raies spectrales” (rappelons que les segments
entre chaque point ne représente pas une continuité, ils sont tracés seulement
pour aider a la lecture des graphiques).



Remarque 3 :

Comme nous avions établi (dans le paragraphe concernant la formule s(M))
que nous avions :

s(M).s(M+1)=1 siM =2
s(M).s(M+1)=0 si M >3

Nous sommes en mesure de donner une nouvelle égalité grace aux remarques
précédentes pour M € N, M > 2 :

s(M).s(M +1) = s(2.M —2)

Ou encore, en effectuant un décalage (de M vers M +2), afin que les formules
simplifiées soient définies pour une variable M telle que M € N :

s(2.M +2) = s(M + 2).s(M + 3)
Et comme :
J(M) =s(2.M +2)
Nous avons donc aussi (en reprenant P, € Pet d € N, d > 0) :
JM) = s(2.M +2)

= s[Pn.(d.M + 1)]
= s(M +2).s(M +3)



Remarque 4 :

Etant donné les égalités suivantes :

J(M) = siM=0

J(M) = siMeN, M>1
Donc

JM)—1=0 siM=0
IJM)—1=-1 siMeN, M>1

Mais également

1-3(M)=0 siM=0
1-3(M)=1 siMeN, M>1

D’ou

IM).[3(M)—1]=0  siM=0
IM).3(M)—1]=0 siMeN, M>1

Mais également

siM=0

J
J siMeN, M>1

Ce qui nous laisse un choix entre 2 possibliltés d’écrire cette égalité.



Ceci permet d’établir une autre égalité :

[
o
s
=

|
=
S

I

I(M).[3(M) —1] =0

D’ou nous déduisons :

1 1

T 1
l=sa5  sap — 1

Ce qui nous donne 2 possibilités d’écriture symétriques. Cette formule sera
intéressante pour la suite (voir formule d’Impulsion Seconde 3(M)).

Remarque 5 :

- De plus, il est encore possible de construire “I'lmpusion Premiere de la
simplifiée de variable M”, que 'on notera J[s(M)], ot nous avons :

[s(M)] =0 sis(M)=1
1 sis(M)=0

Ce qui correspond au “complément” de s(M), et donc :
I[s(M)] =1 = s(M)

- De méme, il est possible de construire “I'Impusion Premiere de I'Impulsion

Premiere de variable M” aussi, que I'on notera J[J(M)], ot nous avons :

IFM] =0 sid(M)=1
(3 1 sid(M)=0

—

Ce qui correspond au “complément” de J(M), et donc :

II(M)] =1 — 3(M)



- Et de maniére générale, pour toutes variables B (ou formules) ne pouvant
prendre que des valeurs “binaires” (0 ou 1), nous avons :

J(B)=0 siB=1
J 1 siB=0

Ce qui correspond au “complément” de B, et donc :

JB)=1-B

Remarque 6 :

Cette formule J(M) sera utile pour la recherche d’une formule de restriction
R, (voir la suite des travaux), mais son utilité apparaitra encore dans le
Chapitre 2 et dans le Chapitre 3 (Répartition exacte de nombre
premiers).



3.5 Formule d’Impulsion Seconde J,(M)

Partant de la formule J(M), nous constatons aisément que lorsque nous la
multiplions par un nombre quelconque, le résultat est ce méme nombre pour
M =0 et le résultat est 0 pour M € N, M > 1.

Ainsi, si nous désirons construire une formule qui tend vers +oo pour M = 0
et qui vaut 0 partout ailleurs (c’est-a-dire pour tout M € N, M > 1), il nous
suffit de multiplier J(M) par une fonction qui tend vers +o0o pour M = 0 et
qui vaut un nombre quelconque partout ailleurs (c’est-a-dire qui est définie
pour tout M € N, M > 1).

Les fonctions qui peuvent convenir pour cette fonction recherchée peuvent
étre par exemple :

(A S |

e > 1
AN DA (avec m € N, m > 1)

(et, de maniere générale, pour tout polynome de variable M qui s’annulle
pour M = 0 et qui est défini pour M > 1, I'inverse de ce polynome)

et encore :

—InM




et aussi :

P 107}
== T 500
_ 1

L= 50m

La formule J,(M) est donc définie pour M € N, M > 1. Le passage a la
limite est nécessaire lorsque M tend vers O :

J,(M)=0 pour M e N, M >1
lim J,(M) = +o0

La formule J,(M) est donc équivalente a la fonction 6 de DIRAC si I'on
considere que le domaine de définition de M peut étre étendu a M € N.

Représentation graphique (tracée en rouge) :

O = N WO ~ O

01 2 345 6 7T 8 910



La représentation graphique de J,(M) peut étre assimilée au demi-axe des
abcisses (les valeurs des entiers positifs) et au demi-axe des ordonnées (les
valeurs des réels positifs).

Ici aussi nous pouvons construire la fonction complémentaire a J,(M), que
nous noterons ainsi :

%(M) = Jz(lM)

Nous voyons bien qu’une représentation graphique serait difficile car cette
fonction complémentaire vaudrait :

J,(M)=0 pour M =0,
Al}mLJZ(M):—{—oo pour Le N, L>1

Donnons une idée approximative seulement grace a ce graphique (tracé en
rouge) :

Jo(M)
107

w

e e

>M

01 2 345 678 910



Remarque 1 :

Rappelons que que les dérivées de § de DI RAC apparaissent dans la transfor-
mation de Fourier des polynomes. Rappelons également que la fonction
0 de DIRAC' est utile a I’analyse harmonique. Ceci implique qu’il doit
exister aussi un lien (mais seulement pour M € N) entre les nombres entiers
associés a la fonction J,(M), certains types de polynomes (certains cas
doivent pouvoir étre généralisés, notamment par la mise en évidence des
racines de ces polynomes par factorisation) et des cas particuliers correspondant
en analyse harmonique.

Remarque 2 :

Comme nous 'avons vu dans la partie concernant la formule simplifiée s(M),
il existe une symétrie intéressante dans I’écriture de cette formule puisque
nous avons :

1

1
L- (M)

jz(M> =

Et de maniere équivalente :

- 1
J.(M) = T
(M)
En effet :
) 1 . 1
lim < = lim —— =+
I(M)—1 500 1 IM)—1 1 — 500
Et
1 ) 1
lim —— = lim — = +00
J(M)—0 300 1 J(M)—0 1-— 300



3.6 Formule de restriction RM(N)

Gréace aux propriétés de la fonction J(X) (la fonction Impulsion Premiere
de variable X'), nous pouvons établir de nouvelles égalités et construire ainsi
de nouvelles fonctions utiles, comme nous le verrons d’ailleurs plus en détail
dans le Chapitre 2.

Dans la premiere partie, nous recherchions une fonction de Restriction R,
(que nous ramenerons a RM (N)) définie ainsi :

RM{N}

b
4
1
0

1 siX =0
(X)=0 siX >0

Si nous remplacons X par un polynome qui peut s’annuller aux valeurs
qui nous intéressent, nous pourrons construire RM (N). En effet, pour des
polynomes de variable N ne donnant pour résultats que des valeurs entieres
positives, I'lmpulsion Premiere de ce polynome vaut 1 lorsqu’il s’annule et
vaut 0 sinon. Ainsi, nous pouvons orienter nos recherches et construire la
fonction Impulsion Premiere d’un polynome telle que :

Jlﬁ(N—k)] avec D € N

k=0



dont les caractéristiques sont les suivantes :

[}
—
=
=

=1 pour 0 < N <D

[S]
>
=]
Ab
=
|
=z

=0 pour N > D

et dont la représentation graphique est celle-ci :
k=D
JI11(N-Kk)]
k=0
0 $ $ $ ren $ \—l—l-)N

01 D-1 D D+

La fonction “complémentaire” correspondante est équivalente a :

l—jlﬁ(N—k)] avec D € N

k=0

ol nous avons :

1-73 H(N—k) =0 pour 0 < N <D

1-3 H(N—k) =1 pour N > D




D’ailleurs, la fonction d’Implusion n’étant définie que pour des valeurs entieres
positives, en élevant (N — k) au carré, nous pouvons méme ajouter que :

[k—+o0
I_I(N—k:)2 =0 pour 0 < N <D
[k=D+1

[}

[k—+o0
I_I(N—k:)2 =1 pour N > D
[k=D+1

[}

Et donc

k——+o0 k=D
3[ 1T (N—k)2] :1—3[H(N—k)]

k=D+1 k=0

La représentation graphique est celle-ci :

13[H{m -k) ]

L -—-—/ —N

01 2 D1 D D#

C’est cette derniere fonction qui va nous permettre de construire RM (N).
En effet, d’apres le graphique du début de cette étude, nous constatons que
la fonction RM (N) peut étre considérée comme étant la somme de fonctions
plus simples et du méme type que la fonction que nous venons de donner.
Nous constatons que RM(N) s’obtient en ajoutant les unes aux autres les
fonctions suivantes (en étalant la somme sur plusieurs lignes) :

(voir page suivante)



Avece M e NN M >2eta€eN,a>1:

Donc

Et donc




De méme, d’apres 1’égalité que nous avions établi juste avant, nous avons :

RM(N) = Jrﬁm(]\f—k)zl

k=M

+3 | [T V- k)2

Et donc, nous avons aussi :

Remarque :

Théoriquement, nous aurions pu faire tendre a vers I'infini positif, afin d’obtenir
une fonction de restriction idéale en fonction de toutes les puissances de M
supérieures ou égales a 1 et valable pour tout N € N.

Poursuivons le raisonnement. D’apres les démonstrations effectuées en fin
de partie “2.2.5 Construction de la fonction «a,,” (page 131) : pour
la fonction ayy, les calculs ne sont plus nécessaires lorsque x > «j; car
f(M;x) =0. Ce qui signifie que pour la fonction RM(N) que les calculs ne
sont plus nécessaires lorsque :

1-3 r:ﬁ_l(zv - k)] =0



C’est-a-dire, et pour des valeurs de a croissantes, dés que :
) )

: [’“Zﬁ”w . k>] .

k=0

Cela signifie encore que les calculs ne sont plus nécessaires des que :
k=Ma—1
[T &Ww-k=0
k=0

Ce qui sous-entend finalement que les calculs ne sont plus nécessaires des que :

N est une des valeurs entieres de 'intervalle [0; M — 1].



3.7 Equivalences de formules

Rappelons que

1 siMeP
s(M)=0 siM¢P

s(M) n’étant définie que pour M € N, M > 2.

Donc

MM = siM¢P

Et donc

MM 1 =(M—1)= (M —1).s(M) siMeP
MM —1 =0 = s(M) siM¢P

Or lorsque s(M) vaut 0, multiplier n’importe quelle fonction par s(M) donne
0 pour résultat. Pour conclure :

MM 1 = (M —1).s(M)

De la méme maniere, nous avons :

1= (1= M)
B M

s(M)

— Ces dernieres formules sont intéressantes dans le sens ou elles peuvent
s’exprimer en fonction d’elles-mémes, c’est-a-dire en faisant référence a elles-
memes.

En appliquant le méme raisonnement a la fonction J(M), et pour une variable
“indépendante” de J(M), que nous noterons X, et telle que X soit un
nombre entier (remarquons que ce raisonnement est aussi valable si X est un
polynome ne donnant que des valeurs entieres).



Nous avons :
XIM) 1 = (X —1).3(M)
valable pour tout X € N, mais avec condition sur M pour un cas de X :
Si X =0, on doit avoir M = 0 (pour que J(M) # 0)
Cette derniere formule me parait plus intéressante que la précédente car :

Si X = 0, on doit avoir J(M) = 1 (donc M = 0) pour que l'égalité soit
respectée.

Si X =1, la valeur de 3(M) (et donc de M) n’a pas d’importance dans le
calcul.

Si X > 1, I'égalité est respectée quelquesoit la valeur de J(M) (donc tout M).

Ou encore, en regroupant les conditions :
XIM) 1 = (X —1).3(M) avec J(M) = s(2.M + 2)
Pour X =0 et pour M = 0 seulement

Ou
Pour tout X e N, X > 1 et pour tout M € N, M >0

Donnons une représentation graphique du domaine de définition de cette
égalité pour une meilleure compréhension :

» X




Cette égalité est respectée pour tout M et X étant repérés par des points
rouges.

Nous pouvons encore écrire :

SiM>0,onaX >0
SiM=0,onaX >0

= Ici aussi, cette formule peut étre écrite de maniere “auto-référentielle”
(c’est-a-dire que cette formule peut s’exprimer en fonction d’elle-méme), avec
auto-référencement sur J(M) :

N XM 1
T =T

Remarque : nous pouvons étendre le domaine de définition sur X a I’ensemble
des nombres réels avec la méme condition sur M (c’est-a-dire M = 0) lorsque
X = 0. Dans ce cas, I’axe des ordonnées est aussi I’axe de symétrie de cette
nouvelle représentation graphique. De plus, nous pourrions remplacer la
variable X par une fonction, avec la méme condition sur M (c’est-a-dire
lorsque M = 0) si la fonction s’annule.

Nous pouvons remarquer aussi aussi qu’en remplagant J(M) a droite de
I’égalité par la formule complete, nous pouvons procéder ainsi de maniere a
obtenir une formule qui “s’étend a l'infini” :

xoon_p x5

X-1 X -1

Méme remarque sur la fonction complémentaire de J(M) :

X -30)] _ g
N X -1



Et comme :

l— o _ X700 -1
o0
-1 X -1

J(M) =
Nous déduisons également :

In[1+4 X — X [1-300])

(M) —
I(M) In X
Ou encore :
In[l + X — X))
sy =1 - LY .

In X

L’égalité étant conservée dans le cas ou X = M et sans condition sur M (et
forcément sans condition sur X), nous avons pour tout M € N, M >0 :

Remarque 1 :

Pour 1’égalité que nous avions noté :

Avec les condition suivantes :

Pour X =0 et pour M = 0 seulement
Ou
Pour tout X e N, X > 1 et pour tout M e N, M >0

Nous pouvons contourner ce probleme des conditions en interdisant par
exemple a X de valoir 0 (d’autres exemples peuvent étre trouvés, avec des
polynomes n’ayant pas de racines entieres). Partons de ce constat :

X+3(X)=1 siX =0
X+3X)=X siX>0

Ou nous devons restreindre X tel que M € N, M > 0.



Si nous reprenons la formule en la modifiant quelque peu avec ces nouvelles
données, nous avons :

[X + 3(X)]P™M) -1

M) = S0 =1

Ot désormais, X a été remplacé dans la formule par 'ensemble [X + J(X)]
qui ne peut jamais étre égale a 0, mais son domaine de définition doit étre
restreint.

D’autre part et plus largement :

Revenons a X € R. En effectuant un “décalage de symétrie”, c’est -a-dire
en faisant passer I’axe de symétrie par un autre point sur I’axe des abcisses,
nous obtenons des graphiques du méme type. En effet, en notant D une
constante telle que D € R et en modifiant 1égerement les notations ainsi :

X — D)) 1
X—-D-1

30 = |
Nous pouvons écrire :

Si X = D, on doit avoir la condition que M = 0 seulement.
Si X # D, toutes les valeurs de M € N, M > 0 sont possibles.

Graphiquement, le domaine de définition de cette égalité se représente comme
ceci :

M
ﬁzg%%%gg:ﬂﬁﬁ{/:ﬁ£§2%:
u/ .

0 " D

= b Q) B N

Ou l'axe vertical passant par le point D en abcisse est I'axe de symétrie du
domaine de définition.



Cas particulier de X =2 et D =0
J(M) =273 1

Méme remarque sur la fonction complémentaire de J(M) :
1-3(M)=21-3(M)] -1

(M) = 2. (1 - ﬁ)

Et méme remarque pour s(M) (et pour sa fonction complémentaire) :

s(M) =25 1

Remarque 2 :
Nous aurions pu aussi noter :
(1—X)"™) =1 - X.3(M) définie pour X € R — {1}

(& cause de la condition a respecter telle que (1 — X)) # 0 lorsque J(M) = 0)

Remarque 3 :

De maniere moins pertinente, nous avons :

M+3(M)=1 si M =0
M+3(M)=M si M >0

Donc

(M +3(M)]PPM =[0+1]' =1 si M =0

[M 4+ 3(M)]P™M) = [M +0]° =1 siM >0
Et donc

(M + 3(M)POD = 1



Meéme raisonnement et méme conclusion pour :

M) 1+ 3(M)
En effet,
M¥M) L 3(M)=0"+1=1 siM =0

J(M)=1— MM

Ou encore :

Et donc, pour finir :

J(M) + M)

I
=
5
+
=

=

s

I

—_

Remarque 4 :
Comme précédemment :

M-3(M)=-1 siM=0
M—3(M)=M siM >0

Et donc



D’ou I'on déduit :

(M = 3P = (~1)70

Remarque 5 :

De maniere identique, nous avons :

[M 4+ J(M))|E=3(D)]
[M + j(M)][l—ff(M)]

1 siM =0
M siM >0

Or,

M+3(M)=1 siM=0
M+3(M)=M siM >0
Et donc

[M 4 3(M)|=3OD = M+ 3(M)
Ou encore, de maniere équivalente :
(M + (200 = [0 — S|
D’ou
[1—3(M)].In[M +3(M)]=[1—-3(M)].In[M — 3I(M)]

Ce qui constitue une nouvelle possibilité de donner 2 écritures “symétriques”.



Remarque 6 :

De méme :

Ou encore :

J(M)=IOD] = 3( M)

Développement d’une formule :

Ce petit paragraphe va simplement nous servir a donner un moyen de développer
une formule du type :

(a — b))
avec a et b € R, et avec la condition que (a —b) # 0 si J(M) = 0.
En notant :
(a—b)=X
Nous avons :
(a — b)°M) = XIM)
Or, nous avions noté au début de cette partie :
XIM) 1 = (X —1).3(M)
Donc
XIM) — (X —1).3(M) +1

Et donc



Ou encore
(a —b)*M) = (q — b).J(M) + [1 — F(M)]

Mais il existe d’autres égalités possibles si nous admettons des conditions
supplémentaires :

(a—b)M) = q.3(M) + (—b)*™) avec b # 0si J(M) =0
Ou encore :

(a —b)M) = (—1)7M) [(—a) M) 4 b.5(M)] avec a £ 0si J(M) =0

Remarque 7 :

Dans cette partie de 1’étude, nous aurions pu quelquefois raisonner de la
méme maniere que pour J(M) mais avec s(M). En effet, nous pouvons
observer que la cohérence est respectée lorsqu’on remplace J(M) par s(M)
dans les formules de la “Remarque 27, de la “Remarque 67, et du
paragraphe précédent “Développement d’une formule” en respectant
les conditions préconisées a propos du domaine de définition des variables.

De plus, nous pouvons donner rapidement une autre équivalence permise par
la formule s(M) :

s(M) = (14 M)sM) — pps(M)

Remarque 8 :

Pour poursuivre avec la formule s(M) et d’apres ce que nous savons :
MsM) o pfO=sD) — pp 4]

Et donc

M = M) g ppli—s(n] _ 4



De méme que (en substituant (M — 1) a M, sauf dans les puissances) :
M = (M — 1)53) 4 (M — 1)l1=s(D)
Plus généralement, pour X € R* :
X = XsM) 4 x[t=s(M)] _ 1
Ou, pour X € R — {1} :
X = (X —1)sM) 1 (X — 1)0=s(1)]
Finalement, pour X et Y € R* :
X)Ly =sOM] _ 1 = X s(M) + Y.[1 - s(M)]
Ou, pour X et Y € R—{0;1} :
XN Ly l=sOn) _ | = (X — )50 L (y — 1)li=s(1)]

Ce qui permet aussi d’écrire de maniere presque équivalente (le domaine de
définition est différent) que, pour X et Y € R — {1} :

X.s(M)+Y.[1—s(M)] = (X —1)*M 4 (Y — 1)l=s(M)]

De maniere encore plus générale, nous avons aussi :

- Pour d € R et pour X et Y € R*:
XD L yl=0) _ g — (X —d+1).8(M) + (Y —d+1).[1 — s(M)]
= s(M).(X-Y)+ (Y —-d+1)

- Pour d € R et pour X et Y € R —{0;d} :

Xs(M) 4 yli=s(M)] _ g (X —d)*™ (v — d)[l—S(M)]



- Ce qui permet aussi d’écrire de maniére presque équivalente (le domaine
de définition est différent) que, pour d € R, pour X et Y € R — {d} :

(X —d)*™ (v — @)D — (X —d+1).s(M)+ (Y —d+1).[1 — s(M)]

Remarque :

= s(M)(X-Y)+ (Y —d+1)

Ces types de formules trouveront leur intérét dans les paragraphes qui suivent
directement celui-ci.

Autres équivalences de formules 1 :

Prenons en considération les formules qui suivent en notant M une variable
telle que M € N, M > 2 et P, un nombre premier constant supposé connu

tel que P, € P.

- lier cas :

M.s(M) =10 siM¢P
Et
P,.[1- siMeP



- 2iéme cas :

MM = M siMelP
=1

MeM) siM¢P
Et
[P, — 1].[1 — s(M)] =0 siMeP

[P, — 1].[1 — s(M)] + M*™M) = M siMeP
[P, — 1].[1 — s(M)] + M**M) = p, siM¢P

Et donc
[P, — 1].[1 — s(M)] + M*™)  vaut toujours un nombre premier.

Cette formule étant strictement équivalente a celle du lier cas.

- Exemple :
Pour P, = 2, nous avons :
P, [1—s(M)]+ M.s(M)=2+ (M —2).s(M)
Ou, de maniere strictement équivalente :
[P, — 1].[1 — s(M)] + M*M) =1 — 5(M) + M>*D
Ce qui est encore équivalent & :

(M — 1)*(M) 41



Ou nous pouvons méme choisir de restreindre M a M € N, M > 3
pour obtenir tous les nombres premiers possibles puisque :

(M —1)*M 41 =M siMcP

Or, si M € P avec M > 3, cela signifie que “la formule vaut tous
les nombres premiers supérieurs ou égale a 3, c’est-a-dire tous sauf le
nombre 2.

Et
(M —1)*M) +1=2 siM¢P

Or,si M ¢ P avec M > 3, cela signifie que “la formule vaut seulement le
nombre 27, c’est- a dire le seul nombre premier qui manque au domaine
de définition de M. Ce qui nous permet de faire la synthese :

(M —1)*M) 41 vaut toujours un nombre premier pour M € N,
M > 3.

De plus cette formule peut valoir n’importe quel nombre premier possible.

Autres équivalences de formules 2 :

Pour M € N, M > 2, soit d € N. 1l est possible de déduire que :

s(M)=0 siM¢P
s(M+d)=0 si(M+d)¢P
Et

s(M)=1 siMeP



Et donc, d’une part :

s(M) +s(M +d) = siM¢Petsi(M+d) ¢P
s(M) + s(M +d) = siM¢Petsi(M+d) eP
s(M)+s(M +d) = siMePetsi(M+d) ¢P
s(M)+s(M+d) = siMePetsi(M+d) eP

s(M).s(M +d) = siMgPetsi(M+d)¢P
s(M).s(M +d) = siM¢g¢Petsi(M+d) eP
s(M).s(M+d)=0 siMePetsi(M+d) ¢P
s(M).s(M +d) = siMePetsi(M+d) eP

* Par ezemple :

Pour les nombres premiers jumeaux, nous avons M € P et (M +d) € P
lorsque d = 2. Nous avons dans ce cas :

s(M).s(M+2)=1
Ou

s(M) +s(M+2)=2

Autres équivalences de formules 3 :

- Dans le méme ordre d’idée que les 2 paragraphes précédents, notons M
une variable telle que M € N, M > 2 et soit d la différence entre 2 nombres
premiers. Si M € P et si M est le plus petit de ces 2 nombres premiers, alors
d’apres I’énoncé, nous avons aussi (M + d) € P.

Nous pouvons alors écrire :

s(M)=s(M+d)=1 siMePetsi(M+d) eP

Bt



Soit P, un nombre premier constant supposé connu tel que P, € P et tel que
(Pn + d) € P. Nous pouvons affirmer que la formule suivante :

s(M).s(M +d).[]M — P,]+ P,

donne toujours un nombre premier qui se trouve étre le plus petit sur 2
nombres premiers dont la différence vaut d. En effet, puisque :

s(M).s(M +d).[M — Pn|+ Pn=M sis(M)=s(M+d)=1
Et
s(M).s(M +d).[M — P,|+ P, =P, si s(M) =0ousis(M+d)=0.

* Exemple 1 :

Pour d = 1, nous avons 2 nombres premiers connus dont la différence
vaut 1, il s’agit de P, = 2 et (P, + 1) = 3. Nous pouvons alors noter
que :

s(M).s(M +1).[]M — 2]+ 2

donne toujours un nombre premier qui se trouve étre le plus petit sur
2 nombres premiers dont la différence vaut 1. Comme 2 et 3 sont les
seuls nombres premiers a avoir cette différence, nous pouvons méme
ajouter que :

s(M).s(M+1).[M—-2]+2=2 quelquesoit M € N, M > 2
Cecl revient encore a écrire :

s(M).s(M+1).[M—-2]=0 quelquesoit M € N, M > 2



* Exemple 2 :

Pour d = 2, nous sommes dans le cas des nombres premiers jumeaux.
Nous pouvons choisir 2 nombres premiers jumeaux connus, prenons
P, =3 et (P, +2)=5. Nous pouvons alors noter que :

s(M).s(M +2).[]M — 3]+ 3

donne toujours un nombre premier qui se trouve étre le plus petit sur
2 nombres premiers jumeaux.

- De méme, nous pourrions encore étendre le raisonnement en considérant
des triplets de nombres premiers dont la différence entre le plus grand et
I'intermédiaire vaut d, et la différence entre 'intermédiaire et le plus petit
vaut aussi d. Avec P, un nombre premier constant supposé connu tel que
P, € P, tel que (Pn+d) € P et tel que (Pn + 2d) € P. D’apres les méme
notations, nous avons :

s(M).s(M + d).s(M + 2d).[M — P,| + P,

donne toujours un nombre premier qui se trouve étre le plus petit de ces 3
nombres premiers correspondant a I’énoncé.

Nous pouvons donner comme exemple 3 nombres premiers connus pour lesquels
d=2: il s’agit de P, = 3, de (P, +2) =5et de (P, +4) = 7. Cela nous
permettant d’établir que :

s(M).s(M + d).s(M +2d).[]M — 3]+ 3

donne toujours un nombre premier qui se trouve étre le plus petit de ce triplet
de nombres premiers et dont d = 2.

- Pour finir, nous pourrions encore étendre le raisonnement au-dela des
triplets de nombres premiers.



Autres équivalences de formules 4 :

D’apres la méme fonction s(M) que précédemment (définie pour M € N,
M > 2) et pour D une variable définie pour D € N, D > 2, et au méme
titre que pour M, la fonction s(D) est la simplifiée de variable D (dont les
propriétés sont similaires a celles de la fonction s(M), mais pour la variable
D indépendamment de la variable M) :

M.s(M)=M siMeP

M.s(M)=0 siM¢P

D’ou

D—-MsM)=D-M siMeP
D—Ms(M)=D siM¢P
Donc

[D — M.s(M)]*®P) = siD¢P
Donc
M—+oc0
11 D - M.s(ar)p™
M=2

Et donc
M —+00
I[[ - Ms)™ =0 siDeP
M=2
M —+00
I[[ D-Ms@)™ =1 siDgP

M=2



Et finalement, nous remarquons que ces égalités correspondent au contraire
de la fonction s(D) :

s(D) =1 siDeP
s(D)=0 siD¢P

D’ou
M ——+oco
[T D - M.s(n)p® =1-s(D)
M=2
Et donc
M ——+oc0
s(D)=1- [] [D-Ms()P™
M=2

Parallelement a ceci, nous avons aussi le “polynome” :

: 7 5(D)
[[(D-p =0 siDeP
LpeP J

- 4 s(D)

[[(o-p =1 siD¢P
LpeP i

s(D) = 1—- ][ [D-M.s(d)P®



Nous pouvons remarquer qu’il n’est pas nécessaire de borner M de 2 a l'infini

positif si ’on considere qu’il existe toujours au moins un nombre premier entre
N et 2N.

Afin que s(M) soit toujours définie, notons N € N; N > 2. En effet, nous
pouvons constater que :

Pour N € N, N > 2, il existe toujours un nombre premier entre N et (2N —1)
(puisque 2N ne peut pas étre un nombre premier).

M=2N-1
[ D-Msn)p™ = 0 siDePsur lintervalle [N; (2N — 1)]
M=N

Mﬁv_l[D-M.sm)r(D) = 1 siDgP

M=N

Ce qui correspond ici aussi au contraire de la fonction s(D) pour
D e [N;(2N —1)].

Nous pouvons donc écrire, pour D € [N; (2N —1)] :

:]2_[1[1) — M.s(M)]!'P) =1 — 5(D)

M=N



Autres cas intéressant, un cas “binaire” :

“Simulation” de s(M) avec une variable B plus restreinte.

Soit B une variable ne pouvant prendre que les valeurs 0 ou 1 et J(B) la
fonction d’Impulsion Premiere (définie tel que précédemment) associée a la
variable B (précédemment, elle était associée a la variable M) , nous obtenons
pour J(B) toutes les valeurs possibles qui sont respectivement 1 et 0. Nous
avons ceci :

3(0) = 1

J1)=0

D’ou
JB)=1-B

(OuJ[3(B)] =B ,ouencore J(1—-B)=1B)

Avec la variable B, “toutes” les valeurs possibles de s(M) (1 ou 0) sont
atteintes. Or, pour X € R — {1} :

X3B) 1
I(B) ="
X—1
Donc
X0=5) _1
1-B = ——
X -1
1—-X0=B) 1 (X -1
.5 - +( )
X -1
X — X(=5)
=B = ———
X -1
1 -
= B = 1_)1
X

Avec toujours un auto-référencement de cette fonction sur B.



Pour compléter, J(B) et B ne possédant que 2 “états” binaires, ces 2 variables
peuvent étre échangées dans la formule suivante :

nous pouvons alors écrire de maniere équivalente :

o XP-1

B
X -1

(avec B=1s1 X =0)

Et en utilisant la formule précédente :

1 — L.

XB

B = %

X

1— L XB 1
= X2 =

-+ X -1

1
B _

Dans le cas particulier ou X =1 — B, nous avons :

XB -1
B = ~ 1 (ici, I’égalité est bien respectée méme lorsque X = 0)
(1= B)P —1
- (1-B)-1

=-B> = (1-B*?-1
=-B = (1-B)%-1
=B = 1-(1-B)?*

De maniere moins pertinente, pour X et d € N* et pour X # d, une autre
formule est possible :

B.(X —d)

; P S—_
B.X —d



Remarque sur le cas “binaire” :

Nous pouvons reconstruire toutes les tables de vérités définies par 'algebre
de BOOLE grace a la formule de J(M). Par exemple en prenant 2 fois
cette formule de J(M) et en les dissociant comme si elles étaient de simples
variables. Notons ces 2 nouvelles variables J(M;) et J(Ms), et notons L une
“porte logique” a 2 entrées J(M;) et I(M,).

* Exemple 1 :
L =73(M;).3(Ms) (symbole “ .7 : ET de I'algebre de BOOLE)

dont la table de vérité est la suivante :

(3(My) [I(My) [ L |

0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Ce qui correspond a une porte logique “ET” en algebre de BOOLE. D’un
point de vue strictement mathématique (c’est-a-dire, maintenant, en écriture
mathématique), nous pouvons écrire :

L = 3(M;).3(Ms,)

* Exemple 2 :
L =73(M;)+3(M,) (symbole “ + 7 : OU de l'algebre de BOOLE)

dont la table de vérité est la suivante :

13() [3(M) | L |
0 0 [0

0 1 1
1 0 1
1 1 1




Ce qui correspond a une porte logique “OU” en algebre de BOOLE. D’un
point de vue strictement mathématique (c’est-a-dire, maintenant, en écriture
mathématique), nous pouvons écrire :

L =73(M)+3(My) — [3(M;).3(M,)]
Ce qui revient également a écrire :

L = [3(M) = 3(My)]* + 3(My).3(Ms)
En effet, puisque nous avons :

[J(My) — T(M))* + J(My).3(Msy) = T(My)* + T(My)? — T(M).3(M>)
Or,

JM)™ =3(M) pour m € N, m > 1.

[3(My) — J(M)]? + 3(M,).3(My) = I(My) + I(My) — I(M,).3(M,)

Nous pouvons remarquer que nous aurions pu prendre d’autres “variables”.
Par exemple, il en aurait été de méme pour les variables s(M;) et s(Ms)
(possédant les mémes propriétés que s(M) ) a la place des variables J(M)
et J(Ms) (respectivement). Ce qui permet de constater un lien possible
entre les tables de vérité de 'algebre de BOOLE et la formule s(M) ou
la formule J(M), et donc un lien avec les propriétés des nombres entiers.
Une interprétation entre I'algebre de BOOLFE et les propriétés des nombres
entiers (propriété de de primalité ou autres propriétés) est donc possible.

Remarque : Une interprétation entre l'algebre de BOOLFE et les propriétés
d’autres nombres est aussi possible grace a toutes fonctions dont les résultats
ne peuvent etre que 0 ou 1.

* Sur le méme principe, poursuivons les correspondances avec d’autres exemples.
Soient B et By deux variables binaires (ne pouvant prendre pour état que 0
ou 1).



* BEzemple 3 :
L=73(M) avec M = B;.

Comme nous 'avons déja vu au cours de ce paragraphe :

3(B)=1-B
Donc
j(Bl) == 1 - Bl

Ce qui correspond a une porte logique “COMPLEMENT” en algebre de
BOOLE (c’est-a-dire que la variable binaire de sortie est complémentaire a
la variable binaire d’entrée).

* Exemple 4 :
L =73(M)avec M = B;.B, (symbole “.” : multiplication en mathématiques)

dont la table de vérité est la suivante :

| B1 | By || L=3(B1.B) |

010 1
0|1 1
110 1
111 0

Ce qui correspond a une porte logique “NAND” (c’est-a-dire NON ET) en
algebre de BOOLE. D’un point de vue strictement mathématique, nous
pouvons écrire :

J(B1.By) =1 —(B;.Bs)
Remarquons que nous avons aussi (d’autres exemples sont possibles) :

j(BlBg) == S<2 + Bl + BQ)



Il est possible de généraliser cela en changeant de variable. A la place de B;
et de By, prenons respectivement M; € N, My > 0 et My € N, My > 0. Nous
pouvons noter que :

J(M;) =1 pour M; =0

J(M;)=0 pour M; > 1

J(Ms) =1 pour My =0

J(My) =0 pour My > 1

Donc

J(My) +3I(My) —3I(My).I(My) =1 pour M; =0 et pour My =0
J(My) +3(My) —3(M;).I(My) =1 pour M; = 0 et pour My > 1
J(My) +I(My) — I (My).I(My) =1 pour M; > 1 et pour My =0
J(My) + I(My) — I(M;).T(Mz) =0 pour M; > 1 et pour My > 1
Or,

J(M,y.My) =1 pour M; =0 et pour My =0

J(M;y.My) =1 pour M; =0 et pour My > 1

J(M;y.My) =1 pour M; > 1 et pour My =0

J(M;.Ms) =0 pour M; > 1 et pour My > 1

D’ot1 nous déduisons la formule générale :
J(M;.My) = T(My) + T(Ms) — T(My).3(Ms)

De plus, a partir de I’équivalence J(B;.By) = 1 — (B1.Bs) , nous pouvons
donner une derniere écriture généralisée :

j(Mle) =1- (Ml)j(Ml)_(Mz)j(Mz)



* BEzemple 5 :
L =73(M) avec M = By + By (symbole “ 4+ 7 : addition en mathématiques)

dont la table de vérité est la suivante :

| B | By || L=3(B1 + B>) |

010 1
0|1 0
110 0
111 0

Ce qui correspond a une porte logique “NOR” (c’est-a-dire NON OU) en
algebre de BOOLE. D’un point de vue strictement mathématique, nous
pouvons écrire :

J(By + By) = 2BvB) _ (B 4+ B))
== 1 - (Bl + Bg) + (BlBQ)

Or, nous pouvons également remarquer que (en algebre de BOOLE) :

1 3(BY) |I(Bs) [ L=T(B1+ B,) |

0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 0

D’un point de vue strictement mathématique, nous pouvons déduire :
J(B1 + By) = 3(B4).3(B>)
Remarquons que nous avons aussi (d’autres exemples sont possibles) :

J(By + By) = s(7T+ By + Bs)



Il est possible de généraliser cela en changeant de variable. A la place de B;
et de By, prenons respectivement M; € N, My > 0 et My € N, My > 0. Nous
pouvons noter que :

J(M;) =1 pour M; =0

J(M;) =0 pour M; > 1

J(Ms) =1 pour My =0

J(My) =0 pour My > 1

Donc

J(My).3(My) =1 pour M; =0 et pour My =0
J(M1).3(Ms) =0 pour M; =0 et pour My > 1
J(My).3(Msy) =0 pour M; > 1 et pour My =0
J(My).3(Ms) =0 pour My > 1 et pour My > 1
Or,

J(My+ My) =1 pour M; = 0 et pour My =0
J(My + M) =0 pour M; =0 et pour My > 1
J(My+ M) =0 pour M; > 1 et pour My =0
J(My+ M) =0 pour My > 1 et pour My > 1

D’ott nous déduisons la formule générale :
J(M;y + Ms) = 3(My).3(Ms)

De plus, a partir de I"équivalence J(B; + Bs) = 1 — (By + Bs) + (B1.Bs)
nous pouvons donner une derniere écriture généralisée :

J(My 4 My) =1 — (My) M) — (My)PM2) (M) (M) (M2)
Ce qui revient également a écrire :

I(My + M) =1 — [(My)?M) — (My) MR — (M) M) (M) XM



En effet puisqu’en développant les crochets élevés au carré, nous avons a
traiter (pour Mj, le principe étant le méme pour M) :

(M1)2-3(M1)

J 1 pour M; =0
J(M;) =0 pour M; > 1

(M1>2.3(M1) _ (Ml)ﬁ(Ml) =0 pour M; =0
a( 1 pour M; > 1

Ce qui permet d’expliquer I’égalité donnée sous les 2 formes précédentes.

Remarque importante :

D’apres le calcul propositionnel “classique”, il est possible de former toutes
les propositions a partir d’'une unique porte logique tel que la porte logique
NOR, ou bien a partir d’'une unique porte logique tel que la porte logique
NAND. Ainsi, le calcul propositionnel classique devient interprétable par
J(M) (ou par une formule similaire a s(M) ) et les propiétés des nombres
représentées par la variable M. Cela signifie que toutes les propositions du
calcul propositionnel classique peuvent étre formées a partir de la formule
J(M) tel que M = By + By ou tel que M = By.Bs.

Des correspondances peuvent étre établies entre des formules ne pouvant
prendre comme valeur que 0 ou 1, et des énoncés (en attribuant des valeurs
de vérité tel que 0 et 1). Quelques cas sont développés dans la 17 partie
du Chapitre 5.



Derniere remarque sur des cas particuliers :

Rapidement, dans le cadre de I'utilisation du nombre imaginaire“:” d’EULER
(rappelons que “i=/(—1)"):

= 1-23(M)
= sin [(—1)3(M).E]
2
Avec
(—1)°M) = 1 siM =0
(—1)°M) = 1 siM>0et M eN
Ou bien,
6z'.ﬂ'.s(M) _ (_1>5(M)
= 1—2.s(M)
— sin |(—1 S(M)Z]
sin [( ) 5
Avec
(—1)sM) = 1 siMeP
(—1)sM) =1 siMgPet M eN, M > 2
Ou encore :

et s/ = (_1)s(M)/2 — 4 (un imaginaire pur) si M € P

etms(M)/2 = (_1)s(M)/2 = 1 (un réel pur) si M ¢ Pet M € N, M > 2

Nous pouvons ainsi “séparer” les nombres entiers sur 2 axes : les nombres
premiers sur I’axe des nombres imaginaires, et les nombres entiers non premiers
sur I'axe des réels.



3.8 Autres formules intéressantes

Voici encore, exposées dans cette sous-partie, quelques formules liées aux
nombres premiers qu’il est encore possible d’établir. Certaines pouvant
permettre de réduire la longueur des calculs dis a la factorielle ou dis a
un produit de nombres entiers consécutifs sur un intervalle donné.

La sous-partie “3.8.5 Nombres factoriels, formule simplifiée s(M) et
divisibilité” (page 212) montre qu'il est possible de simplifier les calculs de
formules telles que s(M).

La sous-partie “3.8.6 Formule f(M;x), puissance et divisibilité : Formule

D(N) généralisée” (page 217) donne méme une généralisation de la formule
D(N).

3.8.1 Nombres factoriels et divisibilité par Pn

Sachant que P, € P et que (d’apres les notations de la partie “2 Démonstration
compléete” page 43) :

(Avec wy un nombre entier, cela signifie [(P, — 1)! 4 1] divisible par P,).
D’ou :
(P,—1)!+1—-P, = P,w— P,
= P,.(w —1) (c’est-a-~dire encore divisible par P,)
Mais nous avons aussi :
(P,—)+1-PF, = (B,—1D)!'—=(P,—1)

= (Pn_l)-[(Pn_Q)!]_(Pn_l)
= (P, —1).[(P,—2)!—1]



Donc

(P, —1.[(P,=2)!=1] = P,.(w; — 1)
Et donc

(P, —1).[(P,—2)!—1] est divisible par P, puisque P,.(w; — 1) 'est aussi.
Or, dans un produit de 2 termes (en l'occurence (P, — 1) et [(P, — 2)! — 1]
sont ici ces 2 termes), 'ensemble est divisible par un nombre si au moins 'un

des 2 est divisible par ce nombre. Comme (P, — 1) n’est pas divisible par
P,, [(P, —2)! — 1] lest forcément.

1*"¢ conclusion :

(P, —2)l — 1] = Py.w

(wl_l))
(Pn_l)

Et donc [(P, — 2)! — 1] est divisible par P,.

(Avec wy un nombre entier tel que wy =

En arithmétique modulaire, cela s’écrit :

(P,—2)!—=1]=0 (mod P,)

Poursuivons le raisonnement :

Soit m € N, et d’apres les notations précédentes, développons la formule
suivante :

[(P,=2)14+1].[(P,—2)!"" D —1] = (P, —2)!0™) —(Pn—2)!+(Pn—2)!tm=D -1
D’ou

(P,—2)!m —1 = [(P,—2)!+1].[(P,—2)!(") —1]4 (P, —2)!— (P, —2)!(m~1)



Donc

(P, —2)!1m —1
= [(P, = 2!+ 11.[(P, — 2)!™ D — 1] — (P, — 2)L.[(P, — 2)!1"2 — 1]

Or, pour m = 2, nous retrouvons notre expression de départ a droite de
I’égalité :

(P, —2)! —1] qui est divisible par P,,

ce qui implique ensuite tous les cas suivants pour m (le fait que la formule
soit valable pour un cas la rend valable pour le cas suivant, et ainsi de
suite pour chaque cas suivant). En effet, il faut observer (P, — 2)!(m=1
et (P, —2)!1™=2) qui permet d’étendre le raisonnement & tous les autres cas
de m (en incrémentant d’une unité successivement et a l'infini la puissance
de (P, —2)!). Le premier membre de ’égalité étant divisible par P, implique
que le second le soit aussi.

2eme conclusion :

Le cas m = 1 venant d’étre traité dans la “1%"¢ conclusion”, nous pouvons
maintenant conclure que :

(P, —2)I™ —1= P, .wy (Avec wy un nombre entier)
Et donc [(P, — 2)!™ — 1] est divisible par P,.
En arithmétique modulaire, cela s’écrit :
(P, —2)"—=1]=0 (mod P,)
Si nous considérons que 0 fait partie des multiples de P,, nous pouvons alors
étendre le domaine de définition de m a m € N, m > 0. En effet, puisque

pour m = 0 (et donc wy = 0), ’égalité est bien respectée.

Tout ceci sous-entend que, pour les congruences, il est possible de réduire les
calculs utilisant les nombres premiers dans les factoriels (nous sommes passés

de (P, — 1)l & (P, —2)!).



Complément :
En supposant que P, ne soit pas connu, en notant M une variable qui
représente ce nombre inconnu, en remplacant P, par M dans la formule,

pour M € N, M > 2, nous avons :

- Si M € P, le méme résultat que précédemment, c¢’est-a-dire :

M —2)™m 1
% =Wy + i (Avec wy un nombre entier)
Donc
M —2)Im
sin 2 (7?—( i ) ) = sin 2 (%)
Et donc :
g (M —2)I™
sin (W.—M L,
sin 2 (l>
M

- Si M ¢ P, cela signifie que M est un nombre composé, notons :

Avec P, P, , P3, ... et P, € P, avec P, < P, < P3 < ... < P, et avec au
moins 2 des termes «;,, > 1 (en rappelant que pour M défini ainsi, nous avons
nécessairement P, < M) :

M = P,*1.P,®2 Py P,

En développant, et comme (M — 1) ne peut pas étre un de ces nombres
premiers, nous retrouvons forcément tous les facteurs premiers de M dans
cette formule :

(M —2)I™ (P . P02 Py® .. P ) o)™
M N M

Ou kg est un nombre entier qui représente les nombres que 1’on ne retrouve
pas dans la décomposition de M en produit de facteurs premiers. Le résultat
de cette formule ne peut donc étre qu'un nombre entier puisque le numérateur
contient I'intégralité des facteurs premiers de M et de leur puissance respectives,
ce qui est égale a M, c’est-a-dire le numérateur.



ATTENTION :

Ceci n’est pas valable dans un seul cas, c’est le cas de M = 4, le défaut
évoqué dans la partie démonstration, pour les mémes raisons, nous devons
donc restreindre m tel que m € N, m > 2.

Revenons en au cas de M ¢ P, cela signifie donc que :

M —2)I™
(T) =k (avec kp un nombre entier)
D’ou
o (M —2)I™
—— =0
sin (71' 7
Et donc :
sin? = (‘]W_—2)'m
. i L
sin 2 <1>
M

Ce qui est strictement équivalent a la formule s(M), pour M € N, M > 2 et
pour m € Nym > 2 :

sin 2 (w.—(M ;42) !m)

02 1)
S1n (M

Ce qui ne permet de réduire les calculs que sensiblement.

s(M) =

Remarque :

D’apres les démonstrations du complément, nous aurions pu nous servir
des résultats concerant cette formule pour élaborer la formule D(N) de
décomposition d'un nombre entier en produit de facteurs premiers.



3.8.2 Produit de nombres factoriels et divisibilité par
Pn

Soit P, € Pet a € N tel que 1 < a < P,, nous pouvons écrire ceci :

o.(P,—1)! = 0.P,.(P,—2)!=1L(P, —2)!
(P, —2)! = 1LP,.(P, —3)! =2.(P, — 3)!
21(P, —3)! = 2LP,(P,—4)!—-3L(P, —4)!
3.(P,—4)! = 3l.P,.(P,—5)!—4.(P, —5)!
4!.(P, — 5)! 4\.P,.(P, — 6)! —5!.(P, — 6)!
Et de maniere générale, nous pouvons écrire :
(a—D(P,—a) = (a—1L(P,—a).(P,—a—1)!

= (a—1D\.P,.(P,—a—1)!—al.(P,—a—1)!

Nous avons donc :
a.(P,—a—1)!'=(a=D.P.(P,—a—1)!—(a—1)L(P, —a)!
D’apres le théoreme de WILSON

(P, —1)!'=PFP,w; — 1 (avec w; un nombre entier)



Et donc

0L.(P, — 1)l = Py —1

1.(P,—2)! = 0.P,.(P,—2)! —0.(P, —1)!
P, J0L(P, —2)l —wy] + 1

2N(P, —3) = 1LP,.(P, —3)l —11.(B, — 2)!
= P [1L(P, — 3)! —0L.(P, —2)l +wy] — 1

3L.(P, —4) = 2L.P,.(P, —4) —21.(P, — 3)!
P 21.(Py — D) = 11.(P, = 3)1 + 01.(P, — 2)l —wy] + 1

AL(P, —5)! = 3LP,.(P, —5) —3L(P, — 4)!
Po[31.(Py — 5)! — 2L.(P, — 4)l + 11.(P, — 3)l — 0L.(P, — 2)! 4 wy] — 1

Le signe de w; dans les crochets et de “ 17 a l'extérieur des crochets dépend

directement de la parité de a. Et de maniere générale, comme nous avions :
a.(P,—a—-1)=(@—-1.P.(P,—a—1)!—(a—1)L(P, —a)

Nous avons donc aussi (en substituant (a — 1) a a) :
(a—DL(P,—a)l=(a—2).P.(P, —a)l — (a —2)\.(P, —a+1)!

Or, en substituant (e — 1) a a dans 'égalité précédente, nous obtenons une
nouvelle égalité pour les derniers termes de cette égalité :

(@a—2).(Py—a+ 1) = (a—3).Pp.(Py—a+1)! — (a—3)(Py —a+2)

En remplagant (a — 2)!.(P, — a + 1)! dans l'avant derniere égalité par la
derniere égalité que nous venons d’obtenir, nous déduisons :

(a—D(P, —a)!
= (a—2).Py.(P, —a)! = (a —3)\.Py.(P, —a+ 1) 4 (a — 3).(P, —a+2)!



En substituant (a — 1) a a dans 1’égalité de
(a=2)L.(P,—a+1)!

Nous trouverons une nouvelle égalité qui remplacera une fois encore les
derniers termes, et en agissant ainsi jusqu’au tout dernier terme de la somme,
nous pouvons déduire ce qui suit :

(a—DW(P,—a)! = (a—2)P.(P,—a+0)—(a—3).P,.(P,—a+1)!
+(a—4.P,.(P,—a+2)! —(a—5).P,.(P, —a+3)!
t(a—6).Py(Py—a+4) — (a—T).Py.(By —a+5)
+...
+(a—2-0).(P,—a+Db)!

Le dernier terme de la somme étant atteint lorsqu'’il vaut 01.(P, —1)!, c’est-a-
dire lorsque b = (a—2) (implicitement b, est un nombre entier), donc lorsque :

(a—2—b).(P,—a+b)l =0.(P,— 1)

Le signe de ce dernier terme dépendant du nombre “d’égalités” dont nous
aurons eu besoin pour 'atteindre, ce qui dépend directement de la valeur de
a. En effet, si a est paire le dernier terme sera négatif, si a est impaire, le
dernier terme sera positif (I’exemple le plus simple étant donné pour a = 1).
Comme l'avant dernier terme est du signe contraire du dernier terme :

(a—1).(P,—a)! = (a—2).P,(P,—a+0)!—(a—3).P.(P,—a+1)
+(a—4).Py.(P, —a+2)! — (a —5).Py.(P, —a+3)!
+(a—6).P,.(P, —a+4) — (a—T7).P,.(P, —a+5)
+...

— (-1 D oLP,.(P, —2) + (—D)V.0lL(P, — 1)!



Sachant que :
oL(P,— 1) =P,w; — 1
Nous avons donc
(-1 D.0(P, — 1) = (=1)@ V. P aw; — (—1)

Nous pouvons alors déduire :

(@a—DL(P—a) = Pull@a—2).(Pa—a+0)—(a—3).(P —a+1)
+(a—D(P,—a+2)!—(a—5) (P, —a+3)!
+a—-6).(P,—a+4)! —(a—T)(P,—a+5)!
+...

— (=)D oL (P, — 2! + (—=1) @V ] — (=1)@ D

Et donc, en vue d'une généralisation (précisons que ce qui suit étant valable
seulement si a € N tel que 2 < a < P, car pour le cas de a = 1, nous avons
directement 0!.(P, — 1)! = P,.w; — 1), pour 2 < a < P, :

(a — (P, —a)!
(a—2)

=P,. ( (a l)w + Z a—2—b) (Pn—a—|—b)! _(_1)(a—1)

(0= DL(Py = a)! + (-1 D
b=(a—2)
=P, [ (-1 Y., + Z "(a—2—b).(P, —a+b)!
D’ot 'on déduit la divisibilité :
(a—DI(P, —a)! + (1))=Y est divisible par P,.

En arithmétique modulaire, cela s’écrit :

(a— 1) (P, —a) +(-1)Y =0 (mod P,)



Cas particulier :

(P, +1)

5 et avec P, impaire seulement (c’est-a-dire

Dans le cas ou a =

P, > 3), nous avons :

Pp—1

(0= D)L.(Py — a)l + (—1)a=D) — (%) 2 4 (< 1))
D’ou

P, -1 =1 .
<T) 12 4 (1)) est divisible par P, (avec P, > 3).

En arithmétique modulaire, cela s’écrit :
P,—1 1

P,+1 ) .
+ permet de réduire le plus possible les calculs

Remarquons que a =

de manieére a ce que les valeurs résultantes de la factorielle (c’est-a-dire

P, —
( 5 I') soient au minimum : pour ce cas, les calculs sont optimisés.



3.8.3 Puissance de nombres factoriels et divisibilité par
Pn

Sachant que P, € P et que :
(P, — D! +1=P,u
(Avec wy un nombre entier, donc [(P, — 1)! + 1] divisible par B,).
Notons :
X =(P,—1)!
Nous avons :

(P, - +1=X+1=P,u

Démarche :

Pour m € N, toute expression de la forme X peut s’écrire :

X?2a si m est paire (c’est-a-dire m = 2a)
ou
X (2a+1) si m est impaire (c’est-a-dire m = 2a + 1)

Cas ou m est paire :

X% 1 =X (XD 1) (X +1)

Cas ou m est impaire :

Xt 1] = X (X2 — 1)+ (X +1)



Raisonnement :

- D’apres les égalités des 2 cas m paire et m impaire, nous pouvons réécrire
d’une part pour le cas de m impaire :

X@t) 41 = X(X*—1)+ (X +1)
X [X(X® D 41) - (X +1D)]+ (X +1)

Ou encore,
Xt 4 — xR+D)-1] 4 q
Et
X2 41 = XX (X® D +1) — (X +1)]+ (X +1)

Pour a = 0, nous retrouvons notre expression de départ (X + 1) qui est
divisible par P,, ce qui implique ensuite tous les cas suivants pour a impaire
(le fait que la formule soit valable pour un cas la rend valable pour le cas
suivant, et ainsi de suite pour chaque cas suivant, il suffit ici de comparer
(a + 1) dans le membre de gauche & a dans le membre de droite pour s’en
rendre compte directement). En effet, il faut observer X 2(@+)=1"qui permet
d’incrémenter d’une unité successivement et a l'infini la puissance de X, ce
qui étend le raisonnement a tous les autres cas de a impaire.

- D’apres les égalités des 2 cas m paire et m impaire, nous pouvons réécrire
d’autre part pour le cas de m paire :

X% -1 = X(X®D 1) (X +1)
= X.[X.(X®7Y 1) 4 (X +1)] — (X +1)
Ou encore,
X2t 1 = X [X.(X2 — 1)+ (X +1)] - (X +1)
Pour a = 0, 'expression du membre de droite est divisible par P,, ce qui

implique ensuite tous les cas suivants pour a paire (le fait que la formule soit
valable pour un cas la rend valable pour le cas suivant, et ainsi de suite pour



chaque cas suivant, il suffit ici de comparer (a+ 1) dans le membre de gauche
a a dans le membre de droite pour s’en rendre compte directement). En effet,
il faut observer X2+t qui permet d’incrémenter d’une unité successivement
et a l'infini la puissance de X, ce qui étend le raisonnement a tous les autres
cas de a paire.

Conclusion :

Nous pouvons regrouper ces 2 cas en un seul. Comme nous avons noté
X = (P, — 1)!, nous pouvons généraliser ainsi :

Pour tout m € N (et en admettant que 0 soit divisible par P,, puisque le

résultat de — donne un nombre entier qui vaut 0),
(P, — 1)I™ 4 (—1)(m+D) est divisible par P,.

Ou encore (ce qui suit est strictement équivalent) :
(P, — )™ — (=)™ est divisible par F,.

En arithmétique modulaire, cela s’écrit :

(P, — 1)I™ — (—1)™

0 (mod F,)



3.8.4 Puissances de nombres factoriels contenant une
puissance

Nous avions noté :
Enzt = LpnWe + ( )

pour tout P, € P, pour tout x et t € N tels que z > 1 et x > 1, et avec wg
un nombre entier. Or,

h=(P,=—1)

I &pr”-n

h=1 — ¢
(an R 1 ) — <n,x,t
P, P, -1

Nous allons maintenant nous demander ce qu’il en est de la divisibilité par
P, pour (g,..:)" avec m € N, m > 0, &, ., possédant toutes les propriétés
vues précédemment. Comme dans la partie “2 démonstration” (page 43),
nous allons simplifier les résultats pour alléger 1’écriture :

(un nombre entier non divisible par P,)

(€n,x,t)m = [Pn‘w6 + (_l)x]m
= (Pn.wg). f(Prws) + (_1)($.m)

En notant (wg).f(P,.wg) = w (avec w un “nombre entier polynomiale” en
fonction de P, et de wg, tel que défini au début du paragraphe “Suite 2 de
I’étude de (P,” — 1)!”) de la sous-partie “2.2.2 Début de I’étude” page
53), nous obtenons :

(Snyx’t)m = in + (_1)(3:771)
Et donc

(Enas)™ — (=1)®™ = P, w

En arithmétique modulaire, cela s’écrit :

(Enwt)™ — (—1)(“”) =0 (mod P,)



* Remarque 1 :

Si nous considérons que 0 ne fait pas partie des multiples de P,, nous devons
alors restreindre le domaine de définition de m a m € N, m > 1.

Si nous considérons que 0 fait partie des multiples de P,, nous pouvons alors
étendre le domaine de définition de m a m € N, m > 0. En effet, puisque
pour m = 0 (et donc w = 0), 'égalité est bien respectée.

* Remarque 2 :

Nous avons noté

h=(Pp®—1)

I &pr -n

h=1
Enat = PT_1
pn<Pn—1 )

Dans le cas particplier dex =1,t=1 et m = 2, nous pouvons retrouver la
formule de MINAC — WILLANS car :

(571,1,1)2 = (Pn — 1)'2

= P,w+1
(%,1,1)2 . 1
p_ UTH

D’ou



Donc

.9 (€n,1,1)2
sin [W.—Pn }

2~
sin® ()

Et donc la formule de MINAC — WILLANS :

(Pn;)!?}

me (I
sin (P)

* Remarque 3 :

=1

sin 2 |:7T.
=1

Le fait d’élever la factorielle au carré permet d’éliminer le probleme de
P, = 4 lorsque z = 1. En effet, lors du “(développement 2)” de la
sous-partie “2.2.2 Début de I’étude” (page 53), nous avions soulevé et
résolu ce probleme. De la méme maniere, nous pouvons encore ici effectuer
une vérification des conditions nécessaires pour éviter ce probleme.

Nous voulons :

Donc

Pr—1 S
P 1 r|l.m>zx

ici, pour & = 2, nous avons (apres simplifications) :

2
P,>14—
m

Ce qui est effectivement le cas si m > 2.



Continuons alors les vérifications pour = > 3, nous avions noté :

P —1 S
P 1 |l m>zx

Et donc
P’ -1
(Pn_1>.m—x.(m+1)20

Le plus petit nombre premier étant 2, nous avons :

(Zj:f) m—a.(m+1) > <22x _11> e em

Or, pour x > 3 :

2" >2x+1

1
27 > (1+—>.x+1
m
0
0

\Y
Sl

2 1 —q.(l+1/m) >

2t —1
.m— . 1
51" r.(m+1) >
Et donc
P’ -1
(Pn_1>.m—x.(m+1)>0

Ce qui est une condition nécessaire pour éviter tout probleme d’incohérence,
cela nous permettant de conclure :

des que m > 2, il n’y a plus de défaut tel que celui pour m = 1, P, = 4,
x = 1. Nous avons donc toujours, pour m > 2 :

(Enas)™ — (=1)&™ = P, w



Donc

(5n,z,t)m = Pn,w+(_1)(x.m)

sm2(”'(5;5:¢)m> _ Sin2<7r.(w+(—1)($'m)))

Et donc finalement, pour m € N, m > 2 :

) . (gn,x,t)m
S11 (—Pn )
=1

(T B
sin (P)

Ce qui aurait aussi pu servir de base a notre grande formule de décomposition
D(N).




3.8.5 Nombres factoriels, formule simplifiée s(M) et
divisibilité

Pour compléter ce que nous venons de voir précédemment, prenons ce qui
suit en considération. Pour M € N, M > 2 et pour m € N, m > 2, nous
avons :

(M — 1)I'"™ = M.wy si M ¢ P (avec wp un nombre entier variable)

(voir paragraphe “(développement 1)” de la sous-partie “2.2.2 Début de
I’étude” page 53, pour la démonstration)

Bt
(M—=1)!" = M.wy+(—1)™ si M € P (avec wy un nombre entier variable)

Or, nous savons que (voir la partie “3.1 Formule simplifiée s(M)” page
139, concernant la formule s(M) pour rappels) :

s(M)=0 siM ¢N
1 si M eN

Ce qui nous permet de déduire de ces 2 cas une formule plus générale :
(M — )" = Mawy + s(M).(—=1)™
en effet, nous vérifions facilement que nous retrouvons bien les 2 cas précédents
ffet drifions facil t t bien les 2 Scédent

Et donc

(M — 1)I™ — s(M).(—1)™
M

(M — 1)I™ — s(M).(~1)™
M

Ce qui permet de conclure que vaut toujours

un nombre entier.
En arithmétique modulaire, cela s’écrit :

(M —1)I" —s(M).(-=1)"=0 (mod M)



Remarquons que nous aurions pu raisonner de la méme maniere en remplacant
P, par M avec &, ou avec :

(P, —2)I" —1=wy
(vu en paragraphe “3.8.1 Nombres factoriels et divisibilité par Pn”
page 194)
Nous aurions pu déduire (le principe du raisonnement est le méme) :

(M —=2)"—s(M)=0 (mod M) pour m € N, m > 2

Mais reprenons le raisonnement depuis :

(M — 1)I" — s(M).(—1)™
M

= wy et poursuivons.

A partir de cette égalité, nous pouvons facilement en donner une autre :

e HA
Donc

O =) [ =D (1)
D’ou

sin 2 {W.(M — D"+ [(-1)7 — S(M)]-(—l)m} _ g {W. [wo N (_1)<m+a>”
= sin? {wﬂ}

- (3)



Pour conclure, quelquesoit M et m € N, tels que M > 2 et m > 2, et pour
tout a € N, nous avons :

sin 2 {W(M - D"+ [(_]1\; - S(M)H_Dm} — gin 2 (%)

Nous pouvons méme ajouter quelques conditions pour lesquels la cohérence
de cette formule est respectée (en accord avec les remarques vues tout au
long de ce chapitre) :

- CONDITION 1 :

La cohérence est respectée :

> Quelquesoit m € N, tel que m > 2,
> Quelquesoit M € N| tel que M > 2,
> Quelquesoit a € N.

- CONDITION 2 :

La cohérence est respectée :

> Pour m = 1 (dans ce cas, un défaut apparait lorsque M = 4 seulement,
c’est pour cela que cette valeur de M doit étre évitée),

> Quelquesoit M > 2 telle que M € N — {4} (notamment a cause du
défaut constaté et relaté lors de I’étude de la “fonction de Correction
A” de la sous-partie “2.2.4 Supposons Pn non connu (construction
de Fp, suite)” page 120),

> Quelquesoit a € N.

- CONDITION 3 :

La cohérence est respectée :

> Pour m = 0,
> Pour M € P uniquement,
> Quelquesoit a € N.



Cette derniere condition mérite quelques explications. FEn effet, lorsque
m = 0, nous avons :

s {W.(M — K_zl\; - S(M)].(—l)m} L {W; + (—13\2— S(M>}

Si a est paire, nous avons :

sin 2 {w.l i (_13\2_ S(M>} — sin? {W%M}

Or, d’apres ce que nous avons conclu, nous devons avoir :
gn? [ 275D _ s ()
M M

Ce qui est effectivement le cas seulement si s(M) = 1, autrement dit seulement
si M € P.

Et si a est impaire, nous avons :

sin 2 {w.l pall el S(M>} — sin? {—W.M}

M M

Or, d’apres ce que nous avons conclu, nous devons avoir :
SRED S CU0N) Qe (L)
M M

Ce qui est effectivement le cas seulement si s(M ) = 1, autrement dit seulement
si M e P.

Ce qui permet d’établir la “CONDITION 8” | qui précise que pour m = 0,
et pour tout a € N, nous devons avoir uniquement M & P.



Remarque 1 :

Pour les mémes raisons, ces 3 conditions sont également valables pour la
formule vue précédemment, c’est-a-dire pour :

(M — 1)I™ — s(M).(—1)™
M

:wo

Remarque 2 :

Etant donné la formule établie pour M € N, M > 2 :

(M — 1)I™ — s(M).(—1)™
M

:wo

Le développement en séries entieres de TAY LOR — MACLAURIN des
fonctions “SINUS” contenues dans la formule s(M) permet de donner une
équivalence au nombre entier wy en fonction de nombres entiers seulement.



3.8.6 Formule f(M;x), puissance et divisibilité : Formule
D(N) généralisée

Pour poursuivre ce raisonnement, nous pouvons aborder cette partie en
rappelant quelques résultats de la sous-partie “2.2 Démonstration complete”.

IMPORTANT :

Nous reprendrons les mémes notations que dans la sous-partie “2.2 Démonstration
complete” page 45 (notamment pour les entiers symbolisés par des lettres).

Nous avions noté :

h=(M®-1)
F,= J[ &v-n
h=1
Et
(35 )
—z+1

Et donc (ce qui est une partie de la formule de ayy, vue page 131)

h=(M=—1)

Rappelons aussi que nous avions noté :

(M —1).(M —2).(M — 3)] ‘SmQ (L];p)
T

Dont les résultats suivants ont déja été démontrés pour N e N, N > 1 :

f(M;x) = cos? |jT.

f(M;z) =1 pour tout M € N, M >2et M € P, si N est multiple de M~.
f(M;z) =0 pour tout M € N, M >2et M € P, si N non multiple de M~.
f(M;x) =0 pour tout M € N, M > 2 et M ¢ P, quelquesoit N > 1.



Ces résultats provenaient déja de résultats intermédiaires qu’il est aussi
important de rappeler (en suivant le méme ordre) :

- Pour tout M e N, M > 2 et M € P, si N est multiple de M* :

EF F, —1)*
Mi'czpi‘c:wﬁ—i_(Pn)

(ou wg est un nombre entier et P, € P)

Dans ce cas, ceci est équivalent a :

- Pour tout M e N, M > 2 et M € P, si N non multiple de M?* :

FP FP
MFC = PnFC = E

(o E est un nombre entier)

- Pour tout M € N, M > 2 et M ¢ P, quelquesoit N > 1 :

E
MII;C = G,.EM’I

(G' est un nombre entier, €y, entier sauf pour le seul cas de M =4 et z = 1)



En adoptant une nouvelle écriture afin de la réduire, nous pouvons remplacer
toutes les lettres représentant un nombre entier (tel que wg , E et G'.epr4)
par une lettre unique (avec une la lettre en indice se rapportant a la puissance
m) tel que W,,, (qui est par conséquent un nombre entier), ce qui permet de
noter :

- Pour tout M e N, M > 2 et M € P, si N est multiple de M* :

F, (—=1)*
MFe =W+ M

Ce qui est équivalent & :

FP x

Avec :

M* -1
M(Fc—l):M M-1 z

- Pour tout M e N, M > 2 et M € P, si N non multiple de M? :

Fp
are =

Ce qui est équivalent a :

Fy
VFED — MW,

- Pour tout M € N, M > 2 et M ¢ P, quelquesoit N > 1 :

E
M];c =W (sauf pour le seul cas de M =4 et z = 1)

Ce qui est équivalent a :

F,

M(Tpfl) =MW, (sauf pour le seul cas de M =4 et z = 1)



Maintenant, poursuivons le raisonnement en notant m € N tel que m > 2 et
développons ceci :

- Pour tout M e N, M > 2 et M € P, si N est multiple de M* :

{ir = [MWn,+ (=1)"
= (M.W,,).f(MW,) + (—1)=m

En notant W un nombre entier tel que, dans ce cas :

(W) f(MW,,)) =W
(avec, pour alléger le développement, W un nombre entier “polynomiale”
en fonction de M et de W,,, tel que défini dans le paragraphe “Suite 2 de
I’étude de (P, —1)!” de la sous-partie “2.2.2 Début de I’étude” page 53)

Nous obtenons :
Fp " x.m

Et donc

F m
[sres] - e =

En arithmétique modulaire, cela s’écrit :

Ja m

(dans ce cas précis ot M € P, et ou N est un multiple de M?)
Rappelons que, dans ce cas :

f(M;z)=1 (ce qui permettra de faire la synthese finale)



- Pour tout M e N, M > 2 et M € P, si N non multiple de M?*,
Ou bien pour tout M € N, M > 2 et M ¢ P, quelquesoit N > 1 :

Fp
Yy = MWn

(nous avions déterminé que le défaut pour M = 4 et x = 1 est éliminé des
que m > 2, il existe seulement pour m = 1)

Donc

F m

Or,
[MW,,|™ = M.[M™1 W,,™]

Ce qui est clairement un nombre divisible par M (puisque nous sommes dans
le cas ou m > 2).

En notant ici comme précédemment W ce nombre entier ('intérét de ne
prendre qu'une seule lettre pour représenter un nombre entier est notable
pour la conclusion intermédiaire qui va suivre) tel que :

W = MO 10,

Nous obtenouns :

F, "
N

Rappelons que, dans ces 2 cas :

f(M;z)=0 (ce qui permettra de faire la synthese finale)



Conclusion intermédiaire :

En regroupant les résultats obtenus précédemment, nous avons (W est un
nombre variable, mais toujours un nombre entier) :

- Pour tout M e N, M > 2 et M € P, si N est multiple de M* :

- Pour tout M e N, M > 2 et M € P, si N non multiple de M?*,
Ou bien pour tout M € N, M > 2 et M ¢ P, quelquesoit N > 1 :

Cela va nous permettre de conclure. En effet, W ne pouvant représenter
qu’'un nombre entier dans tous les cas.



Reprenons les 2 cas abordés dans notre “Conclusion intermédiaire” :

- Pour tout M e N, M > 2 et M € P, si N est multiple de M* :

(Fo.—1) -1 (z.m)
sin 2 W.MT = sin2{7r. {W%—L}}

Et donc, dans ce cas :

B "
. MF—T)

sin“ ¢ 7.
M

02 i)
Sin (M

C’est-a-dire la méme valeur que f(M;z) pour le méme cas.

=1

- Pour tout M e N, M > 2 et M € P, si N non multiple de M?*,
Ou bien pour tout M € N, M > 2 et M ¢ P, quelquesoit N > 1 :

F, "
.2 M(Fem1) = si 2<7T)
sin© < 7. A = sin 7
=0
Et donc, dans ce cas :
F, i
y M (Fe=1)
sin® § S
0
L2 l)
sin (M

C’est-a-dire la méme valeur que f(M;z) pour le méme cas.



Tout ceci nous permet maintenant de conclure que, pour m € N, m > 2 :
m
i
., M (1)
sin® ¢ m.—m——
M

2 (-

sin? ()
Ainsi, il devient possible d’établir une nouvelle formule plus générale pour
la décomposition d’un nombre entier N € N, N > 2 en produit de facteurs
premiers. Nous avions noté D(N) une telle formule, celle-ci contenant la

formule f(M;x) que nous pouvons maintenant remplacer par 1’équivalent
que nous venons de donner. En effet, rappelons que :

= f(M;x)

Tr—-+00

an = Y f(M;z)

Et que :

M—+oc0

M=N
N=DWN)= [[ M) =] M
M=2 M=2

Ce qui permet de déduire finalement que, pour m € N, m > 2 et pour N € N,
N >2:

h=(M=-1) m 7]

D(N):N:MHNM i ]

Ce qui est une formule plus générale pour la décomposition d’un nombre
entier en produit de facteurs premiers (attention, il s’agit bien de crochets
dans cette formule, et non des symboles des “valeurs absolues” , ni de ceux
des “parties entieres”, ils ont la méme fonction que de simples parentheses).
La généralisation de la formule D(N) permet donc également de généraliser
le “Théoreme de décomposition d’un nombre entier N en produit de facteurs
premiers” (page 137), sans en modifier les caractéristiques dues au domaine
de définition de N (nous avons toujours N € N tel que N > 2).



Synthese finale :

Dans la sous-partie précédente(“3.8.5 Nombres factoriels, formule sim-
plifiée s(M) et divisibilité” page 212), nous avions pu faire un lien entre
s(M) et le reste de la formule. De maniere identique, nous pouvons dans
cette partie établir un lien entre la formule f(M;z) et les formules que nous
venons de voir :

M (Fe=1)

D’ou

[i} UMWt F(OM ) (—1) e

F m
s | s e

=W
M

En arithmétique modulaire, cela s’écrit :

[%] " FOLa)()E =0 (mod M)

Comme pour la partie précédente, et pour des raisons similaires, la cohérence
de ces formules est respectée dans 3 conditions :

- CONDITION 1 :

> Quelquesoit m € N, tel que m > 2,
> Quelquesoit M € N, tel que M > 2,
> Quelquesoit N € N, tel que N > 1.

- CONDITION 2 :

> Pour m = 1 (dans ce cas, un défaut apparait lorsque M = 4 seulement,
cette valeur de M doit donc étre évitée),

> Quelquesoit M > 2 telle que M € N— {4} (a cause du défaut relaté),
> Quelquesoit N € N, tel que N > 1.

- CONDITION 3 :

> Pour m = 0,
> Pour M € P uniquement,
> Pour N multiple de M* uniquement.




Il est encore possible ici de donner une autre expression de cette formule (les
conditions que nous venons de donner y seront toujours respectées). En effet,
en reprenant :

F m
i =W

Avec a € N, nous pouvons facilement établir que :

[%} - f(ij)(_1>(zm) (_1)(x,m+a)

+ =W + M
M M M
Donc
FP " 1)@ M: 1 (z.m)
W + [(_ ) - f( 7x>]'(_ ) - (_1)(z.m+a)
M - M
D’ou
FP " a (z.m)
ViG] +[(=1)* = f(M;z)].(=1)*= (-1
sin?{ 7. i = sinQ{ﬁ. {W—i—T
e (e
= sin {71'. i

= sin? (1)
M
Pour finir, dans le respect des 3 conditions citées précédemment, et pour tout
a € N, nous pouvons conclure que :

| [ ey - sosaenen )
Sln2 . M = Sln2 <M>

)(m.m+a)

)



Digression :

La conséquence de tout ces travaux est qu’il existe plusieurs écritures possibles
pour obtenir des résultats équivalents.

Etant donné que s(M) n’est qu'un cas particulier de f(M;z), nous pouvons
encore donner un exemple de réécriture avec la formule s(M) puisque dans
le cas ou z = 1 et N = M, nous avons aussi de maniere plus générale pour
MeN, M>2etpourmeN, m>2:

Ou encore, d’apres les travaux de I’étude de la sous-partie “3.8.1 Nombres
factoriels et divisibilité par Pn” (page 194), nous avons aussi pour
MeN, M>2etpourmeN, m>2:




3.8.7 Produit de nombres factoriels et divisibilité par
M, généralisation

Appliquons maintenant le raisonnement de la sous-partie précédente (“3.8.6
Formule f(M;x), puissance et divisibilité : Formule D(N) généralisée’
page 217) aux formules de la sous-partie “3.8.2 Produit de nombres
factoriels et divisibilité par Pn” (page 199). Ici, les démonstrations
vont étre simplifiées pour améliorer la lisibilité.

)

Rappelons que nous avions déduit (pour 3 conditions) :

(M =" +[(=1)° = sQOLD" (=)
M M

Ce qui est équivalent a :
(M — D)™ = Mawy + s(M).(—1)™

La cohérence de ces formules étant respectée pour les 3 conditions :

- CONDITION 1 :

> Quelquesoit m € N, tel que m > 2,
> Quelquesoit M € N, tel que M > 2,
> Quelquesoit a € N.

- CONDITION 2 :

> Pour m = 1 (dans ce cas, un défaut apparait lorsque M = 4 seulement,
cette valeur de M doit donc étre évitée),

> Quelquesoit M > 2 telle que M € N— {4} (a cause du défaut relaté),

> Quelquesoit a € N.

- CONDITION 3 :

> Pour m = 0,
> Pour M € P uniquement,
> Quelquesoit a € N.




Divisons encore ’étude avec des sous-parties tel que :

* Sous-Partie 1 :

Reprenons le raisonnement depuis : (M — 1)!"™ = M.wgy + s(M).(—1)™

En changeant wy en Wy et en précisant que Wy, Wy , W3 | ... | Wy est
toujours un nombre entier (pour rendre la démonstration plus claire) ou
bl e N, bl >2:

(M — D)™ = MW, + s(M).(—1)™

Raisonnons dans le cas de la “CONDITION 2”7 ou m = 1 (ce cas est plus
simple car il évite d’avoir a développer le produit du a la puissance m) par
étapes :

(M -1 =MW, —s(M) pour M € N — {4} tel que M > 2.

- Ftape 1 :
(M —1)! MWy — s(M)
(M —-1).(M-=2)! = MW, —s(M)
MM -=2)!—=1.(M-2)! = MW, —s(M)
(M —2)! = M.[(M—2)! — W]+ s(M)
(M —=2)! = MWy+ s(M)

Pour M € N — {4} (CONDITION 2) tel que M > 2.

- Etape 2 :
(M —=2)! = MWy+ s(M)
(M —2).(M—=3)! = MW;+ s(M)
M.(M —=3)!—2.(M—3)! = MWy+ s(M)
2.(M —3)! M.[(M —3)! — Wy] — s(M)
2.(M - 3)! M.Ws5 — s(M)

Pour M € N — {4} (CONDITION 2) tel que M > 3.



- Etape 3 :

2.(M — 3)!

2.(M — 3).(M — 4)!
2.M.(M — 4)! — 2.3.(M — 4)!
2.3.(M — 4)!

2.3.(M — 4)!

3. (M — 4)!

M[2 (M —4)! —
MW, + s(M)
M.W4 —|— S(M)

Wg} —|— S(M)

Pour M € N — {4} (CONDITION 2) tel que M > 4, ce qui revient a
M > 5 (puisque 4 doit étre en dehors du domaine de définition de M).

- Etape /4 :
3L.(M — 4)!
3L.(M —4).(M —5)!
3LM.(M —5)! — 4l (M —5)!
41.(M —5)!
41.(M —5)!

MW, + s(M)
MW, + s(M)
MW, + s(M)
M.[3L.(M —5)! —
MWs5 — s(M)

Wi = s(M)

Pour M € N tel que M > 5 (a partir de cette étape, nou n’avons plus
besoin de restreindre le domaine de définition de M comme le préconise la
CONDITION 2 afin d’éviter le cas ou M = 4, puisque ce cas est nécessairement

évité des que M > 5).

- Etape 5 :
41.(M — 5)!
41.(M —5).(M —6)!
A M. (M —6)! = 5. (M —6)!
51.(M —6)!
51.(M —6)!

Pour M € N tel que M > 6.



- Etape (b1 — 1), nous obtenons finalement :
(b1 — ). (M —b1)! = MWy + s(M).(—1)"

Pour M € N, M > 2 et pour M > b1, tel que bl € N et bl > 2.

Donc
(b1 — LM —b1)! Wit S(M)].\(J—l)bl

Et donc
sin lw. (b1 - 1)!]’\(4M — bl)!} — sin? {w. {Wbl + —S(M)]'\;_l)bl} }

Si M € P, nous avons s(M) =1

2 [ﬁ.(m — DM — b1)!] _ gin? <1>

M M
D’ou
_ | _ |
<in? {W.(bl HL.(M bl).]
M 1

n? (1)
S (M

Si M ¢ P (CONDITION 2 : éviter le cas de M = 4), nous avons s(M) =0 :

sin? {W_(bl = 1)!]-\(4M - bl)!] B
Dot
sin? {Hbl - 1);(M - bl)!] y
sin 2 (M)
Et finalement :
gin? | (01 = DL(M —b1)!
| | — ()

02 l)
S1n (M



- Cas particulier :

Pour (b1 — 1) = (M — bl) nous sommes dans le cas particulier ou le calcul
est réduit au minimum (calcul “optimal”).

Dans ce cas, nous avons :
M=2bl-1 c’est-a~dire le cas de M étant un nombre impaire.

Comme nous devons avoir M € N, M > 2, nous devons aussi avoir bl € N,
bl > 2.

M1

bl
2

(comme M est impaire, il n’est plus utile de conseiller ici d’éviter le cas de
M = 4 préconisé par la CONDITION 2)

Nous pouvons conclure que, pour M = 2.b1—1 et pour bl € N tel que b1 > 2:

M

(Ce qui est une alternative a la démonstration du paragraphe “3.8.2 Produit
de nombres factoriels et divisibilité par Pn” page 199)

- Remarque :

M+1
Pour b1 = T+, nous avons aussi :

(B1-DLO bt s(M).(—1)%
D’ou
(Mz_ 1) 2 = MWy + s(M).(-1)("")

= MWy + s(M).(i)M+D (ou 7 est le nombre imaginaire)



* Sous-Partie 2 :

Ce n’est qu’a partir de maintenant que le raisonnement va trouver un intérét
significatif (I'intérét viendra de la synthese des parties que nous allons aborder).
Ce raisonnement porte sur le cas particulier précédent. Changeons quleque
peu les notations : Wy . est un nombre entier avec ¢ un nombre entier.
Reprenons par étape :

Mt1)

<M2_1)!2:M-Wb1+S(M).(—1)( ;

Pour M = 2.b1 — 1, avec bl € N, bl > 2.
- Ftape 1 :

Notons Wy = Wy 4

1)

(%) 2 = MWy + s(M).(—1)(*3

(M — 1)2. (M —1 1)!2 = MWy +s(M).(-1)757)

2 2

(+5)

(M —1)2. (@) 1> =22 MWy 1 + s(M).2%.(-1)

(M2 —2M +1). (?) 12 = 22 MWy + s(M).2%.(—1)(*%7)

En développant, nous obtenons des multiples de M, que nous allons tous
regrouper dans le membre de droite de 1’égalité, pour obtenir :

M1

M.(M —2). (?) 2 4+1. (?) 12 =22 MWy, + s(M).22.(—1)( 2

1, <$) 12 — 22 M. Wiy — M.(M —2). ($> 12 4 s(M).22.(—1)(*)

L. (M; 3)!2 =22 M. {Wbu — (M —2). (?)12} + s(M).22.(—1) (")

M —3
Or, 22. {Wbl,l — (M —2). (T) !2} est un nombre entier, notons le Wy ».



(ATTENTION : pour les étapes suivantes, nous ne détaillerons pas autant
le passage que nous venons d’effectuer, qui développe et regroupe les multiples
de M, car il est finalement évident a comprendre)

Pour M € N, M > 3 (avec M = 2.b1 — 1), nous avons donc :

JVI+1)
2

M —
(73) !2 = M.Wbl,Q + S(M)QZ(—]_)(
- Etape 2 :

M+1)
2

(?) 2 = M. Wi + s(M).22.(—1)(

(Mz_ 3)2. <M2_ 5) 2 = MWy + s(M) 22 (-1)(55)

Ms1)

M —
(M? — 6M + 3%). <T5> 12 =22 M. Wy o + s(M).24(-1)(*2

) A1)

M(M — 6). <MT_) 12 1 32, (?) 12 = 92 M. Wi + s(M).2*.(—1)(*2

32, (?) 12 = M. {22.144,1,2 — (M —6). (?) !2] +s(M).24 (—1)(*2)

32, (M) 12 = MWy s + s(M).2" (—1)(*)

2
Pour M € N, M > 5 (avec M = 2.b1 — 1).

- Etape 3 :

M+1)
2

32, (?) 2 = M. Wi + s(M).2. (1)

32, (M _ 5)2. (M _ 7) 2 = MWy 5+ s(M).2".(—1)(*2")

2 2

+1

32.(M? — 10M + 5%). (?) 1> = 22 M. Wy 5 + s(M).2°.(—1)(*5")
(3.5)2. <$) 12 = M. {QQ.Wbl,g — (M — 10). (?) !2} + s(M).28. (- 1)
s2)

(3.5)%. <$) 12 = MWy 4 + s(M).28.(—1)(

Pour M e N, M > 7 (avec M = 2.b1 — 1).



(3.5). (M _ 7>2. (M _ 9)!2 = MWy + s(M).25.(—1) (")

(3.5)%.(M? — 14M + 72). (T_> 12 = 22 MWy 4 + s(M).28.(—1)(*7)

(3.5.7) (@) > = M. {QQ.WMA — (M — 14). (?) !2} + s(M).28.(—1)(*2)
M—-9 "

(3.5.7) (T) 12 = M.Wys + s(M).28.(—1)(*27)

Pour M € N, M > 9 (avec M = 2.b1 — 1).

- Etape 5 :

M+1

(3.5.7)>%. (@) 2 = MWy + s(M).25.(—1)("3")

(3.5.7)2. (HY . (M _ 11) 12 = MWy + s(M).28.(—1)(*)

2 2
M—-11

(3.5.7)%.(M? — 18 M + 9%). ( >!2 =22 MWy 5+ S(M)Qlo.(—l)(TH)

M—-11 M—-11

)

(3.5.7.9)2. 12 = M. [22.Wy5 — (M — 18). 12| 4+ s(M).210.(— 1)
(5 ) )

M—-11

+1

>!2 = MWy + s(M).220.(—1)(*5)

(3.5.7.9)%. (

Pour M € N, M > 11 (avec M = 2.b1 — 1).



- Etape b2 = (¢ — 1) :

2
h=2

[}ﬁQ(Q-h — 1>2] . <w) 12 = MWy + S(M)'zzbg'(_l)(%)

Pour M e N, M > 2.b2+1 (et avec M = 2.b1 — 1 pour bl € N, bl > 2).

Donc
= S| (M —20b2-1Y,
H 2hr-1)7°. | ——— |! Mt
h 2 e s(M).2292 (—1)(*5)
M - bl,c M
Et donc
( h=b2 )
[H (2 — 1)2] (M)
.92 h=2
sin“ 7. 7 ’
\ J

= gin 2 {ﬂ_. [Wbl,c i S(M).22.52]é_1)(2)] }

Si M € P, nous avons s(M) =1:

( h=b2
—2.02—-1
fen-v] (£221)s
o Lh=2
’ M

\




. h=2
S111 .

M

9202 (_1)(*27)
in 2

sin {7?. i

Si M ¢ P, nous avons s(M) =0 :

( h=b2
—2.02 -1
fen-v] (£221)s
o Lh=2
' M

Donc

)

sin 2 =0
\ Vs
( h=b2 )
M—-20b2 -1
fon- ] (422,
sin?{ 7. £1=2
) M
Donc . =0

sin 2 {7? 2%2'(_1)(%) }
’ M

Et donc finalement, pour M € N, M > 2.2 + 1 (et avec M =2.b1 — 1
pour bl € N, b1 > 2), nous retrouvons les mémes égalités que pour s(M) :

( [}ﬁQ(zh _ 1)2] | (M_wa_l) o)
. >

. h=2
S1n

M

- 22,1)2.(_1)(%)
sin? < 7. i

Ce qui permet encore de réduire les calculs.




- Cas particuliers :

(M —2.62 — 1)

Pour 2.2 — 1 = , nous sommes dans le cas particulier ou le
calcul est optimal. Nous avons :
M+1
M=6.b2—-1 ou équivalent : b2 = ;
D’ou

(M —262—-1) M —2

2 3

Pour la formule :

[IﬁZ(zh—m?].(M_bez_l)? B

h=2
= Wbl,c +

M
Nous obtenons donc, pour M = 6.b2 — 1 et pour b2 € N, b2 > 1 (et avec
Wbl,c = sz) :

_ M+1
h==3

II @r-1?]. (M?)_2>!2

h=2

S . .
— W,
M b2 M

Et donc, pour M = 6.02 — 1 et pour b2 € N, b2 > 1 :

_M+1
h= 6

I] @nr-1? .<M3_2)!2_

h=2

sin © | .




* Sous-Partie 3 :

Poursuivons le raisonnement a partir de ce dernier cas particulier. Changeons
quleque peu les notations : Wy, est un nombre entier avec ¢ un nombre
entier. Reprenons par étape :

- Etape 1 :

Notons Wy = Wia 4

h=21g

IT @r-1y .(?)!2 i i

e W s(M).20%5) (—1)(*5)
i = Wpo1 + i

SUITE EN COURS
DE REALISATION !

Pour que la fromule s(M) soit exploitable, nous devons concentrer tous nos
efforts a essayer de lui donner des équivalences, en développant notamment
les cas particulier ou elle exige moins de calculs (sur le modele de cette sous-
partie), ce qui devrait permettre de généraliser jusqu’a obtenir une formule
qui rende son calcul optimal.

C’est justement 'objectif que se propose d’atteindre le Chapitre 4.



3.8.8 Réécriture de la fonction ¢ (Zéta) de RIEMANN

- Rappels :

Etant donné la fonction ¢ de RIEMANN, pour s € C tel que Re(s) > 1 :

=11

peP

En exploitant la méthode du produit Eulérien, nous avons :
S=1+u'+u?+ud+ut+u’+ub+ ...

(somme infinie de termes en puissance de “ u 7, aux puissances croissantes)

Or,

S=14u.S
Donc

1
S =
1—u
D’ou
1 1,2 0 .3 0.4 .5 1 6

mzl—l—u +ut+u+ut+u+ud+ .

Pour u = p—* (avec s > 0), nous avons 1'égalité :

1 n—-+o0o

& =1l7==~ g n




- liere rééceriture :

Etant donné la formule de s(M) établie dans la sous-partie “3.1 Formule
simplifiée s(M)” (page 139) :

s(M) =1 siMeP
s(M)=0 si M ¢ P (avec M € N, M > 2)

*SiMelP:

*SiM¢P (avee M e N, M > 2) :

M=s(M) = 0
1-M7PsM) = 1
1
1 —M=.s5(M)

Et donc la fonction ¢ de RIEM AN N peut aussi s’écrire ainsi :

M—+4o00

1
=11 1 — M-—=.s(M)

M=2

L’intérét étant qu’il existe un lien entre la fonction ¢ et la formule s(M).



Poursuivons. Ceci implique que :

u=M"7*.s(M)
Nous avons :
1 1 2 3 4 5 6
1_u:1—|—u +u4+uw+u+u+u+ ...
D’ou

1 _MES'S(M) =1+ {S%)] + H\%)TJF {%T# {%rJr

Sachant que :
s(M)* = s(M) (pour a € N, a > 1)

Nous déduisons :

1 1 1 1
= 1+S(M) |:%+M23+M35+M45+'“

1 —M——3.s5(M)

a—-+00

= L4+s(M). Y M
a=1

Lorsque s(M) =0 (donc M ¢ P), la cohérence est bien respectée.
Lorsque s(M) =1 (donc M € P), la cohérence est bien respectée.

La fonction ¢ de RIEM AN N peut donc étre réécrite tel que nous I’avons fait.



- 2ieme réécriture :

En se concentrant sur les propriétés de la fonction s(M ), nous pouvons encore
réécrire la fonction ¢ sous une autre forme. En effet, en rappelant que nous
avons :

s(M)% = s(M) =0
Nous pouvons alors écrire :

(M= — M#) 4 (M2 — M2) + [s(M).M* — s(M). M)+ [s(M)2 — s(M)] = 0
Dol

—(M® — M)+ [M® — s(M) — M? + s(M).M°* — s(M).M°* +s(M)?] = 0

Ms.(1— M*) = [M* — s(M)].[L — M* — s(M)]

Ms  1—DM*—s(M)
Ms —s(M) 1— Ms
1 _q_ s(M)
1—M-=ss(M) 1— Ms

D’apres 'égalité que nous venons d’établir, nous obtenons la réécriture :
M—+o0
s(M)
s) = 1——
=11 { — Ms}

- Jieme réécriture :

A partir d’'un raisonnement similaire, une derniere réécriture peut encore étre
faite :

((5) Mﬁoo [(#)S(M)]



3.8.9 Réécriture de la conjecture de GOLDBACH

I est possible de réécrire la conjecture de GOLDBACH (sans prétention
de la résoudre). La conjecture de GOLDBACH affirme que tout nombre
paire supérieur ou égale a 4 peut étre écrit comme la somme de 2 nombres
premiers. C’est-a-dire que pour N € N, N > 2 et pour P,; et P,, il serait
possible d’écrire :

2.N = Py + Py

Etablissons le raisonnement suivant en notant M; et My € N, M, > 2. Nous
avons 1’équivalence :

2.N = My + M,
D’apres les égalités établies précédemment, nous pouvons noter que :

(voir le paragraphe intitulé “Autres équivalences de formules 17 de la
sous-partie “3.7 Equivalences de formules” page 164)

M, = (M, — 1)8(1\/11) + (M, — 1)[1*8(M1)]
= 14 (M; — 1)) (M — 1B g

Or,
1+ (M, — 1)) vaut toujours un nombre premier (rappel)
Et
M, = (M,— 1)8(M2) + (M, — 1)[1—5(1\/[2)]
= 1+ (M, — 1)S(M2) + (M — 1)[178(M2)} -1
Or,

1+ (My —1)5(2) vaut toujours un nombre premier



Il devient possible de réécrire :

2N = M, + M,
= 14 (M — 1)) 1 (My — 1)5M2) (M — 1)) (g — 1)) 9

Or, si M, et My € P, nous avons :

S(Ml) = S(Mg) =1

(My — IO (g, — 1)IsOR] _ 9 = 141 -2

Et donc
2N = [14 (My — 1)*00)] 4 [1 + (M — 1))

Et donc, si M; et My € P, il deviendrait ainsi possible d’exprimer un nombre
paire comme la somme de 2 nombres premiers.

Récapitulons :

Pour 2.N = M; + M, , nous avons :
My, =2.N — M,
Si M et My € P, nous devrions donc avoir :
M, e Pet (2.N — M) € P.
C’est-a-dire que nous devons rechercher a savoir si nous avons toujours :

S(Ml) = S(2N — Ml) =1



Cela signifie que nous devons rechercher a savoir si nous avons toujours :
(My; — 1)+ 1= M u
(wy est un nombre entier si M; € P)
et simultanément :
(2.N —M; — 1) +1=(2.N — My).wy
(wys est un nombre entier si (2.N — M1) € P)

Et finalement, cela revient a savoir si, avec 2.N > M; et avec M; € P, nous
avons pour tout N :

(2.N =M, — 1) +1=(2.N — M;).wy (avec wy un nombre entier)

Si tel était le cas, cela rendrait la conjecture de GOLDBACH vraie.

Digression :

Signalons que dans ce cas, nous aurions également :

P+ P,
N:% pour N € N, N > 2 et pour P, et P, € P

Or, pour N € N, N > 2, nous pouvons décomposer N tel que N = D(N),

Et donc, nous pourrions écrire :

(Pnl +Pn2)

D(N) = ==

Une piste pour la résolution du probléme :

Comme la conjecture de Golbach I'indique nous cherchons a savoir si pour
tout Ne N, N > 2:

2.N =M, + M, avec My et M, € P simultanément.



En logique binaire (correspondant a I’algebre de BOOLE), cela fait penser
a une porte logique “ ET 7. D’un point de vue strictement mathématique,
cela se traduit par :

s(My).s(My) =1
Or, pour M; et My € N, tel que M; et My > 2 :
- Si My et M5 € P simultanément, nous avons :
s(M1).s(M2) =1
Donc
M, sM)-s(M)]
Et

M2[5(M1).5(M2)] _ M2

- Si seulement M; ¢ P ou seulement M, ¢ P, nous avons :
S(Ml).S(Mg) =0
Donc

M, [s(M1).s(M2)] _

Et

M, ls(M)s(M2)] — 1



- En réunissant ces 2 conditions, nous avons :

M, s sO)] e [s(0).s(M2)] o

si seulement M; ¢ P ou seulement M, ¢ P.
Ou
Ml[S(Ml)-S(Mz)] + Mz[S(M1)-S(M2)} = M, + M,

si My et My € P simultanément.
Si la conjecture de GOLDBAC H était vraie, nous pourrions alors écrire :

9.N = M EO-sOR)] o [s(M1).s(Mo)]
Et étendre le domaine de définition de N a N € N, N > 1.
Une autre écriture possible serait :

2.N = (M; + My — 2).s(My).s(Msy) + 2

La conjecture de GOLDBACH ne serait alors qu'un cas particulier de ces 2
dernieres formules. Pour savoir si la conjecture de GOLDBACH est vraie,
il faut donc savoir si ces formules que nous venons d’établir sont vraies pour
tout N € N tel que N > 1 et quelquesoit M; et My € N, tel que M; et
M2 > 2.
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Remarques : formule D(N) et
phénomenes physiques associés

J’ai I'intuition que ces formules pourraient étre une base solide pour développer
une théorie physique (mathématiques appliquées), étant donner le lien entre
la fonction SINUS, le cercle et les ondes, cela pourrait permettre de donner
une interprétation géométrique. Un rapprochement peut étre fait entre la
variable N (utilisée tout au long de I’étude) et les phénomenes vibratoires
diverses (I’'onde d’un photon, par exemple). La formule D(N) appliquée & une
onde permettrait de décomposer une onde en longueurs d’ondes fondamentales.
Ceci pourrait étre utile a ’analyse harmonique, entre autres.

De plus, étant donné les formules étudiées (telles que s(M) par exemple),
I'approche est intéressante du point de vue de la logique binaire (ces formules
ne peuvent prendre que les valeurs 0 ou 1) qui émerge de ces formules liées aux
ondes. D’ou I'on peut constater que : si une telle formule permet d’effectuer
des traitements (c’est-a-dire des calculs de congruence) sur des ondes, dont
les résultats sont exclusivement binaires, alors il doit exister une géométrie
spatiale correspondante ot “l’agencement adéquat” de ces ondes permet de
faire émerger une logique binaire.

Remarques, essais et hypotheses :

Dans le cas de la décomposition des ondes, nous pouvons décomposer une
variable associée. Il nous reste a savoir laquelle choisir. Nous pouvons étre
tentés de vouloir décomposer la variable correspondant a la fréquence, celle
correspondant a la période ou celle correpondant a la longueur d’onde.
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Pour ma part, les graphiques de la premiere partie suggerent plutot d’étudier
des cycles, ce qui implique d’étudier la “distance” entre un un nombre multiple
de M?® et son prochain multiple. La formule f(M;x) ne valant 1 que pour
N égale & un des ces multiples (la formule vaut 0 sinon). Ceci ferait plus
naturellement penser a une répétition de cycle tel que la longueur d’onde ou
méme tel que la période. Nous allons le vérifier en raisonnant suite a des
essais.

- Si nous essayons de décomposer une fréquence :

Le désavantage de vouloir décomposer une fréquence f en ’assimilant
a N, de telle sorte que f = N, est que cette fréquence devrait avoir
un minimum en f = 2. Ce qui impose a 1’étude de la décomposition
d’une fréquence en fréquences fondamentales d’admettre une période T’

maximum (7" = ?), et pas de minimum pour 7" (puisque f n’aurait pas

de limite maximum). Or, rien n’empécherait de produire une période
plus grande, simplement en ralentissant le temps de répétition d’'un
phénomene (méme en agissant “manuellement” sur le systeme étudié).

Ceci ne semble pas étre en accord avec la physique quantique qui
donnerait plutot une limite minimum a un intervalle de temps (connue
sous le nom de temps de PLANCK) et une limite minimum pour une
distance (connue sous le nom de longueur de PLANCK). En-dessous
de cette limite, les formules n’ont plus de sens. Ce qui serait exactement
I'inverse des constats de la physique quantique.

- Si nous essayons de décomposer une longueur d’onde :

Il est possible de décomposer la longueur d’onde en longeurs d’ondes
plus simples. Dans ce cas, en assimilant la longueur d’onde A\ d'un
phénomene ondulatoire a la variable N de la formule D(N), de telle
sorte que A = NV, c’est la longueur d’onde qui connait un minimum en
A = 2. Ce qui impose a 'étude de la décomposition d’une longueur
d’onde en longueurs d’ondes fondamentales d’admettre une longueur
d’onde minimum (et donc une distance minimum dont la mesure vaut
1 unité), une période T" minimum et donc une fréquence f maximum.
Dans ce cas, il n’y aurait pas de limite maximum de longueur d’onde,



pas de limite maximum de période et donc pas de limite minimum de
fréquence.

Ce cas semble étre plus cohérent par rapport a la limite de la longueur
de PLANCK en physique quantique. C’est donc a partir de cette
variable que nous élaborerons une théorie de décomposition dune lon-
gueur d’onde en longueurs d’ondes fondamentales (voir Chapitre 6).
De plus, le domaine de définition de N € N implique que la longueur
d’onde soit discontinue.

- Si nous essayons de décomposer une période :

Il reste encore possible de décomposer la période (qui vaut l'inverse
de la fréquence) d'un phénomene cyclique en périodes fondamentales.
Dans ce cas, en assimilant la période T" d’'un phénomene cyclique a
la variable N de la formule D(N), de telle sorte que T' = N, c’est
la période qui connait un minimum en 7" = 2. Ce qui est cohérent
avec la conclusion de la décomposition d’une longueur d’onde. Dou
I'on déduit exactement les mémes choses a propos des minimum et des
maximum des grandeurs physiques que pour la décomposition d'une
longueur d’onde.

Ce dernier cas reste cohérent par rapport a la limite du temps de
PLANCK en physique quantique. C’est donc a partir de cette variable
que nous élaborerons une théorie de décomposition d’une période en
périodes fondamentales (voir Chapitre 6). De plus, le domaine de
définition de N € N implique que la période soit également discontinue.

Plus généralement, nous trouvons 2 cas en cohérence l'un avec 'autre, ce
qui devrait permettre une généralisation de I’application de la formule D(N)
a tous les phénomenes cycliques (la justification sera donnée au début du
Chapitre 6).



Chapitre 2 sur 6 :

Reconstitution de
fonctions connues,
lien avec les polynomes

(Voir chapitre correspondant pour la suite)
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