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Exercice 1

1. Modélisation de I'expérience aléatoire : I'univers Q est I'ensemble des combinaisons (choix non ordonnés et sans
répétition) de trois éléments distincts pris dans I'’ensemble des huit boules {N1, N2, N3, R1, R2, R3, R4, R5}.
On choisit la probabilité équirépartie sur cet univers Q.

8 8x7x6
On sait que Card(Q) = ( 3 ) = Xglx =56
3
3 1
(a) Cette probabilité est = —. Réponse A.
56 56
5
e . 3 10 e . R
(b) La probabilité de tirer 3 boules rouges est 56 55" La probabilité de tirer 3 boules de la méme couleur est
1 10 11
alors — + — = — . Réponse A.
56 56 56

2. Onrépete 5 fois, dans des conditions identiques et indépendantes, la méme épreuve de Bernoulli qui consiste a tirer
une boule de 'urne. Les issues contraires de cette épreuve sont : «la boule tirée est noire» (succes de probabilité
p =3/8) et «la boule tirée est rouge» (échec de probabilité g =1- p =5/8).
Soit X la variable aléatoire qui compte le nombre de boules noires obtenues au cours de ces 5 épreuves. On sait
alors que | X suit la loi binomiale 28(5,3/8) ‘

5 \(3\f(5)\>%
Pour tout entier k compris entre 0 et 5, P(X = k) = ( i ) (—) (—)

5
(@ P(X=5)= (%) . Réponse B.

51(3\?(5)° ..
(b) P(X—Z)—( 9 )(5) (5) . Réponse C.

3. Construisons I'arbre pondéré associé a cette troisieme expérience aléatoire.
4

7 * Ry
5 Ri
8

3 * Ny

7

5

7 * R,
3
8 N,

2 o N,

(@) Pg, (R) est la probabilité de tirer une boule rouge dans uné urne contenant 7 boules : 4 rouges et 3 noires.
4
Donc Pg, (R2) = = Réponse B.
5 3 15
(b) P(RiNNy) =P(Ry) x Pg,(N) = 5 X ? = % . Réponse C.
(c) D’apres la formule des probabilités totales :
5 4 3 5
P(R))=P(R1NR)+P(N1NR)==X=+=%x== =— ==
fz) (R1NR2) +P(N1NRy) g 778%7
Réponse A.
P(RiNnN;) PMR1NN2) 15/56 5
= = = — . Réponse C.
P(No) 1-P(Ry) 3/18 7

(d) Pn,(Ry) =

Exercice 2 (obligatoire)

Partiel
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On pose z=x+ 1 y avec x et y réels. Alors Re(z) = x et Sm(z) = y.

l. z=-zox—iy=—(x+iy)ox—-iy=—x—-iye2x=0x=0
o Re(z) =0 z€ iR ou iR désigne 'ensemble des imaginaires purs.

2. z=zox—-iy=x+iye -2iy=00y=03m(z) =0 zcR.

3. Par définition, |z| = \/ x2 + y2 d’ot1 |z = x + ?
Deplus, zz=(x+iy)(x—iy) = x° —(iy)2 =x*- i2y2 =xz+y2

Par conséquent zz = |z|2

Partie Il

1. OA=lal=V3+12=V10 ; OB=|b|=V(-1D2+32=V10 ;
OC=lc|=V5+5=V10

Donc OA = OB = OC ce qui signifie que O est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

2. Le point H a pour affixe h = (2—V/5) + (4— V/5)i
Les points A et B se placent aisément. Le point C appartient au cercle de centre O, de rayon OA et a la droite
d’équation réduite y = x. Pour placer le point H, on utilise la calculatrice et on obtient h = —0,24+i x 1,76
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On «voit » que H est 'orthocentre de ABC

Partie II1

1. Oestle centre du cercle circonscrit au triangle ABC
ssi OA=0B=0C  ssi  OA*=0B*=0C?
ssi lal® = b|* = |c|?
ssi aa=bb=cc (d’apres le résultat établi en I-3.)
2. Onpose w=bc—bc
(a) En utilisant les propriétés de la conjugaison (pour tous complexes z et 2/, z-2z' =z-2 ; zZ =ZZz et
Z = z), on obtient :
W=Dbc—bT =bc-bc=bt-bc=—(bc—b0) =-w
On en déduit que w est imaginaire pur.
(b) « (b+c)(b—7) = bb-bc+cb—ct = (bb—cT) + (bc — bc)
Or bb = cc d’apres I_II-l. Donc (b+£)(b—?) =bc-bc=w
W (b+c)(b-T7) _ (b+c)(b-T7) _ b+c
lb—cl*>  (b-c)(b-c) (b-c)(b-0°) b-c

1
(c) On sait que w est imaginaire pur et que b= cf est un nombre réel (strictement positif).
-c

Il s’ensuit que x w est un imaginaire pur

|b—cl?

c . ..
est un imaginaire pur.

c.a.d. que
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3. L'énoncé sous-entend que b+ ¢ # 0 (ou que ABC n’est pas rectangle en A).

(a) Le vecteur AH a pour affixe 2z =h-a=b+c

Le vecteur CB a pour affixe 255 = b—c

(b) (65, Ef) = (ﬁ’, Ef) - (ﬁ’, Eﬁ) =arg(z ) —arg(z3)

Vi b+c\ =n
=argﬂ =arg| —|==-+kn aveckeZ
Z== b-c) 2
CB
c . ..
car est un imaginaire pur non nul.

(c) L'énoncé sous-entend de plus que a+ ¢ # 0 (ou que ABC n'est pas rectangle en B). D’apres la question précé-
dente, (CB) L (AH) et (CA) L (BH).
Le point H appartient donc a deux hauteurs du triangle ABC.
En conséquence | H estl'orthocentre |du triangle ABC.

Exercice 2 (spécialité)

Partiel

On note s la similitude plane directe d’écriture complexe z' = az+ b ot a€ C\ {0; 1}.

. , . : L 5 b
Un point M d’affixe z est invariant par s ssi z= az+ b ce qui équivauta z—az=bc.a.d. z= -2
—-a

b
s admet donc un unique point invariant Q) appelé centre de s et d’affixe w = ——

l-a
Partie I1
1. g admet pour écriture complexe z' = az+ b avec a=ivV2et b=2iv2-2.
g estla similitude directe de centre le point Q d’affixe w = L = Nj
l-a 1-iv2
= _21(1—;1\1/_\2/5) = -2, derapport |a| = V2 et d’angle arg(a) = %

2. M(2) = My (21 =2) == M'(2' = iV2 21 +2iV2 - 2)
Nous avons f = go s ol s est la transformation d’écriture complexe z' = Z.
s est donc la réflexion d’axe (Ox).

Partie III

1. Soit M un point d’affixe z = x+ iy avec x et y réels.
M=f(M) &z=iV2Z+2iV2-2 o x+iy=iV2(x—iy) +2ivV2-2

P _ . x:y\/i—z
Sx+iy=yv2 2+z(x\/§+2\/§)©{ =33 +2V3

{ x=02x+4)-2 { X=2x+2 { x=-2
RS S z=-2

y=xvV2+2V2 < y=xvV2+2V2 < y=0

Ainsile point‘ Q(-2) est 'unique point invariant par f ‘

2. Soit N un point de 2. Alors il existe un réel x tel que N ait pour affixe n = x+i(x +2)
Limage de N par f est le point f(N) d’affixe
n=iV2H+2iV2-2=iV2(x—ix-2i)+2iV2-2=ixV2+xvV2+2V2+2iv2-2
= (xV2+2v2-2)+i(xvV2+2V2)

;c" '
On constate que ¥’ = x’ +2. Il en résulte que f(N) appartient a 2.

3. oestlaréflexiondaxe P etk= foo
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(a) En tant que similitude indirecte, 0 admet une écriture complexe du type Z =az+Db. Orles points A(-2) et
B(2i) sont invariants par o.

-2=-2a+ —2a—
D’oﬂlesystémed’égalités:{ 2=-2a+b ’~{ b=2a-2

2i=-2ia+b 2i=-2ia+b ’
1+
On en déduit que 2i = -2ia+2a-2=>2+2i=a(2-2i)=>a= 15
-1

N ¢ T ) L e
D'ota= 2 =i.Puisb=2a—-2=-2+2i. Ainsi

lo:2=iz-2+2i

(b) Déterminons I'écriture complexe de k = foo.

M(z)-Z My (z1) L M'(2')

2= iZ—242i = iZ-242i
2= iV2Z +2ivV2-2 z’=i\/§(iz—2+2i)+2i\/§—z

Ainsi k admet pour écriture complexe Z = i\/z(—iz —-2-20)+2i V2-2

Finalement I'écriture complexe de k est‘ Z=V2z+2V2-2 ‘

2v2-2  2(v2-1)
1-v2  1-v2

(c) Onreconnait!’écriture complexe de 'homothétie de centre le point d’affixe =-2(c'estle

point Q) et de rapport v2

4. k=foodoukoo=(feo)oodoukoo=fo(oco0)

Or on sait que o oo =Id. Ainsi

Exercice 3

Partiel

1. Pour tout réel x de I, f'(x) # 0. Alors la droite T n'est pas parallele a I'axe (O; 7). Donc T coupe I'axe (O; 7) en un
unique point H dont I'abscisse X7 est la solution de 'équation d’inconnue X : f "X -x) + fx)=0

f’(X)(X—x)+f(x)=0<=>f’(x)(x_x)z_f(x)@X_xz_;((z))
= X=x- Jj:,(();)) Ainsi
_ . _IW
e f'(x)

2. T admet une équation réduite du type Y = aX + b. Alors la droite T n’est pas parallele a 'axe (O; 7). Donc T coupe

I'axe (O; 7) en un unique point K dont 'odonnée Yr vérifie Y7 = f'(x) 0-x)+ f(x) ‘ Yr=f(x) - xf'(x)
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Partie II

Soit k € R*, k fixé et f une fonction dérivable sur un R telle que
VxeR, f'(x)#0.

1. f vérifie la propriété 1
ssi VxeR, x—Xr=k

ssi VxeR, x—(x—%):
ssi VxeRR, f(x)—k

o
ssiVxeR, fx)=kf'(x)

ssiVxeR, f'(x)= %f(x)

1
ssi f est une solution de I'équation différentielle | y' = T y

2. On sait que les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions x — Aet* ol A désigne une constante
réelle.
On sait aussi que I'équation différentielle y' = 2y admet une unique solution satisfaisant a la condition initiale
y(0) = 1. Cette solution est la fonction f définie sur R par f(x) = 1e** ol A vérifie 1e*** = 1. Donc A = 1 puis

VxeR,| f(x)=e?*

Partie II1

Soit k € R*, k fixé et f une fonction dérivable sur I =]0, +oo telle que
Vxel, f'(x) #0.
1. f vérifie la propriété 2
ssiVxel, f(x)-Yr=k
ssivVxel, f)-(f-xf'(x)=k
ssiVxel, xf'(x)=k

ssiVxel, fl(x)=-
X

k
ssi f est une solution sur I de 'équation différentielle | y' = —

2. Les solutions de cette équation différentielle sont les primitives sur I de la
1
fonction u : x — k x —. Ces solutions sont donc les fonctions x — kInx + A out A désigne une constante réelle. On

X
sait de plus qu'une fonction u continue sur un intervalle I admet une seule primitive sur I qui prend une valeur

1/2
donnée en un point donné. Dés lors il existe une unique solution de y’ = — satisfaisant a la condition y(1) = 0.
X

1 1
Cette solution est la fonction f définie sur I par f(x) = 3 Inx + A o A vérifie 3 In1+ A =1. Donc A =1 puis

1
Vx>0, f(x)=1+51nx

Exercice 4

Partiel

1
1. (B):ef=—<—zxef=le—x=e —=x-e =0 f(x)=0
X

* . Or pour tout réel x, e* > 0. Donc pour tout réel x,

2. (a) f estdérivable sur IR et pour tout réel x, f'(x) =1+e”
fl(x)>1>0.

Ainsi la fonction ‘ f est strictement croissante sur R ‘
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(b) e f(0)=-1.Alorsx<0= f(x) < f(0) = f(x) <—-1= f(x) <0
L'équation f(x) = 0 n'admet aucune solution dans 'intervalle ] — co, 0[.

-f(l):l—%.Alorsx>1=>f(x)>f(1)$f(x)>1—%$f(x)>0

L'équation f(x) = 0 n'admet aucune solution dans l'intervalle ]1, +ool.

» La fonction f est continue et strictement croissante sur l'intervalle [0,1]. Donc d’apres un corollaire du
théoréme des valeurs intermédiaires, f réalise une bijection de [0,1] sur I'intervalle image de [0,1] par f a
savoir

£U0,1D = [f(0), fF(D] =

1
-1,1- —]
e
Puisque 0 € f([0,1]), 'équation f(x) =0 admet une unique solution « dans [0, 1].
1 s 1n=1 s N
() of > =-0,1 a10 " pres par exces.
e f(1)=0,6 210! pres par défaut.

e Donc f(1/2)<-0,1<0<0,6 < f(1) avec 0= f(a)

1
d’ou f(E) <fle)<f@

1
Il en résulte par croissance de f sur R que 3 =ac<l
d) x€l0,al = fO)<sf(x)<sfla)=-1=<f(x)<0car f(a)=0
Ainsi f est négative sur [0, a].
Partie I1

=x<=1+x=x(1+eY )<= 1+x=x+xe"
1+e* .

—l=xef=e=—
X

1. gx)=x=

2. Onavuen I-2.(b) que « était 'unique solution dans [0, 1] de I'équation f(x) = 0 qui est équivalente a g(x) = x.
En conséquence a est I'unique solution dans [0, 1] de '’équation g(x) = x.

3. Lafonction g est dérivable sur [0, 1] et pour tout x de [0, 1],

) = 11+e®) - (1+x)e* 3 1+ef—e*—xe* 3 1-xe* 3 —e*f(x—e™)
gl= (1+e9)2 T A+en? (Q+en? (+e?
_—e* f(x)

D tout x de [0, 1], "(x) =
onc pour tout x de [0, 1] g (x) TETSE

X

e
Puisque ————— > 0, g’(x) et f(x) sont de signes contraires.
que oz >0 s etf® g

Donc, d’apres I -2 (d), f étant positive sur [0, a] , pour tout x de [0, a], g'(x) >0.
Ainsi la fonction g est croissante sur [0, a].

Partie III

1. Pour tout entier naturel n, notons &2, la propriété : « 0 < u, < up+1 < a »
o Initialisation : vérifions la propriété au rang 0.
1
up=0etu; =g(0)=1/2.Ordapres I-2.(c), 3 <a.DoncO0<uy<u <a.
« Hérédité : soit k € IN*. Supposons la propriété & vraie. Démontrons alors, sous cette hypothése, que P, est
vraie.
On sait que g est croissante sur [0, a].
Or, d’apres '’hypothese de récurrence, 0 < uy < Ug1 < @
Donc g(0) = g(ug) < g(ug+1) < gla)
avec g0)=1/2; glug) = g1 §Ugr1) = Upy2 et gla)=a

Par conséquent 0 < 3 < Upy1 < Ugyo < @ et Py, est vraie.

 Conclusion: le principe de récurrence permet de conclure que pout tout entier naturel 7,0 < u, < Uy < @
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2. ‘ La suite (u,) ,eN €st croissante ‘

Cette suite est également majorée par a. Il en résulte d’apres le théoreme de convergence monotone, que la suite
‘ (un) el €St convergente ‘

3. Notons ¢ la limite de la suite (u,). Alors il est clair que nHer Ups1=7¢
Puisque Vn € N, 0 < u, < a, on obtient par passage a la limite dans cet encadrement : 0 < ¢ < a. En particulier
¢e[0,1].
hm u, = ¢ et g est continue sur [0;1] donc g est continue au point ¢ .
D ou hm g(x) g(£) . On en déduit par composition que hm g(un) =g
Or par deﬁnltlon de la suite (uy)new, YREN, gluy) = un+1

Donc nEIPm Up+1 = g(£). Par unicité de la limite d'une suite, on en déduit que | g(¢) = ¢ | autrement dit £ est une
solution dans [0, 1] de 'équation g(x) =

Or cette équation admet a pour unique solution. Donc

4. La calculatrice fournit | us =~ 0,567 143 |2 107° prés par défaut (valeur arrondie).



