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Résumé: Ce document présente une variante de la métrique de Schwarzschild, définie dans un espace fini. Cette métrique 14 

nécessite l’introduction de deux fonctions arbitraires. En général, ces fonctions n’induisent pas de différence avec la 15 

métrique classique de Schwarzschild en milieu infini. Cependant, on montre dans ce document qu’il existe au moins un cas 16 

particulier  basé sur  un signal  triangulaire qui ne peut pas se ramener à la métrique classique de Schwarzschild  par un 17 

changement de coordonnées, par suite de la permutation continue du rôle spatial/temporel des coordonnée r et t. Ce cas 18 

particulier conduit à une configuration d’espace fini dans lequel  la courbure Riemannienne de l’espace-temps est 19 

oscillatoire ; la vitesse des étoiles dans cet espace est pratiquement constante, ce qui permet de retrouver le résultat de la 20 

zone asymptotique de la théorie MOND de Mordehai Milgrom. Cette métrique s’applique donc dans la zone où la loi de 21 

Tully-Fisher s’applique, sans l’adjonction de matière noire dans cette région. Pour représenter la zone intermédiaire de 22 

MOND, nous avons utilisé une métrique hybride, combinant cette métrique oscillatoire et la métrique classique de 23 

Schwarzschild ; nous parvenons ainsi à justifier entièrement la théorie MOND dans le cadre de la Relativité Générale. 24 

 25 

Abstract: this document presents a variant of the Schwarzschild metric, defined in a finite space. Two arbitrary functions   26 

are needed in this metric.  In general, these functions do not induce any difference between this metric and the classical 27 

Schwarzschild metric in infinite space. However, we prove in this document that at least one solution exists, based on a 28 

triangular signal, which is different from the classical Schwarzschild metric, due to the continuous permutation of the 29 

spatial/temporal role of the r and t coordinates. In this particular case, the Riemann space-time curvature is oscillatory; 30 

the star orbital velocity in this space is approximately constant, which allows recovering the result obtained in the 31 

asymptotic region of the MOND theory by Mordehai Milgrom. Then, this metric applies in a region which is governed by 32 

the Tully-Fisher law, without any dark matter in this region. For modeling the MOND intermediate region, we have used an 33 

hybrid metric, combining this oscillatory metric and the Schwarzschild metric; this method allows to justify completely the 34 

MOND theory in the framework of General Relativity.    35 

 36 

 37 

 38 

 39 
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 1 Introduction 42 

 On sait, depuis la publication de la métrique de Schwarzschild (1916) et du théorème de Birkhoff  (1923), qu’un 43 

champ de gravitation central symétrique dans le vide dans un espace infini est automatiquement statique dans le cadre de 44 

la Relativité Générale. En coordonnées sphériques  (R, θ, φ), la métrique de Schwarzschild est définie par l’intervalle 45 

d’espace-temps ds:   46 

                                                  ds  (1  R R )dt  dR (1  R R )  R (dθ  sin θ dφ )                                                    (1 1) 47 

où t est la coordonnée de temps en mètres (t =   ×  ts où ts est la coordonnée de temps en sec),   est la vitesse de la 48 

lumière, R est la coordonnée radiale d’espace, θ est la colatitude, φ est la longitude,   est la constante gravitationnelle,   49 

est la masse du corps central sphérique, et R  2      . 50 

 Nous allons présenter dans ce document une variante de la métrique de Schwarzschild, définie dans un espace 51 

fini. Cette variante nécessite l’introduction de deux fonctions arbitraires. La plupart de ces fonctions n’induisent pas de 52 

changement par rapport à la métrique classique de Schwarzschild  Cependant, nous  verrons qu’il existe au moins un cas 53 

particulier utilisant une fonction périodique, qui induit un comportement différent par rapport à la métrique de 54 

Schwarzschild. Ce cas particulier a une incidence sur la trajectoire des étoiles en périphérie des galaxies. Il permet de 55 

représenter la loi de Tully-Fisher telle qu’elle est modélisée dans la partie asymptotique de la théorie MOND [1],[2],[3] de 56 

Mordehai Milgrom. 57 

 Dans les expressions mathématiques de ce document, les exposants t, r représentent les dérivées partielles par 58 

rapport aux coordonnées t, r; les exposants u, v représentent les dérivées par rapport aux fonctions u, v. 59 

2 Transformation de l’intervalle d’espace-temps 60 

  tilisant la transformation                                 dr  dR  1  R R                                                                                                        (2 1) 61 

nous transformons l’intervalle ds (1.1) dans la forme suivante, en coordonnées (r, θ, φ) de la tortue: 62 

                                              ds   1  R R(r)  (dt  dr )   R(r)  (dθ  sin θ dφ )                                                                (2 2) 63 

                                                                    r  R  R  og  (  R R  )  1                                                                                                        (2 3) 64 

Nous réécrivons l’intervalle ds (2.2) dans la forme équivalente : 65 

                                                 ds  e  ( )dt  e  ( )dr   R(r)  (dθ  sin θdφ )                                                                          (2  ) 66 

où ν(r), R(r) sont les fonctions définies par les relations (2.2) et (2.3). Nous postulons que cette métrique peut être 67 

étendue sous la forme d’une métrique non statique dans un espace fini, en faisant l’hypothèse que les fonctions ν(r), R(r) 68 

peuvent être étendues dans le domaine temporel sous la forme : ν(t,r), R(t,r), ces fonctions étant définies comme étant les 69 

solutions de l’équation tensorielle:      , où     est le tenseur de Ricci. Par hypothèse, nous définissons la métrique non 70 

statique par l’intervalle d’espace-temps :  71 

                                                  ds  e  ( , )dt  e  ( , )dr   R(t, r)  (dθ  sin θdφ )                                                                  (2  ) 72 

3 Synthèse de la métrique non statique en espace fini 73 

La démonstration complète est reportée en Annexe A. 74 

Définissons deux coordonnées radiales arbitraires : rB et rM (rB < rM), et deux fonctions arbitraires deux fois 75 

différentiables: HP(u) et HM(v)   Dans un espace fini, la solution de l’équation tensorielle:       est définie par les 76 

relations suivantes:   77 

                                                                                                 r  r  r                                                                                                             (3 1) 78 

                                                                                z  R(t, r)  R  og  (R(t, r) R  )  1                                                                            (3 2) 79 

                                                                                 u  t  r     v  t  r                                                                                                          (3 3) 80 

                                                                           
   

   
 

   

               z     (u)   M(v)                                                                         (3  ) 81 

                                                                     e  ( , )         M  1  R R(t, r)                                                                                           (3  ) 82 
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                                         ds         M  1  R R(t, r)  (dt  dr )   R(t, r)  (dθ  sin θdφ )                                           (3  )                                                                                                  83 

La fonction R(t,r) est définie implicitement par les relations (3.2) et (3.4). Les transformations mathématiques ci-84 

après montrent qu’il semble qu’on puisse, a priori, se ramener toujours à la métrique classique de Schwarzschild.  Nous 85 

effectuons les transformations suivantes sur la métrique (3.6), en supposant qu’elles soient toutes légitimes :  86 

                                                  ds         M  1  R R(t, r)   du dv   R(t, r)  (dθ  sin θdφ )                                             (3  ) 87 

                                                ds     1  R R(t, r)   d   d M   R   (u)   M(v)   (dθ  sin θdφ )                                (3  ) 88 

                                ds   (1  R R )  (d   d M)  (d   d M)    R(  (u)   M(v))  (dθ  sin θdφ )           (3 9) 89 

                                                                      z     (u)   M(v)  R  R  og  (R R  )  1                                                                (3 1 ) 90 

Renommons: HP(u)+HM(v) = t’    (u) HM(v) = r’, nous obtenons: 91 

                                         ds    1  R R(r )    (dt )  (dr )    R(r )  (dθ  sin θdφ )                                                        (3 11) 92 

                                                                        z   r  R  R  og  (R R  )  1                                                                                         (3 12) 93 

Les relations (3.11) et (3.12) définissent la métrique de Schwarzschild écrite en coordonnées de la tortue. La 94 

métrique (3.6) peut être déduite directement de la métrique statique en effectuant à l’envers les opérations (3.7) à (3.12). 95 

Cependant, dans ce cas, lorsque nous effectuons à l’envers les transformations (3  ) → (3.7), les fonctions HP(u) et HM(v) 96 

sont introduites artificiellement sans aucune justification, tandis que dans la démonstration complète (cf. Annexe A), ces 97 

fonctions sont introduites comme solutions d’une équation de transport (cf. relations (A2.7) et (A2.8) ) ; de plus, dans la 98 

procédure de calcul inverse, nous ne prouvons pas que la métrique (3.6) est la solution unique de l’équation       99 

obtenue à partir de la métrique (2.5).  100 

Enfin, pour certaines catégories de fonctions HP(u) et HM(v), les coordonnées t et r échangent au cours du temps 101 

leur rôle temporel/spatial, ce qui peut rendre impossible les transformations de coordonnées permettant de se ramener à 102 

la métrique classique de Schwarzschild.   103 

Raisonnons maintenant dans un espace fini. Nous devons définir les fonctions HP(u) et HM(v). Supposons que la 104 

fonction R(t,r) soit physiquement bornée supérieurement, et telle que : R(t,r)    RC, où RC est une grandeur physique  105 

dépendant uniquement de la masse   du corps central. Il est clair que la métrique classique de Schwarzschild ne pourrait 106 

pas prendre en compte cette contrainte physique. Nous allons montrer que cela est possible avec la métrique (3.6). 107 

4 Métrique à fonction z bornée 108 

Définissons un espace sphérique fini  par : r  r  r , où r  et r  sont deux coordonnées radiales finies arbitraires.  109 

Soient deux  nombres positifs arbitraires  ω et Rc. Soit le signal triangulaire F  
 (x) de pulsation ω  et d’amplitude 

 

  
 : 110 

                                                                                     F  
 (x)     

 

  
   

   (    )  

(    ) 
   
                                                                                  (  1) 111 

Sa dérivée est le signal carré F  
 (x) d’amplitude 1 : 112 

                                                                                    
     

 ( )

   
 F  

 (x)  
 

 
   

   (    )  

(    )
   
                                                                          (  2) 113 

 On pose                                            (u)     F  
 (u) 2         M(v)   R     F  

 (v) 2                                                                       (  3) 114 

                                                                     F  
 (u) 2         M      F  

 (v) 2                                                                                      (   ) 115 

                                    z     (u)   M(v)   R    F  
 (u)   F  

 (v) 2  R  R  og  (R R  )  1                                             (   ) 116 

                                                D où        R   
 

  
 R  R  og  (R R  )  1      R   

 

  
                                                                    (   ) 117 

                                                                     Soit R  tel que    R  R  R  og  (R R  )  1                                                                  (   ) 118 

                                                          D où   R   
 

  
  R  R  og 

 (    )   

 (     )   
     R   

 

  
                                                                  (   ) 119 

R(t,r)  ne dépend que de fonctions cosinus en t r et t r, donc  R(r,t)   R(t,r)  La métrique (3.6) devient : 120 

                             ds   F  
 (u) F  

 (v) 1  R R(t, r)  (dt  dr )   R(t, r)  (dθ  sin θdφ )                                                  (  9) 121 

            ou            ds   F  
 (t  r) F  

 (t  r) 1  R R(t, r)  (dt  dr )   R(t, r)  (dθ  sin θdφ )                                   (  1 ) 122 
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Analyse de l’impact des changements de signe des dérivées     et  M   sur la métrique : 123 

Nous utilisons la propriété du signal carré : F  
 (x  y)   F  

 (y  x)   soit       R(t, r)  (dθ  sin θdφ )   124 

  1      cas  F  
 (t  r)  1  et  F  

 (t  r)      1     ds    1  R R(t, r)  (dt  dr )                                          125 

  2è   cas  F  
 (t  r)  1  et  F  

 (t  r)    1     ds   F  
 (t  r)F  

 (r  t)  1  R R(t, r)  (dr  dt )      126 

                                         ds  (1)(1)  1  R R(t, r)  (dr  dt )             1 2  et  M  1 2  127 

La coordonnée r devient temporelle, la coordonnée t devient spatiale ; permutons les symboles r et t : 128 

                                                                             ds   1  R R(r, t)  (dt  dr )      129 

  3è    cas  F  
 (t  r)   1  et  F  

 (t  r)   1  ds  F  
 (t  r)F  

 (r  t)  1  R R(t, r)  (dr  dt )              130 

                                        ds  ( 1)( 1) 1  R R(t, r)  (dr  dt )            1 2  et  M   1 2  131 

La coordonnée r devient temporelle, la coordonnée t devient spatiale ; permutons les symboles r et t : 132 

                                                                            ds    1  R R(t, r)  (dt  dr )                 133 

  è  cas   F  
 (t  r)   1  et  F  

 (t  r)    1     ds  ( 1)( 1)  1  R R(t, r)  (dt  dr )                 134 

On constate donc que, dans tous les cas, la métrique se ramène à la formule : 135 

                                       ds    1  R R(t, r)  (dt  dr )   R(t, r)  (dθ  sin θdφ )                                                               (  11) 136 

                       our les cas 1 et 2, on obtient                              1 2   et    M        1 2                                                             (  12) 137 

                       our les cas 3 et  , on obtient                           1 2   et    M     1 2                                                             (  13) 138 

La fonction R reste continue au cours de l’évolution temporelle, et elle est pratiquement constante (cas envisagé   ω ≫π/2) 139 

la différentielle de l’intervalle de temps réel dT  entre deux évènements localisés à (r, θ, φ) est : 140 

                                                   dT       1  R R(t, r)  dt        dt             (cas envisagé  R R(t, r)   1)                            (  1 )  141 

 la  différentielle   de l’intervalle de distance radiale réelle d   est : 142 

                                                  d          1  R R(t, r)  dr        dr             (cas envisagé  R R(t, r)   1)                            (  1 )  143 

    nalysons  la fonction z               dz  du        dv  M   dR (1  R R )                                                                           (  1 ) 144 

                                                  1  cas    et  2è  cas            dz      (du  dv) 2       dr    145 

                                                  3è  cas et   è  cas            dz   (du  dv) 2     dr    146 

                    On a donc, avec    1                  dz     dr   dR (1  R R )                                                                                    (  1 ) 147 

                    D où la relation                                  dr     dR (1  R R )                                                                                                (  1 ) 148 

La formule de la métrique (4.11) est similaire à la formule de la métrique de Schwarzschild en coordonnées de la tortue, 149 

mais dans la formule (4.11) R est fonction du temps.  150 

Si on utilisait la transformation : dr   dR (1  R R )  , la métrique (4.11) pourrait être transformée sous la forme : 151 

                                            ds    1  R R  dt  dR  1  R R    R (dθ  sin θdφ )                                                          (  19)  152 

 La formule (4.19) est formellement identique à celle de la métrique classique de Schwarzschild ; cependant cette formule 153 

n’est pas  légitime, car, d’après les relations (4.17) et (4.18)  la fonction r(R) n’existe pas, puisque   oscille dans l’espace au 154 

cours du temps (   1). Ce résultat prouve qu’une métrique non statique ne peut pas se ramener dans tous les cas à la 155 

métrique classique de Schwarzschild.  156 

Soit le scalaire de Kretschmann  r             obtenu par contraction du tenseur de Riemann : 157 

                                                                                          r     (    )    R(t, r)                                                                                  (  2 ) 158 

Il s’ensuit que la courbure Riemannienne de l’espace-temps est oscillatoire. Dans cette métrique non statique, la fonction 159 

R(t,r) est bornée (cf. inégalités (4.8) )   l’encadrement de la fonction peut être arbitrairement petit, puisque la valeur de la 160 

pulsation ω peut être arbitrairement grande  Si  ω ≫ π/2, la fonction R(t,r) devient pratiquement égale à une constante : 161 

R(t,r)   RC.  162 

 163 
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5 Intégrales premières des géodésiques dans le cas général de la métrique non statique 164 

Posons   κ 1 pour les particules massives, et κ   pour les particules sans masse ; soient  Er   l’énergie de la 165 

particule, h : le moment cinétique de la particule, σ: le temps propre de la particule en mètres ( σ=c τ où τ est le temps 166 

propre en secondes) pour une particule massive, ou un paramètre affine pour une particule sans masse,  et soit w=1/R. 167 

 Les intégrales premières peuvent être déduites simplement des intégrales premières de la métrique de 168 

Schwarzschild ; cependant, leur calcul direct a été reporté en Annexe B. Ces intégrales premières sont définies par les 169 

relations suivantes, où R, w, r, t  sont les coordonnées d’une particule massive ou sans masse suivant la valeur de κ : 170 

                                                                                              θ  π 2                                                                                                                     (  1) 171 

                                                                                              R dφ

  
 h                                                                                                                   (  2) 172 

                                                                  
  

  
 

 

 (1  R R )  (h R  )     (  )
                                                                                 (  3) 173 

                                                                
   

    w  3 w R 2    R (2h )                                                                                              (   ) 174 

                                                                
  

 φ
 

        (       ) (   φ )(       )

       (      )
                                                                                      (   ) 175 

                                                                
  

 φ
 

        (       ) (   φ )(       )

       (      )
                                                                                      (   ) 176 

  Soit    la vitesse orbitale d une particule massive en orbite circulaire   R  R  , on obtient  177 

                                                                        (  )
  

          

   (   )      
                                                                                                                   (   ) 178 

                                                                        
 (  )      

(       )
 

     

        
                                                                                                                      (   ) 179 

                                                                   
  

 φ
  

 (  )      

(       )

(       )

        
     

        
 
(       )

                                                                               (  9) 180 

                                                             (  )  (R )
  

  

  
 

 

  (R )
  

dφ

  
 

 

 
  

  
 

 

 
       

(       )

       

(       )                                          (  1 ) 181 

  our le détail d’établissement de ces formules cf. Annexe B §2 et §3. Les relations (5.1), (5.2), (5.3), (5.4) sont 182 

identiques aux relations correspondantes de la métrique de Schwarzschild. En conséquence, la fonction w(φ) = 1/R(φ) 183 

est strictement identique à la fonction équivalente de la métrique statique. Des différences apparaissent uniquement 184 

quand on calcule les coordonnées t, r et les valeurs réelles de temps et distances. Pour calculer les géodésiques, nous 185 

devons procéder de la manière suivante : 1/ calcul de la fonction w(φ) déduite de la relation (5  ), d’où R(φ) = 1/w(φ) ; 186 

2/ calcul des fonctions HP(u) et HM(v) ; 3/ calcul des coordonnées t et r à partir des relations (5.5), (5.6) ; 4/ calcul des 187 

grandeurs réelles. 188 

  a déviation δR  des rayons lumineux est obtenue par la relation classique : 189 

                                                                                                   δ        R(t, r)                                                                                     (  11) 190 

  6 Géodésiques  de la métrique à fonction z bornée 191 

 Il y a quatre cas possibles ; utilisant les relations (5.5) et (5.6), on obtient : 192 

 1  cas  et 2è   cas        
 

 
  M      

 

 
     

  

 φ
  

        

(      )
     

  

 φ
  

(   φ )

(      )
                                                                            (  1) 193 

 3è  cas et  è  cas      
 

 
  M   

 

 
     

  

 φ
  

        

(      )
    

  

 φ
   

(   φ )

(      )
                                                                     (  2) 194 

Mise en cohérence des différentielles des coordonnées : 195 

On est amené à effectuer des moyennes sur les quatre cas référencés. Il faut donc que dans chaque cas les 196 

coordonnées soient mises en cohérence avec les grandeurs réelles. Nous prenons le premier cas comme cas de référence. 197 

D’après la formule (  1 ), les différentielles dr sont cohérentes avec les différentielles dR, puisque la moyenne de dR est 198 

nulle  D’après les relations (  1) et (  2), on obtient en moyenne : 
  

 φ
   .  Pour analyser la dérivée 

  

 φ
 , nous devons 199 
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prendre en compte l’intégrale première  R dφ

  
 h   la variation de l’angle φ en fonction du temps propre est monotone   a 200 

relation que nous prenons en référence est : 
  

 φ
  

        

(      )
. Le rapport 

  

 φ
 ne peut pas changer de signe au cours du temps si 201 

les différentielles dt des quatre cas sont rendues cohérentes par rapport au temps réel. En conséquence, il faut changer le 202 

signe de la différentielle dt pour le 3ème et le 4ème cas. Cette transformation sera à nouveau utilisée au §8.  203 

On obtient donc, dans tous les cas, les formules suivantes, où    1 et dT est la différentielle du temps réel: 204 

                                                                         
  

 φ
  

        

(      )
     

  

 φ
  

        

         
                                                                                        (  3) 205 

                                                                            
  

 φ
  

(   φ )

(      )
                                                                                                                           (   ) 206 

Considérons le cas d’une particule massive dont la trajectoire est telle que R(φ)= Rs = constante. Soient    la 207 

vitesse radiale et    la vitesse orbitale. Nous obtenons les résultats suivants : 208 

                                                                                      
  

 φ
                                                                                                                                   (   ) 209 

                                                                                    (    )                                                                                                                             (   ) 210 

                                                                                    (  )  (R )
  

  

  
 

 

   
(       )

(       )
                                                                                (   ) 211 

       Si  R R   1  et ω ≫ π 2                           (  )   (    R  )                                                                                                     (   )  212 

On obtient donc pour la vitesse orbitale (6.8) la formule classique de Newton, à condition de remplacer dans la formule  le 213 

paramètre de distance par la valeur locale de la fonction R   a fonction R étant pratiquement constante dans l’espace fini, 214 

la vitesse orbitale des étoiles localisées dans cette zone reste constante.  Ce résultat est en accord avec la tendance 215 

asymptotique de la théorie MOND [1], [2], [3]. Dans cette théorie, la vitesse orbitale asymptotique  outM des étoiles dans 216 

une galaxie est définie par la relation : ( outM)           , où      1 2  1     m s    et où   est la masse baryonique 217 

de la galaxie.  En identifiant la vitesse orbitale VT et la vitesse  outM , on obtient : 218 

                                           ( outM)  (  )           (     R  )  R                                                                        (  9) 219 

 Cette relation établit donc un lien entre la valeur moyenne R  de la fonction R et la constante de Milgrom    . Nous en 220 

arrivons à la conclusion que la modélisation de la zone asymptotique de la théorie MOND est en accord avec une solution 221 

particulière de la métrique non statique de Schwarzschild en espace fini  Selon ces résultats, la courbure de l’espace-temps 222 

est oscillatoire dans la zone asymptotique de MOND. Dans cette zone, la déviation de la lumière δ  et le scalaire de 223 

Kretschmann Kr sont obtenus en valeur moyenne par les relations :  224 

                                                                                          δ         R                                                                                                    (  1 ) 225 

                                                                                          r     (    )    (R )                                                                                    (  11) 226 

 ’oscillation du scalaire de  retschmann se produit autour de la valeur        227 

                                      (    ) (  (  ) )      (    )    (       )         (  ) (       )                          (  12) 228 

  Soit       (  ) (     )   1   1                                                                                                             (  13) 229 

Nota : Dans les formules (6.10) et (6.11), nous avons utilisé la masse baryonique, ce qui implique que nous supposons qu’il 230 

n’y a pas de matière noire dans toute la galaxie, alors que nous n’avons analysé précédemment que la zone asymptotique 231 

de MOND  Nous anticipons  ainsi les résultats de l’analyse de la zone de transition de MOND, décrite en §8 et §9.  232 

7 Rappel sur la théorie MOND 233 

La théorie MOND, développée par Mordehai Milgrom (Milgrom 1983 [1]), fait l’hypothèse que l’accélération 234 

gravitationnelle Newtonienne   , décrite par la formule:     M    change de forme pour une valeur particulière de  235 

l’accélération, la valeur critique:    1 2  1  1      ; la relation        devient:       (    ), où  (    ) est une 236 

fonction d’interpolation empirique, égale à 1 pour       , et égale à :        si       dans le régime d’accélération 237 
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faible.  a valeur limite de l’accélération faible    est :                    .  a formule classique de l’accélération 238 

en 1/  est remplacée par une formule en 1/ . Une fonction  (    ) utilisée couramment est définie par: 239 

                                                                                         (    )  (    )  1  (    )                                                                            (  1) 240 

 En conséquence, la vitesse asymptotique   outM  atteinte par les étoiles sur les bords  des galaxies est donnée par 241 

la formule :  outM
               outM

       . MOND retrouve la loi empirique de Tully-Fisher, dans laquelle la 242 

masse baryonique de la galaxie est proportionnelle à  outM
 (Moffat 2005 [2] ). Milgrom a calculé    pour être en accord 243 

avec les mesures de vitesses des étoiles. 244 

Pour préciser la localisation de la zone intermédiaire de MOND dans la galaxie, posons :     k R  et    k R  . 245 

Nous faisons l’hypothèse que la zone intermédiaire commence à la distance    et se termine à la distance   . En utilisant la 246 

formule (7.1), nous avons obtenu les ordres de grandeurs suivants : k       et k  2     k k  1.  La formule 247 

d’interpolation (  1) donne les résultats suivants : 248 

 pour k      : accélération interpolée/accélération de Newton = 1.01 249 

 pour k  2   : accélération interpolée/accélération asymptotique MOND = 1.04 250 

MOND a obtenu de bons résultats pour décrire les profils de vitesses dans de nombreuses galaxies. Les résultats 251 

obtenus au §6 (cf. relation (6.8) )  montrent que l’on peut interpréter la zone asymptotique de MOND par un effet de la 252 

métrique non statique à fonction z bornée. Le comportement asymptotique de MOND est donc explicable par la Relativité 253 

Générale sans présence de matière noire.  254 

8 Métrique hybride 255 

Cette métrique est une combinaison de la métrique classique de Schwarzschild et de la métrique à fonction z bornée. Nous 256 

allons l’utiliser pour interpréter le comportement de la zone intermédiaire de MOND. Nous définissons un espace 257 

sphérique fini  par : r  r  r , où r  et r  sont deux coordonnées radiales finies arbitraires. Soient deux nombres 258 

positifs arbitraires  α et ω  Soient les fonctions   (u) et  M(v) : 259 

                                        (u)   α u 2        F  
 (u) 2         M(v)    r    α v 2    F  

 (v) 2                                                    (  1) 260 

                                                       α    F  
 (u) 2         M   α    F  

 (v) 2                                                                              (  2) 261 

                                z     (u)   M(v)  r  α (u  v) 2      F  
 (u)  F  

 v 2  R  R  og  (R R  )  1                          (  3) 262 

                                        dz  du     dv  M       α dr    F  
 (u)du    F  

 (v)dv 2   dR (1  R R )                               (   ) 263 

La métrique (3.6) devient : 264 

                          ds   α   F  
 (u)   α   F  

 (v)  (1  R R )(dt  dr )   R(t, r)  (dθ  sin θdφ )                                    (   ) 265 

A/ Première possibilité : α >1 266 

  1  cas    F  
 (t  r)      1  et  F  

 (t  r)      1   ds  (α   1 )(α  1 )  1  R R(t, r)  (dt  dr )      267 

  2è  cas  F  
 (t  r)      1  et  F  

 (t  r)    1   ds  (α   1 )(α  1 )  1  R R(t, r)  (dt  dr )       268 

  3è  cas  F  
 (t  r)   1  et  F  

 (t  r)      1   ds  (α  1 )(α  1 )   1  R R(t, r)  (dt  dr )      269 

   è  cas  F  
 (t  r)   1  et  F  

 (t  r)    1   ds  (α  1 )(α  1 )  1  R R(t, r)  (dt  dr )      270 

Le produit     α   F  
 (u)   α   F  

 (v)  est donc égal, en moyenne à :   
(    )           (    ) 

 
 α  271 

            1    cas       (α   1 ) 2      M  (α   1 ) 2      2è  cas       (α   1 ) 2     M   (α   1 ) 2             (   ) 272 

           3è  cas       (α   1 ) 2      M  (α   1 ) 2       è  cas       (α   1 ) 2     M   (α   1 ) 2              (   ) 273 

Calcul de la différentielle dz  :  dz  du     dv  M    274 

                                             1      cas    dz       du (α   1 ) 2  dv (α   1 ) 2      α dr    dr  275 

                                             2è   cas    dz      du (α   1 ) 2  dv (α   1 ) 2      α dr    dt 276 

                                             3è   cas    dz      du (α   1 ) 2  dv (α   1 ) 2      α dr     dt  277 
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                                              è   cas    dz       du (α   1 ) 2  dv (α   1 ) 2       α dr    dr  278 

En moyenne sur les 4 cas: dz = α dr. 279 

En moyenne, on obtient donc la métrique: 280 

                      ds  (1  R R ) (αdt)  (αdr)    R(r)  (dθ  sin θdφ )    et     α dr  dR (1  R R )                           (   ) 281 

Cette métrique est la métrique classique de Schwarzschild écrite en coordonnées de la tortue. Si la fréquence du signal 282 

triangulaire est suffisamment grande, il n’y a donc pratiquement pas de différence entre la métrique (8.5) et la métrique 283 

classique de Schwarzschild pour α > 1. 284 

B/  Deuxième possibilité : α <1  285 

 Analyse des changements de signe des dérivées     et  M   sur la métrique : 286 

  1  cas  F  
 (t  r)  1  et  F  

 (t  r)   1   ds  (α   1 )(α   1 )  1  R R(t, r)  (dt  dr )      287 

                            d où       (1   α ) 2    M  (1  α ) 2     ds   (1  α )2   1  R R(t, r)  (dt  dr )      288 

  2è  cas  F  
 (t  r)  1  et  F  

 (t  r)    1   ds   α   F  
 (t  r)   – α   F  

 (r  t)    1  R R(t, r)  (dr  dt )       289 

                                        ds  (1  α ) 1–α    1  R R(t, r)  (dr  dt )          u  ( 1  α ) 2    Mv  (1  α ) 2  290 

La coordonnée r devient temporelle, la coordonnée t devient spatiale ; permutons les symboles r et t :  291 

                                                                        ds   ( 1  α )   1  R R(r, t)  (dt  dr )     292 

  3è  cas  F  
 (t  r)   1  et  F  

 (t  r)  1   ds   α   F  
 (t  r)   – α   F  

 (r  t)    1  R R(t, r)  (dr  dt )      293 

                                        ds   (α  1 ) –α  1    1  R R(r, t)  (dr  dt )         u   ( 1  α ) 2    Mv   (1  α ) 2  294 

La coordonnée r devient temporelle, la coordonnée t devient spatiale ; permutons les symboles r et t :  295 

                                                                        ds   ( 1  α )   1  R R(t, r)  (dt  dr )     296 

   è  cas  F  
 (t  r)   1  et  F  

 (t  r)    1   ds  (α  1 )(α   1 )  1  R R(t, r)  (dt  dr )      297 

                            d où        (1   α ) 2    M   (1  α ) 2     ds   (1  α )2   1  R R(t, r)  (dt  dr )      298 

Le produit     α   F  
 (u)   α   F  

 (v)  est donc égal, en moyenne à :   
(    )2 2        (    )2

 
 1 299 

            1    cas        ( 1  α ) 2      M     ( 1  α ) 2      2èmecas          ( 1  α ) 2     M   ( 1  α ) 2                (  9) 300 

              3è  cas     u   ( 1  α ) 2       Mv   ( 1  α ) 2       è  cas     u   ( 1  α ) 2     Mv   ( 1  α ) 2            (  1 ) 301 

                            moyenne de        M   1           moyenne de       M   1                                                                  (  11) 302 

Calcul de la différentielle dz :  dz  du     dv  M   303 

                                             1      cas    dz       du ( 1  α ) 2  dv (1  α ) 2      α dr      dr  304 

                                             2è   cas    dz      du ( 1  α ) 2  dv (1  α ) 2      α dt       dr 305 

                                             3è   cas    dz    du ( 1  α ) 2  dv (1  α ) 2    α dt( )   dr  306 

                                              è   cas    dz     du ( 1  α ) 2  dv (1  α ) 2       α dr      dr  307 

( ) dans le 3ème cas, la différentielle dt a été  changée de signe pour mise en cohérence des différentielles (cf. §6).  308 

              Sur la moyenne des   cas                   dz   (α 2 )  dr  dR (1  R R )                                                                             (  12) 309 

En moyenne, la métrique (8.5) est obtenue sous la forme suivante: 310 

                                                        ds  (1  R R ) dt  dr    R(r)  (dθ  sin θdφ )                                                           (  13) 311 

                                                                               (α 2 ) dr  dR (1  R R )                                                                                              (  1 ) 312 

Cette métrique est donc différente de la métrique classique de Schwarzschild à cause de la relation (8.14). 313 

 n moyenne, la fonction R ne dépend que de r  Soit β 2/α  On obtient, dans le cas : ω ≫ π 2  et  R R  1        314 

                                                                                        dr   β dR                                                                                                                     (  1 ) 315 

la différentielle de l’intervalle de temps réel dT  entre deux évènements localisés à (r, θ, φ) est : 316 

                                                   dT       1  R R(r)  dt        dt             (cas envisagé  R R(t, r)   1)                                (  1 )  317 

 la  différentielle   de l’intervalle de distance radiale réelle d   est : 318 
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                                                  d          1  R R(r)  dr        dr             (cas envisagé  R R(t, r)   1)                                (  1 )  319 

        De la relation (  1 ) on déduit                   d   dr    β dR                                                                                                         (  1 ) 320 

  9 Géodésiques de la métrique hybride 321 

 Des relations (5.9) et (8.11), on obtient :      M   
  

 φ
  

     

        
   M        

  

 φ
   

     

        
 en moyenne. La  vitesse 322 

orbitale    d’une particule massive en orbite circulaire définie par R  R  est  (  )  
       

(       )
  Cette formule s’avère donc 323 

valide dans tout le domaine de la galaxie. 324 

Le début de la zone intermédiaire de MOND est situé à la distance radiale   , où l’on a : R    , puisque l’on est à 325 

la fin de la zone Newtonienne  D’après la relation (8.18), dans cette  zone intermédiaire, une distance radiale  L est obtenue 326 

en fonction de R par la formule :       β(R  R )      à la  in de la zone de transition          β(R    ) 327 

                                                            β  
     

     
 

     

    
  

       

     
 3     α  

 

   
        328 

                                               R     (    ) β  R  R  k  ( R   k ) β    (  R ) β  329 

D’où la vitesse orbitale pour une étoile située à la distance  s du centre de la galaxie  (        R   2  )    330 

                                                                      
     

   (        )   
     β

     

       
                                                                                           331 

                                                                                        1     
     

        
                                                                                                        (9 1) 332 

Si, dans le cadre de réévaluations ultérieures, on est amené à modifier β, tout en maintenant la relation  : k  k  1 ,  on 333 

aura toujours  les relations : k  1 (β  1)  et  k  (β  1).  334 

 a déviation δR  des rayons lumineux est obtenue par la relation classique :δ  
   

   
   D’où la formule (   distance réelle) : 335 

                                                                                           δ  
          

   (       )   
   3    

          

      
                                                              (9 2) 336 

10 Délimitation de la zone de transition 337 

 Suivant nos résultats, dans une galaxie, le scalaire de Kretschmann Kr a une borne inférieure 338 

      1   1          ’existence de cette limite provoque l’existence d’une zone asymptotique en périphérie de la 339 

galaxie, s’étendant jusqu’à une distance où l’interaction avec les galaxies voisines se fait sentir. Dans cette zone, la fonction 340 

R oscille à haute fréquence avec une faible amplitude suivant un signal triangulaire : elle est donc constante en moyenne 341 

sur la zone asymptotique; on obtient : R  R           . 342 

Première hypothèse : 343 

 Nous revenons sur la définition des bornes de la zone de transition. En nous basant sur les données de la théorie 344 

MOND, nous avons défini le démarrage de la zone de transition à la distance :    k R . Cela revient à admettre que le 345 

coefficient α, caractéristique de la métrique hybride, change de valeur et devient supérieur à 1 si le scalaire de 346 

Kretschmann est supérieur à une certaine valeur           si  r          (R R  )           α  1.  347 

                                                                            (2  )  1   1                                                                                                  (1  1) 348 

Si  r          on est dans la zone de Schwarzschild. La fin de la zone de transition est localisée à la distance 349 

   k R . Pour définir k , nous proposons la conjecture suivante : au début de la formation de la galaxie, nous admettons 350 

qu’il n’existe que deux zones : la zone de Schwarzschild et la zone asymptotique ; on a alors : k  k  1. Le signal à haute 351 

fréquence se propage alors en direction du centre de la galaxie suivant l’équation d’onde linéaire : z   z   tout en 352 

maintenant l’égalité : k k  1  . Le signal se combine avec la métrique de Schwarzschild, générant progressivement la 353 

zone de transition   ’accroissement de la zone de transition s’arrête lorsque le signal à haute fréquence devient 354 

pratiquement inopérant (α 1)  à la valeur du scalaire de Kretschmann :  r         .    355 

Deuxième hypothèse : 356 
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 Dans cette hypothèse, envisageons la possibilité que la fonction α soit une fonction continue de la densité de 357 

masse baryonique locale dans une métrique générale définie dans un espace sphérique fini empli de matière. Dans ce cas, 358 

il n’existerait plus de zone de transition, et le problème de la définition des deux points de transition ne se poserait plus. 359 

Cette hypothèse serait à développer dans un document ultérieur. 360 

11 Synthèse des métriques 361 

 Selon les résultats de ce document, la métrique dans une galaxie est de la forme : 362 

                                                       ds    1  R R(t, r)  (dt  dr )   R(t, r)  (dθ  sin θdφ ) 363 

                                                                                    z  R(t, r)  R  og  (R(t, r) R  )  1  364 

  ’espace radial de la galaxie est composé de trois zones. Chaque zone a une fonction z particulière. 365 

Soient R                1 2  1  1        r  k R    r  k R    où  k         k  2      366 

Dans toutes les zones, la fonction z contient un signal triangulaire à haute fréquence de moyenne nulle (STHF). 367 

                                                      1è  zone  zone (quasi) de  Schwarzschild (α  1) r  r    z  r  ST F 368 

                                                     2è  zone  zone de transition (α     )  r     r   z  r  (r  r ) α 2   ST F 369 

                                                     3è  zone  zone symptotique (α   )  r  r   z  R   ST F 370 

En négligeant le rapport R R(t, r) , on obtient pour la distance réelle radiale L :   r     r      r  371 

La vitesse orbitale    des étoiles décrivant une orbite circulaire définie par R  R  est        M R ( ) . 372 

 a déviation d’un rayon lumineux est obtenue par la formule : δ          R( )   373 

R(L) est la fonction obtenue en négligeant le signal STHF et le rapport R0/R. 374 

                                 1è  zone  R( )        2è  zone  R( )     (    ) α 2       3è  zone  R( )  R    375 

12 Conclusion 376 

 Il existe une solution pour interpréter la théorie MOND de Mordehai Milgrom dans le cadre de la Relativité 377 

Générale : dans un espace fini à symétrique sphérique dans le vide, il existe une métrique non statique, dans laquelle la 378 

courbure Riemannienne de l’espace-temps oscille en permanence autour d’une valeur moyenne ; la vitesse orbitale des 379 

étoiles dans cet espace est pratiquement constante. Ce résultat permet d’expliquer la loi de Tully-Fisher par la Relativité 380 

Générale sans l’apport de matière noire, ce qui est en accord avec la modélisation de la zone asymptotique de MOND. Nous 381 

interprétons le déclenchement de la métrique non statique dans une galaxie comme étant dû à l’existence d’une borne 382 

inférieure       du scalaire de Kretschmann    :         1   1        où    est la masse baryonique de la galaxie.  383 

Une métrique hybride, obtenue en composant cette métrique oscillatoire avec la métrique classique de Schwarzschild  384 

permet de modéliser la zone de transition de la théorie MOND. Nous parvenons ainsi interpréter l’intégralité de la théorie 385 

MOND dans une galaxie  par la Relativité Générale.  Il faudrait, dans de futurs développements, définir une métrique dans 386 

un espace fini empli de matière sans zone de transition, et  appliquer ces résultats à l’interaction des galaxies dans un 387 

amas  Il est possible qu’il existe d’autres métriques non statiques présentant un intérêt sur le plan physique.   388 

 389 

 390 

 391 
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Annexe A 398 

Calcul de la métrique non statique 399 

 400 

Dans les expressions mathématiques de ce document, les exposants t, r définissent les dérivées partielles par rapport aux 401 

coordonnées t, r. Les  exposants u, v, z, R définissent les dérivées exactes par rapport aux fonctions u, v, z, R; R0 est défini 402 

par la relation : R0= 2G M / c2 403 

1 Le tenseur de Ricci 404 

Pour l’intervalle d’espace-temps défini par: ds  e  ( , )dt  e  ( , )dr   R(t, r)  (dθ  sin θdφ ), les composantes 405 

différentes de zéro du tenseur de Ricci sont définies par les expressions suivantes:        406 

 R   ν (   2 R R )   (         2 R  R )   e      ν   ν (ν    )  2ν R R                                                      ( 1 1) 407 

 R     (ν  2 R R )  (ν ν  ν   2 R  R )  e             (ν    )   2  R R                                                     (  1 2) 408 

 R               1  e    R  R  R R  R R( ν    )  e    R  R  R R  R R(ν    )                                                   ( 1 3) 409 

 R   sin θ 1  e    R  R  R R  R R( ν    )  e    R  R  R R  R R(ν    )                                                   ( 1  ) 410 

 R   R   (2 R )( R   ν R    R )                                                                                                                                             ( 1  ) 411 

On peut vérifier, en posant R(t,r) = r, que l’on obtient l’expression du tenseur de Ricci conduisant à la définition de la 412 

métrique de Schwarzschild. Maintenant, au lieu de poser : R(t,r) = r, nous posons:  (t, r)  ν(t, r). Ce choix est fait pour 413 

obtenir une extension, dans le domaine temporel, de la métrique de Schwarzschild écrite en coordonnées de la tortue. 414 

Nous ignorons la composante R  , qui est proportionnelle à R   , et multiplions chaque composante du tenseur par un 415 

terme approprié, pour obtenir un nouveau système de quatre équations : 416 

  ds  e  ( , )dt  e  ( , )dr   R(t, r)  (dθ  sin θdφ )                                                                                                               ( 1  ) 417 

     R R            2ν R  Rν   2R   Rν   2ν R                                                                                                                          ( 1  ) 418 

     R R            2ν R  Rν   2R   Rν   2ν R                                                                                                                         ( 1  ) 419 

   e   R          e   (R R  RR  )  (R  R  R R )                                                                                                                        ( 1 9) 420 

 (R 2 ) R        R   ν R  ν R                                                                                                                                                      ( 1 1 ) 421 

 Nous effectuons deux combinaisons des équations (A1.7) et (A1.8) : 422 

 ’opposé de la demi somme: équation (A1.7)/2 + équation (A1.8) /2, et ses conséquences: 423 

   2ν R  R   2ν R  R     e   ( 2ν R  R  )  e   ( 2ν R  2R  )    (R e   )  (R e   )                      424 

La demi différence: équation (A1.7)/2   équation (A1.8)/2 425 

  Rν   R   Rν   R                                                                                                                                                                                          426 

 De l équation ( 1 9)  e   (R R  RR  )  (R  R  R R )     (RR )  (RR )  e                                                                   427 

Introduisant une fonction arbitraire deux fois différentiable: F(t,r), nous obtenons le système final de quatre équations: 428 

 (R e    F )  (R e    F )                                                                                                                                                           ( 1 11)    429 

 (RR )  (RR )  e                                                                                                                                                                               ( 1 12) 430 

 R   R   Rν   Rν                                                                                                                                                                             ( 1 13) 431 

  R   ν R  ν R                                                                                                                                                                                   ( 1 1 ) 432 

2 Résolution des équations (A1.11) et (A1.14) 433 

 a fonction F étant arbitraire, nous pouvons faire éclater l’équation (A1.11) en posant les deux  équations (A2.1): 434 

 (R e    F )           (R e    F )                                                                                                                                                     ( 2 1) 435 

 R   F e      R    F e                                                                                                                                                                              ( 2 2) 436 

 R F  R F                                                                                                                                                                                                    ( 2 3) 437 

Calculons les dérivées des relations (A2.2) et remplaçons dans l’équation ( 1 1 ) R  et R  par leurs valeurs : 438 
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 R    F  e   2ν F e      R   F  e   2ν F e     ν F e   ν F e    F   F     ν F  ν F                                     439 

 F   F                                                                                                                                                                                                           ( 2  ) 440 

Posons: u = t+r ;  v = t r  FP(u) et FM(v) étant deux fonctions inconnues deux fois différentiables, nous obtenons :   441 

  F  F (u)   FM(v)   F  F    FM    F  F    FM        (F )  (F )   F  FM                                         ( 2  ) 442 

Réécrivons l’équation (A2.3) en coordonnées (u, v) au lieu de (t,r):  443 

 R F  R F       
  

  
 

 
  

  

  
 

 
 (F   FM )    

  

  
 

 
  

  

  
 

 
 (F   FM )     

  

  
 

 
F    

  

  
 

 
FM                  444 

  osons         1 (  F   )      M   1 (  FM  )  
 
  

  
 
 

      
 
  

  
 
 

                                                                                             ( 2  ) 445 

       M  1 ( F  FM )  1                                                                                                                                                                           446 

Réécrivons  l’équation (A2.6) en coordonnées (HP, HM)  au lieu de (u, v) : 447 

  
  

  
 

 
  

  

   
 

  
       

  

  
 

 
  

  

   
 

  
  M     

  

   
 

  
  

  

   
 

  
                                                                                  ( 2  ) 448 

La solution de l'équation (A2.7) est une fonction arbitraire du paramètre z défini ci-après:  449 

z=HP(u) HM(v)                                                                                                                                                                                               (A2.8) 450 

R=R(z)                                                                                                                                                                                                                  (A2.9) 451 

 z       M    z       M   z   z        (z )  (z )       M   1                                                      ( 2 1 )                                                                                                                                                                                       452 

 R  R(z)  R  R (     M )    R  R (     M )                                                                                                              ( 2 11) 453 

 Des relations ( 2 2)    e    R F    R        

         R        

 
 

      
 

      
 454 

 e            M  R     R                                                                                                                                                                    ( 2 12) 455 

3 Résolution de l’équation (A1.12) 456 

 (RR )  (RR )  e     (RR z )  (RR z )  R                                                                                                                     457 

 (RR ) z z  RR z   (RR ) z z  RR z    R         (RR ) (z z  z z )  RR (z   z  )   R                       458 

 (RR )    R             (RR )   R       RR  R   R   R  (1  R R )                                                         ( 3 1) 459 

 e          M R          M (1  R R )                                                                                                                                       ( 3 2) 460 

A la limite de la métrique statique, nous obtenons:      M  1 2 . 461 

 R   dR dz  (1  R R )  dz  dR (1  R R )                                                                                                                        ( 3 3) 462 

 z    (u)   M(v)  R  R  og  R R   1                                                                                                                                          ( 3  ) 463 

La relation (A3.4) permet de déterminer implicitement la fonction R(t,r) en tant que fonction des deux fonctions deux fois 464 

différentiables HP(u) et HM(v) 465 

Dans le cas de la métrique statique: HP(u)= (t+r)/2, HM(v) = (t r)/2   z = r.  La relation (A3.2) définit e  ( , ); la 466 

définition de la métrique non statique est terminée, mais nous devons vérifier l’équation (A1.13).  467 

4 Vérification de l’équation (A1.13): R   R   Rν   Rν      468 

 De la relation  ( 2 9)  R  R z   R  R z  R   R  z z  R z       R   R  z z  R z                                                (   1) 469 

 z   z           (z )  (z )  1     R   R   R  (z z  z z )  R (z   z  )   R   R    R                        (   2) 470 

 Des relations ( 2 13)  e            M R   2ν    og( R )   og (2   )   og (2 M )                                                (   3) 471 

 2ν  (R  R  )z  (        )  ( M   M  )  2ν   (R  R  ) z z  (R  R  )z   (        )  ( M   M  )               (    ) 472 

 2ν  (R  R  )z  (        )  ( M   M  )  2ν   (R  R  ) z z  (R  R  )z   (        )  ( M   M  )             (    ) 473 

 Rν   Rν    (R  R  ) (z z  z z ) R 2  (R  R  ) (z   z  )R 2   (R 2  ) (R  R  )                                                 (    ) 474 

 R   R   Rν   Rν    R     (R 2  ) (R  R  )     (1 2  ) 2R   (R R  R  )  R R  R                                   475 

                                                 (1 2  ) R  R R  R      (1 2  ) (RR ) R            (RR )  R  des relations( 3 1)    476 

 R   R   Rν   Rν                 C FD                                                                                                                                                                 477 

5 Synthèse de la métrique non statique 478 
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Soient u = t+r , v = t – r,  HP(u), HP(v) ( deux fonctions arbitraires deux fois différentiables), R0= 2G M / c2  479 

                                                      ds  e  ( , )dt  e  ( , )dr   R(t, r)  (dθ  sin θdφ )                                                                         480 

                                                              e           M (1  R R )                                                                                                          (   1) 481 

                                                         z     (u)   M(v)  R  R  og  R R    1                                                                                (   2) 482 

 La fonction R(t,r) est définie implicitement par la relation (A5.2). Les fonctions HP(u) et HM(v) doivent a priori 483 

être déduites des conditions aux limites (une à l’amont et l’autre à l’aval) ; il existe cependant une autre possibilité : 484 

l’existence d’une loi physique contraignant la valeur de R(t,r)    e domaine spatial de la métrique non statique est fini.  485 

Compte tenu de l’équation d’onde : z   z    , il est possible que  des ondes internes auto entretenues s’établissent dans 486 

l’espace fini   487 

Le scalaire de Kretschmann Kr, obtenu par contraction du tenseur de Riemann, est égal à : 488 

                                                                                   r             R(t, r)                                                                                           (   3)  489 
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 490 

 491 

Annexe B 492 

Intégrales premières des géodésiques 493 

 Soientt    1 pour les particules massives,     pour les particules sans masse , w  1 R  R   2         494 

 Soient    l
 énergie de la particule , h le moment cinétique de la particule  495 

1 Géodésiques  de la métrique non statique  496 

The nombres de Christoffel  different de zero sont les suivants :  497 

    
   11

  ν    1
   1 

  ν      
  e   RR      

  e   RR sin θ  498 

    
   11

  ν    1
   1 

  ν     22
   e   RR      

   e   RR sin θ 499 

   2
   2 

  R R     12
   21

  R R    33
   sin θ cos θ 500 

   3
   3 

  R R     13
   31

  R R     23
   32

  cotg θ 501 

   es géodésiques sont dé inies par l équation    
    

      ν
 dx 

  

dx 

  
   502 

σ  est le temps propre en mètres  ( σ = c τ ) où  τ est le temps propre pour une particule massive, et un paramètre affine 503 

pour une particule sans masse. Dans cette Annexe, les exposants σ, φ  représentent les dérivées par rapport aux 504 

paramètres σ, φ. Utilisant les nombres de Christoffel, nous obtenons les quatre équations des géodésiques : 505 

 t   ν (t )  2ν t r  ν (r )  e   RR (θ )  e   RR sin θ(φ )                                                                                 (B1 1) 506 

 r   ν (t )  2ν t r  ν (r )  e   RR (θ )  e   RR sin θ(φ )                                                                               (B1 2) 507 

 θ   2(R R )t θ  2(R R )r θ  sin θ cos θ (φ )                                                                                                                  (B1 3) 508 

 φ   2(R R )t φ  2(R R )r φ  2 cotg θ  θ φ                                                                                                                    (B1  ) 509 

Des transformations simples conduisent aux relations suivantes : 510 

 (R θ )  R sin θ cos θ (φ )                                                                                                                                                                (B1  ) 511 

 (R sin θ φ )    R sin θ φ  h                                                                                                                                                       (B1  ) 512 

Par suite de la symétrie du problème, la trajectoire est contenue dans un plan ; nous posons : θ  π 2  (le choix usuel). 513 

Nous obtenons ainsi les deux relations :  514 

                            θ  π 2                                                                                                                                                                                     (B1  ) 515 

                           R  φ  h                                                                                                                                                                                  (B1  ) 516 

De l’intervalle d’espace-temps: ds  e  dt  e  dr  R (dθ  sin θdφ ), nous dérivons l’intégrale première suivante: 517 

 e  (t )  e  (r )  (h R  )           (t )  (r )   e    (h R  )                                                                                (B1 9) 518 

Pour obtenir les deux dernières intégrales premières, nous procédons aux calculs suivants : 519 

Les équations (B1.1) and (B1.2) sont réécrites:   520 

 t   2νt(t )  2νrr t  νt (r )  (t )   e 2νRRt(h R  )                                                                                                                 (B1 1 ) 521 

 r   2νtt r  2νr(r )  νr (r )  (t )   e 2νRRr(h R  )                                                                                                               (B1 11) 522 

 e  t   2e  ν t  e     ν e   (h R  )     e  RR (h R  )      (e  t )  (e   2 ) e   (h R  )                          (B1 12) 523 

 e  r   2e  ν r  e      ν e   (h R  )     e  RR (h R  )      (e  r )  (e   2 ) e   (h R  )                          (B1 13) 524 

 e    (1  R R )       soit     (1  R R ) (h R  )      e   (h R  )               525 

     e   (h R  )                                                                                                                                                                                  (B1 1 ) 526 

 2(e  t )  e   (   )                                                                                                                                                                        (B1 1 a) 527 

 2 (e  r )  e   (   )                                                                                                                                                                      (B1 1 b) 528 

Multipliant l’équation (B1 15a) par  F , l’équation (B1 1 b) par F et additionnant, nous obtenons : 529 

  2F (e  t )  e   F (   )   2F  (e  r )  e   F (   )                                                                                           (B1 1 ) 530 
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 ( 2F e  t  2F e  r )  2e  (F ) t  2e  (F ) r  e   F (   )  e   F (   )                                                (B1 1 ) 531 

   R   F e      R  F e      dR   F e  dt   F e  dr    l équation (B1 1 ) devient      532 

 2R   2e  (F ) t  2e  (F ) r  e   F  (    )R  (    )    e   F  (    )R  (    )                          (B1 1 ) 533 

 2e  (F ) t  2e  (F ) r  2e  (F  t  F  r )t  2e  (F  t  F  r )r   2F   (h R  )          534 

 Des relations ( 2  )       (F )  (F )       2F F    2 F F             2F F   2F F   535 

 e   (    )(  F    F )  2e   e    (h R  )     (F F   F F  )F  (F F   F F  )F       2F   (h R  )     536 

 ’équation (B1 1 ) devient: 537 

 2R   2F   (h R  )        2F   (h R  )        2R        2R R     R                           (B1 19) 538 

  (R )         (R )    (  )
                                                                                                                                                 (B1 2 ) 539 

 (R )  (1  R R ) (h R  )     (  )
                                                                                                                                             (B1 21) 540 

Cette relation est identique à la relation de la métrique statique. Nous obtenons donc une relation de type Binet : 541 

 (R φ w σ )  (1  R w) (h w   )  (  )
                                                                                                                                    (B1 22) 542 

 De   R φ  h    h (w )  (1  R w) (h w   )  (  )
                                                                                                          (B1 23) 543 

 2 h w  w  w (2 h w  3 w  h R    R   )                                                                                                                              (B1 2 ) 544 

 w   w  3 w  R 2     R (2h )                                                                                                                                                    (B1 2 ) 545 

Nous calculons maintenant la dernière intégrale première: 546 

 Des équations (B1 1 )  2F (e  t )  e   F (   )      2F  (e  r )   e   F (   )                                          (B1 2 ) 547 

 (2F e  t )  2e  (F ) t  e   F (   )t  (2F e  r )   2e  (F ) r   e   F (   )r                                       (B1 2 ) 548 

  2e  (F t  F r )   2e   (F ) t  (F ) r   e   F (   )t   e   F (   )r                                                              (B1 2 ) 549 

 (F ) t  (F ) r  t (F  t  F  r )  r (F  t  F  r )  F  (t t  r r )  F  e    (h R  )                               (B1 29) 550 

 e   F (   )r  e   F (   )t  e   F  (    )R  (  2 )    e   F  (    )R  (  2 )      551 

                                                                           e   F  (    )F e   (  2 )    e   F   (    )F e   (  2 )              552 

 e   F (  2 )r  e   F (  2 )t   e   (  2 )(  F    F )   e   e   (h R  )    (  F    F )                         (B1 3 ) 553 

 Des relations ( 2  )       (F )  (F )       2F F   2F F             2F F   2F F                                                                                                    554 

 (  F    F )  2F (F F   F F  )  2F (F F   F F  )  2F                                                                                                       (B1 31) 555 

 e   F (  2 )r  e   F (  2 )t   2F   (h R  )                                                                                                                         (B1 32) 556 

 Des relations   (B1 2 ), (B1 29), (B1 32)   2e  (F t  F r )   2F   (h R  )     2F   (h R  )                                  557 

  2e  (F t  F r )     e  (F t  F r )                                                                                                                                    558 

  2e  (F t  F r )     e  (F t  F r )             est l énergie de la particule                     559 

        M (1  R R ) (F tφ  F rφ)  R   h                                                                                                                              560 

 z    (u)   M(v)    zφ      uφ   M vφ   Rφ (1  R R )            de la relation ( 3 3)                                             561 

 tφ(     M )  (     M )rφ  (R   h ) (1  R R )           tφ(      M )  rφ(      M )   Rφ (1  R R )  562 

 2   uφ   (R   h )  Rφ (1  R R )            2  M vφ   (R   h )  Rφ (1  R R )                             563 

 564 

2 Synthèse des intégrales premières: 565 

                                                                              θ  π 2                                                                                                                                   (B2 1) 566 

                                                                             R dφ dσ  h                                                                                                                        (B2 2) 567 

                                                          (R )  (1  R R )  (h R  )     (  )
                                                                                     (B2 3) 568 

                                                          w   w  3 w             h                                                                                            (B2  ) 569 

                                                                          e  (F t  F r )                                                                                                                 (B2  ) 570 

                                                        2   uφ   (R   h )  Rφ (1  R R )                                                                                          (B2  ) 571 

                                                        2 M vφ   (R   h )  Rφ (1  R R )                                                                                         (B2  ) 572 
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 φ
 

        (       ) (   φ )(       )

       (      )
                                                                                    (B2  ) 573 

                                                                
  

 φ
 

        (       ) (   φ )(       )

       (      )
                                                                                    (B2 9) 574 

Les relations  (B2.1), (B2.2), (B2.3), (B2.4) sont identiques aux relations correspondantes de la métrique statique. En 575 

conséquence, la fonction R(φ)  1 w(φ)  est strictement identique à la fonction correspondante de la métrique statique. 576 

Des différences apparaissent uniquement pour le calcul des coordonnées t,r et les valeurs de temps et distance réels.  577 

3 Géodésiques ellipsoïdales 578 

Considérons le cas d’une particule massive dont la fonction R(φ) décrit approximativement une ellipse qui pivote autour 579 

de son axe vertical. Calculons les valeurs de h et Er  Nous pouvons écrire, à partir de l’équation (B2 3), pour la valeur 580 

minimale R    de R, et pour sa valeur maximale R   : 581 

  (dR dσ )       (1  R u   )  h (u   )  1  (  )
            ( u    1 R    ) 582 

  (dR dσ )       (1  R u   )  h
 (u   )

  1  (  )
           ( u    1 R    ) 583 

 h (u   )  R h (u   )  R u    h (u   )
  R h (u   )

  R u    584 

 h (u    u   )  R h2 (u   )
  (u   )  u   u     R    585 

Considérons le cas d’un cercle de rayon R : (u    u    1 R   constante);  nous obtenons : 586 

 2 h R  3 R h2 R    R    h  1  3 R  (2R)   R R  2  h R    R  (2R)   1  3 R  (2R)    587 

 De l équation (  3), puique la fonction R est une constante  (1  R R ) (h R   1)  (  )
  588 

 (  )
  (1  R R )  

    (  )  

       (  )  
 1  (1  R R )  1  3 R  (2R)      589 

 
     

(  ) 
 

    (  )         (  )   

(      )        (  )   
 

    (  )  

(      )     
       

(      )
  

  

  
  

 

       
 

        

(      )
 

   

        
 590 

  soient     la vitesse radiale,    la vitesse orbitale  d une particule massive sur orbite circulaire R   591 

 
   

    
 (    )  

        (       ) (  dφ )(       )

(      )(       ) (  dφ )(       )
  592 

                                                               (  )  (R)  
  

  
 

 

  (R)  
dφ

  
 

 

 
  

  
 

 

 593 

 (  dT)    M     (1  R R ) dt     
  

 φ
 

        

(      )

(       )

          (  )  R        

  

(       ) 

(       ) 

  

        (      )
 594 

                                                                   (  )  
      

(      )

       

(       ) 
                                                                                                         (B3 1) 595 

                                                                            (    )  
       

                                                                                                                         (B3 2) 596 


