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MÉMOIRE SUR LES PROBABÏUTËS

3~not'rM de ~~f<t(<~<te royale ~e< Sciences de Paris, année !778; t~ttt.r.

1.

Je me propose df traiter dans ce Mémoire deux points importants
de l'analyse des hasards qui ne paraissent point avoir encore été suf-

fisamment approfondis le premier a pour objet la manière de cat-
cuter la probabilité des événements composés d'événements simples

dont on ignore les possibilités respectives; l'objet du second est
l'influence des événements passes sur la probabilité des événements
futurs, et la loi suivant laquelle, en se développant, ils nous font con-
naitre les causes qui les ont produits. Ces deux ohjets, qui ont beau-

coup d'analogie entre eux, tiennent à une métaphysique très délicate,

et la solution des problèmes qui leur sont relatifs exige des artifices

nouveaux d'analyse; ils forment une nouvelle branche de la théorie
des probabilités, dont l'usage est indispensable lorsqu'on veut appli-

quer cette théorie à la vie civile. Je donne, relativement au premier,

une méthode génératc pour déterminer la probabilité d'un événement
quelconque, lorsqu'on ne connait que la loi de possibilité des événe-

ments simples, et, dans le cas où cette loi est inconnue, je détermine
celle dont on doit faire usage. La considération du second objet me
conduit à partcr des naissances comme cette matière est une des
plus intéressantes auxquelles on puisse appliquer le Calcul des proba-
bilités, je fais en sorte de la traiter avec tout le soin du à son impor-

(') Remis )e tgjuiltet f~So.
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tance, en déterminant quelle est, dans ce cas, l'influence des évé-

nements observés sur ceux qui doivent avoir lieu, et comment, en se
multipliant, ils nous découvrent le véritable rapport des possibilités
des naissances d'un garçon et d'une (i)te. En généralisant ensuite ces
recherches, je parviens à une méthode pour déterminer, non seule-

ment les possibilités des événements simples, mais encore la proba-
hitité d'un événement futur quelconque, lorsque l'événement observé

est très composé, quelle que soit d'ailleurs sa nature. Je donne, à cette
occasion, la solution de quelques problèmes intéressants dans l'his-

toire naturelle de t'homme. tels que celui du plus ou moins de facilité
des naissances des garçons relativement à celles des filles dans diffé-

rents climats c'est ici surtout qu'il est nécessaired'avoir une méthode

rigoureuse pour distinguer, parmi les phénomènesobservés, ceux qui

peuvent dépendre du hasard, de ceux qui dépendent de causes parti-
culières, et pour déterminer avec quelle probabilité ces derniers indi-
quent t'cxistcncc de ces causes. La principale dHncutté que l'on ren-
contre dans ces recherches tient a l'intégration de certaines fonctions
différentielles qui ont pour facteurs des quantités étcvécs à de très
grandes puissances, et dont il faut avoir les intégrâtes approchées par
des suites convergentes j'ose me flatter que l'analyse dont je me suis
servi pour cet objet pourra mériter l'attention des géomètres. Enfin

je termine ce Mémoire par quelques réflexions dans lesquelles je pré-

sente ce que le Calcul des probabilités m'a paru fournir de lumières

sur le milieu que l'on doit choisir entre les résultats de plusieurs
observations.

H.

Dans t'anatvse des hasards, on se propose de connaitre les probabi-

lités des événements composés, suivant une loi quelconque, d'événe-

ments simplesdont les possibilités sont données; celtes-ci peuventêtre
déterminéesde ces trois manières t''a~<or! lorsque, par la nature
même des événements, on voit qu'ils sont possibles dans un rapport
donné; c'est ainsi que, au jeu de c/'ot~c et de pile, si la pièce que l'on



jette en l'air est homogène et que ses deux faces soient entièrement
semblables, onjugcrr~et/)<7~ également possibles; 2° o/M.~cr/f~.

en répétant un grand nombre de fois l'expérience qui peut amener
l'événement dont il s'agit, et en examinant combien de fois il est
arrive; 3° enfin, par la considération des motifs qui peuvent nous
déterminer à prononcer sur l'existence de cet événement; si, par
exemple, les adresses respectives des deux joueurs A et B sont incon-

nues, comme on n'a aucune raison de supposer A plus fort que B, on

en conclut que la probabilité de A pour gagner une partie est j. Le

premier de ces moyens donne la possibilité absolue des événements;
le second la fait connaitre à peu près, comme nous le ferons voir dans
la suite. et le troisième ne donne que leur possibilité relative à t'etat
de nos connaissances.

Chaque événement étant détermine en vertu des lois générâtes de

cet univers, il n'est probable que relativement à nous, et, par cette
raison, la distinction de sa possibilité absolue et de sa possibilité rota-

tive peut paraitrc imaginaire; mais on doit observer que, parmi les

circonstances qui concourent à la production des événements, il y en

a de variables à chaque instant, telles que le mouvement que la main

imprime aux dés, et c'est la réunion de ces circonstances que nous
nommons /~<7r~ il en est d'autres (lui sont constantes, telles que
t'habitcte des joueurs, la pente des dés à retomber sur une de leurs
faces plutôt qtle sur les autres, etc.; celles-ci forment ta~M~M</c

absulue acs événements, et leur connaissance plus ou moins étendue
forme teur~oM~c'rc/a~'c; seules, cttes ne sussent pas pour les
produire: il est de plus nécessaire qu'elles soient jointes aux circon-

stances variables dont j'ai parlé; elles ne font ainsi qu'augmenter la

probabilité des événements, sans déterminer nécessairement teu)'

existence.
Les recherches que l'on a faites jusqu'ici sur l'analyse des hasards

supposent la connaissance de la possibilité absolue des événements,
et, à l'exception de quelques remarques que j'ai données dans les
Tomes VI et VII des Mémoires des .Sat'an~ étrangers, je ne sache pas

Ot'«m-f de t. IX, ;t<)



que l'on ait considéré le cas où t'en n'a que leur possibilité relative.

Ce cas renferme un grand nombre de questions intéressantes, et la

plupart des problèmessur les jeux s'y rapportent; on peut donc croire

que si Ics géomètres n'y ont pas fait une attention particulière, cela

vient de ce qu'ils l'ont regardé comme susceptible des mêmes me*

thodes que celui où l'on connait la possibilité absolue des événe-

ments cependant la différence essentielle de ces possibilités ne peut
manquer d'influer sur les résultats du calcul, en sorte que l'on s'ex-
poserait souvent à des erreurs considérables en les employant de la

même manière c'est ce dont il est aisé de se convaincre par l'exemple
suivant.

Supposonsque deux joueurs A et B, dont les adresses respectives

sont inconnues, jouent à un jeu quelconque, et proposons-nous de

déterminer la probabilité que A gagnera les n premières parties.
S'il ne s'agissait que d'une seule partie, il est clair que, A ou B

devant nécessairement la gagner, ces deux événements sont égale-

ment probables, en sorte que la probabilité du premier est d'où, en
suivant la règle ordinaire de l'analyse des hasards, on conclut que la

probabilitéde A pour gagner les n premières parties est Cette con-

séquence serait exacte si la probabilité était (ondée sur une égalité
absolue entre les possibilités des deux événementsdont il s'agit; mais
il n'y a d'égalité que relativement à l'ignorance où nous sommes sur
les adresses de deux joueurs, et cette égalité n'empêche pas que l'un

ne puisse être plus fort que l'autre. Supposons conséquemmentque
représente la probabilité du joueur le plus fort pour gagner une

partie, et –I– cette du plus faible; en nommant P la probabilité que

A gagnera les n premières parties, on aura

suivant que A sera le plus fort ou le plus faible or, comme on n'a

aucune raison de le supposer plutôt l'un que l'autre, il est visible que,



pour avoir la véritable valeur de P, on doit prendre la moitié de la

somme des deux valeurs précédentes, ce qui donne

Cette valeur de P étant plus grande que -~) lorsque n est plus grand

que l'unité, on voit que l'inégalité qui peut exister entre les adresses
des deux joueurs favorise celui qui parie contre 2"– t que A ga-
gnera )cs n premières parties, pourvu que l'on ignore de quel côté se
trouve la plus grande adresse. Cette remarque, que j'ai déjà faite ail-
leurs, est, si je ne me trompe, très utile dans l'analyse des hasards,

non seulement en ce qu'elle montre la nécessité d'avoir égard à t'iné-
galité inconnue des adresses des joueurs, mais encore en ce que l'on

peut souvent déterminer si cette inégalité est favorable ou contraire
à celui qui parie d'après le Calcul ordinaire des probabilités.

Ilf.

Considérons encore deux joueurs A et B, chacun avec un nombre

donné de jetons, et jouant ensemble de manière que, à chaque coup,
celui qui perd donne un jeton à son adversaire; supposons que la

partie ne doive finir que lorsqu'il ne restera plus de jetons à l'un des

joueurs, et déterminons, dans ce cas, leurs probabilités respectives

pour gagner cette partie,
Pour cela, nommons généralementp l'adresse de A, i -) celle dp

B et la probabilité de A pour gagner la partie, lorsqu'il a x jetons;
il peut arriver au coup suivant qu'il gagne un jeton à B, et dans ce

cas sa probabilité se change en il peut arriver qu'il en donne un
à B, ce qui réduit sa probabilité a~ or la probabilité du premier



de ces deux événements cst~, et celle du second est i -p; on aura
donc l'équation aux différences finies

les deux racines de cette équation sont a = t et a = partant, si
P

C et C' représententdeux constantes arbitraires, l'expression complète

de~ sera

Pour déterminerces deux constantes, on observera i"qt)e, x étant
nul, on a y.c= o. et que. x étant cgd an nombre total des jetons de A

et de B, on a ~j = t soient ce nombre, w le nombre des jetons de A

au commencement de la partie, et par conséquent n w celui des

jetons de M, on aura

On aura-!a prohabitité y", de A pour gagner la partie, en changeant



dana cette expression x en w, ce qui donne

et, en changeant m en n /M, /? en p, et réciproquement, on aura
la probabilité de B pour gagner la partie, et l'on trouvera i –,t'~ pour
cette probabilité; c'est ce dont il est facile de s'assurer d'aitteurs en
considérant que, A ou B devant nécessairement gagner la partie, la

somme de leurs probabitites doit être egatc à l'unité.
Maintenant, si l'on suppose les adresses des deux joueurs égales, et,

par conséquent, ~=.~ l'expression précédente de ~.devient ce qui

ne fait rien connaitre; mais, en din'crentiant)cnumérateur et le déno-

minateur de cette expression par rapport a/~ on trouve que dans ce

cas~,= en sorte que les probabilités des deux joueurs A et B
IL

sont en raison du nombre de leurs jetons leurs mises respectives
doivent donc être dans le même rapport. Examinons présentement )e
changement que doit occasionner dans leur sort une inega!ité que)-

conque entre leurs adresses.

Soient la plus grande et ta plus petite on changera

successivement,dans l'expression de p en et on aura

ainsi deux valeurs qui auront lieu suivant que A sera le plus fort ou fc
plus faible la véritahtc expression dc~ sera donc égale à la moitié
de la somme de ces deux valeurs; d'ou l'on tire



Dans le cas de M==o, nous venons de voir que
~=~: en sorte

que, alors, lt

or, si l'on suppose m moindre que ~) il est clair que, a augmentant, la

fraction diminue, ainsi que te facteur() –a')"
on aura donc, dans la supposition de a plus grand que zéro,

d'où il suit que l'inégalité des adresses de A et de B est favorable à

celui des deux joueurs qui a le plus petit nombre de jetons.

x restant le même, si m et augmentent en conservant toujours le

même rapport, il est clair que

deviendra plus petit, et que l'on peut tellement faire croitre n et m.

que cette quantité soit plus petite qu'aucune grandeur donnée; donc.

si les deux joueurs conviennent de doubler, de trip)er, etc. leurs
jetons, leursort, qui, dans le cas où les adresses sont égales, n'en sera
point changé, deviendra très difTérent s'il y a une inégalité quel-

conque entre leurs adresses; la probabilité de celui qui a le plus petit
nombre de jetons augmentera de plus en plus, jusqu'au point de dif-

férer infiniment peu de et par conséquent de la probabilité de son
adversaire.



!V.

En général, si, dans un problème quelconque relatif aux deux

joueurs A et B, on représente par t'adresse du plus fort, et par

celle du plus faible, le sort P du joueur A supposé le plus fort

sera exprimé par une fonction de o!, qui, réduite en série, aura la

forme suivante

En changeant M en x, on aura, pour l'expression de P, dans le cas
où le joueur A est le plus faible,

On aura donc la véritable valeur de P en prenant la moitié de la somme
des deux séries précédentes, ce qui donne

Lorsque a est très petit, on peut s'en tenir aux deux premiers termes
de cette série, et l'on a sensiblement

on connaîtra donc alors, par le signe de a,, si P est plus grand ou
moindre que dans le cas où les adresses sont égales; il sera plus grand
si a, est positif, et moindre s'il est négatif.

De ce qu'il ne reste dans la valeur de P que des puissances paires
de x, il résulte que le cas de x = o indique toujours un maximum ou

un minimum pour cette valeur; mais il est possible qu'elle soit sus-
ceptible de plusieurs maxitna ou minima, et c'est ce qui aura lieu si
la dinerentiettc de P, prise par rapport à ce et égalée à zéro, donne

pour a une ou plusieurs valeurs positives, comprises entre les limites
dans lesquelles et peut être renfermé; dans ce cas, on cherchera si la

supposition de x == o donne le plus grand de tous ces maxima, ou le



plus petit do tous ces minima; si cela est, on pourra s'assurer que le

sort P de A est ou n'est pas plus avantageux que lorsque les adresses

sont égales; mais, si cela n'est pas, il sera impossihfc de prononcer
sur cet objet, à moins que de connaitrc la loi de possibilité df's

adresses respectives.

V.

Il est facile d'étendre les remarques précédentes h un nombre quel-

conque de joueurs; supposons, par exemple, <joueurs A, n, C, D.
et que t'en propose de déterminer la prohabitite P que tes r joueurs

A, H. G. gagneront les n premières parties. H est clair que, si leurs
adresses étaient ëgates, la prohabilité de chacun des joueurs pour
gagner une partie ou, ce qui revient au même, leur adresse respective

0serait en sorte que la probabitit.c cherctiec P serait ( ) j mais, s'il

existe une inégalité quelconque entre les adresses des joueurs, en
nommant la ptus grande. 'JL la deuxième dans t'ordrc de

grandcu)'. '1: la troisième, et ainsi de suite, on aura d'abord

-t- <X'-t- 9t'-t- 0,

puisque la somme de toutes ces adresses doit être égale a t'unitc.

Si l'on nomme ensuite ï, x', les din'erentcs sommes que t'en

peut former en ajoutant un nombre r des adresses prect'dentcs. on

aura autant de valeurs correspondantes de P. qui seront P =
p==y' P==~ le nombre de ces valeurs est égal à celui des

combinaisonsde i quantités, prises a r. et, par conséquent, égal à

i(i-i).(i-r-f-i) Il l "t'l 1 Il P d"<. a. 3. on aura donc la véritable valeur de P, en divisant

par ce nombre la somme des valeurs précédentes, ce qui donne

H est aisé de voir que chaque adresse se trouve répétée dans la somme



~-(-+~+~+. autant de fois que )'on peut combiner t– î quan-
tités r- t a r–t; d'où il suit que cette somme est indépendante de
ot,K',&ctega)caà

est la plus petite possible lorsque ~=~=. ce qui suppose
K=ct'=K"=o; donc la valeur de P est la plus petite lorsque
les adresses des joueurs sont égales, en sorte que l'inégalité de ces
adresses favorise celui qui parie que les n premières parties seront
ignées par les rjoueurs A, !€

tt est visible que l'on peut faire des remarques analogues sur tes

jeux dans lesquels on fait usage de polyèdres, tels que le jeu des dés;

car, avec quelque soin qu'on ait forme ces potyedrcs, il s'y rencontre
nécessairement entre leurs différentes faces des inégalités qui résul-

tent de t'hcterogeneite de la matii'rc qu'on emploie et des défauts ine-
vitables dans leur construction. En générât, ces remarques ont lieu

pour tous les événementsdont la possibilité est inconnue et peut va-
rier dans certaines limites; et, si dans la suite nous considérons par-
ticulièrement les événements du jeu entre plusieurs joueurs dont les

adresses sont inconnues, ce n'est que pour nous rendre plus clair, en
fixant les idées sur un objet déterminé.

Y!.

Il est infiniment peu probable que les adresses de deux joueurs A

et B soient parfaitement égaies; mais, en même temps que t'on ignore
de quel côté se trouve la plus grande ou la plus petite adresse, on
ignore également la quantité de leur différence; ainsi, tout ce que l'on

peut conclure de la théorie précédente, c'est que le sort de tel ou tel

cx<wM <~ IX. 50



joueur est plus favorable que suivant le Calcul ordinaire des probabi-

lités. sans que l'on soit en état d'assigner de combien il est augmenté.
Cependant, si l'on connaissait la limite et la loi de possibiHtt' des

valeurs de <, rien ne serait plus facile que de résoudre exactement ce
problème; car, si l'on nomme q cette limite et que l'on représente par
'~(~) la probabilité de x, on voit d'abord que, a devant néeessairctncnt
tomber entre o et q, la fonction '~(a:) doit être telle que l'on ait

t'intégrate étant prise depuis K=o jusqu'à &==< On multipliera
()one par </at'~(<) les prohabiHtés déterminées par ce qui précède, et,

en intégrant ces produits depuis a = o jusqu'à a = <y. on aura les pro-
babilités cherchées; on trouvera de cette manière, pour ta valeur de P

dans l'article 11,

Si, par exemple, '~(x) est égal a une constante l, en sorte que toutes
les valeurs de ? soient également possibles, l'équation /x '~(a) = t

(tonnera 1 = -*) et l'on aura
7

La quantité x est une fonction du rapport des adresses absolues des

deux joueurs; au lieu donc de supposer la loi de sa possibilité immé-

diatement connue, il est beaucoup plus naturel de la déduire de celle

qui représente la possibilité de l'adresse absolue d'un joueur quel-

conque. Pour cela, comparons les adresses de tous les joueurs à celle

d'un joueur unique, que nous prendrons pour unité d'adresse; et, en
représentant par t'abscisse x tous ces rapports, concevons, élevées

sur chaque point de l'abscisse, des ordonnéesy proportionnelles au
nombre supposé infini de tous les joueurs dont l'adresse est x nous

aurons ainsi une courbe renferméeentre tes limites A et h', h étant la

plus petite adresse et h' la plus grande; et il est visible que le rapport



de t'ordonnée~ à la somme de toutes les ordonnées, ou, ce qui revient

au même, à l'aire entière de la courbe, exprimera la probabilité que
l'adresse d'un joueur quelconque est x. Cela posé, pour en conclure
la loi de possibilité des valeurs de a, soit y = ~(~)' et nommons

a l'intégrale /r~(a?), prise depuis ;r= A jusqu'à .c== A'; soient.
lie plus, x l'adresse de celui des deux joueurs A et H qui est le plus
faible, et ;r + M celle du joueur le plus fort; on aura

Or la probabilité que l'adresse de l'un des joueurs étant x, celle <)c

)'autrc sera-r-t-M, est éga!c au double du produit des probabUitcs

de x et de x + M, et par conséquent égale à

pour la probabilité entière de x, l'intégrale étant prise depuis .c=/<

jusqu'à x = Quant à la limite q de a:, on observera que, h étantt

la plus petite adresse et h' la plus grande, on a

Lorsque la fonction ~(.c) est inconnue, il est impossible de con-
naitre exactement le sort des deux joueurs A et B, et l'on est réduit u

choisir les fonctions les plus vraisemblables. Nous nous occuperons



de cet objet dans la suite; mais auparavant nous allons exposer une
méthode genéra!e pour déterminer le sort respectif d'un nombre que!-

conque de joueurs, lorsqu'on ne connait touchant leurs adresses que
la loi de leur possibilité cette matière présente quelques dinicuttes
assez considérables d'analyse, dontfa solution est renfermée dans celle
du problème suivant.

Y!

PROttLÈME. Soient n quantités variables ~/)0~/('M ~-),
dont la somme soit s et dont la loi <~e possibilité soit c~<Me; o/)nyo~
de trouver Ici somme f/M/jrof/M;~ de chaque valeur ~e/?CM< recevoir <<?
/c«on donnée '~(~, < .) de ces variables, ~iM~t/)//ec/?ar la /o&f!-
bilitécorrespondanteà cette t'a~Hr.

~o/H/MM. Supposons, pour plus de generatite, que les fonctions
<jui expriment la possibilité des variables soient discon-
tinues, et représentons par !a plus petite vatcur de t; par ~(<) la

possibilité de t, depuis t = q jusqu'à t = y'; par '/(!) -)- ~(/) sa pos-
sihilité, depuis t = jusqu'à <==< par o"(<) ~(<) -)- ?(<) cette
possibititt', depuis <=~ jusqu'à ~==<y et ainsi de suite jusque

~=ac. Désignons ensuite les mêmes quantités rotatives auxvariabtes

par les mêmes tcHres. en écrivant au bas les nombres t.
2. en sorte que q" y,. <y, expriment les plus petites valeurs
de < /j, que ?,(/,) exprime la possibilité (le depuis <, = y,
jusqu'à <, = <y' et ainsi du reste; dans cette manière de représenter
les possibilités des variables, il est clair que la fonction ~(<) a lieu

depuis = q jusqu'à < = oc, que la fonction ~'(<) a lieu depuis t = q'
jusqu'à <=so, ainsi de suite. Pour reconnaitre les valeurs de/j. lorsque ces fonctions commencent à avoir lieu, nous multi-
plierons ~(<) par lq; ~'(<) par ?,(~,) par~ les exposants des

puissances de qui multiplient chaque fonction indiqueront alors ces
valeurs; il suffira ensuite de supposer /= i dans le dernier resuitat
du calcul c'est à ces artifices très simples que nous devons la facitite

avec laquelle nous allons résoudre le problème proposé.



L:) probabilité de la fonction '~(/. ~) est évidemment cgah'

au produit des probabiiitcs de en sorte que. si l'on sub-

stitue pour t sa vatcur que donne t'équation

On aura donc la somme de tous ces produits t° en muttiphant );~

quantité précédente par < et en t'intégrant pour toutes les v.deur."

dont~ ('stsusccptib)c; 2" en multipliant cette intcgr:))c parf/~ et en
t'intégrant pour toutes les valeurs dont/ est susceptible, et ainsi de

suite jusqu'à la dernière variable mais ces intégrations succes-
sives exigent quelquesattentions particu)i!'res.

Considérons un terme quelconque de la quantité (A), tel que

Un le multipliant par ~< il faut l'intégrer pour toutes les valeurs pos-
sihles (le or il est clair que la fonction ~(~ .) n'.t
lieu que lorsque < ou s est égal ou plus grand que y"

ta p)us~randevateurque/, puisserecc\oircstdonc~–y"j–/j–
De plus, ~'(~) n'ayant lieu que lorsque <, est egai ou plus gran()

que y' cette quantité est la plus petite valeur que puisse recevoir;
il faut donc prendre f'intégrate dont il s'agit depuis ~,=~ jusqu'à<,=t–y" ou, ce qui revient nu même, depuis

~= o jusqu'à ~'= y"
On trouvera de la même manière que, en multipliantcette nouveftc

intégrale par </< il faudra l'intégrerdepuis <, ~= o jusqu'à



Hn continuant d'opérerainsi, on arrivera à une fonction de

~-7"7'f'7'
dans taqucHe il ne restera aucune des variabtcs <, Cette
fonction doit être rejetée si s est négatif; car il est
visible que, dans ce cas, le système de fonctions ~(<), ?'<)).
o'j' (/), ne peut être employé; en effet, les plus petites valeurs de

étant, par la nature de ces fonctions, égales y'
la plus grande valeur que t puisse recevoir est s ?,
partant. la plus grande vateurde<est~–y'

·
Or la fonction '?'"(~) ne peut être employée que lorsque < est
positif.

Au lieu de rejeter la fonction dont il s'agit, il est égal de supposer
alors dans tous les termes de cette fonction y–y" y, con.
stamment égal à zéro; car, en ne considérant, par exemple, que les

trois variables <, < la dernière intégrale relative a~, devant être
prise depuis ~= n jusqu'à<<y,=~
il est visible que cette intégrale sera nulle toutes les fois que l'on

supposera ~)-=o.
)) résulte de ce que nous venons de dire une méthode très simple

pour résoudre le problème proposé.

Que l'on substitue ï° au lieu de <, + M dans <~(<), y' + « dans
?'(t), ?"+ u dans ~"(<). a" au lieu de < y, + M, dans <?.(<,),

y, + M, dans (t.), 3° au lieu de <“ + M, dans <pt(<,). et
ninsi de suite, les quantités

~<p(<)+~?'(~)+.
~<?(<,)+~.?',(<,)+..)

qui représentent les probabilités de se changeront la pre-



mière, dans une fonction de il; la seconde, dans une fonction def< Nous désignerons ces fonctions par n(u), M, (M,), ÏI~(<~),
Que l'on change ensuite, dans '~(/ .). t en /:+~, pn

~+M,, on aura une fonction de K, M,, que nous repré-

senterons par F(M, u" ~); cela posé, on prendra t'intégrntc

~Utt~ft.–M, '<“ .)!t(~–Mj–t< .)n,(«,)n,(t<,).
depuis M, =o jusqu'à «,==~– M. M,–

On muttiptiera cette première intégratc par du" et on t'intégrera
depuis M, = o jusqu'à u, = s M, on multipliera cette seconde

intégratc par~u,, et on l'intégreradepuisM, ==ojusqu'à M,=~
Hn continuant ainsi, on arrivera à une fonction de s seule, que nous
désignerons par 'I(~), et cette fonction sera la somme demandée d''

toutes les valeurs de ~(~, <~), multipliées par leurs probabititcs
respectives; mais, pour cela, il faut avoir soin de changer, dans un

terme quelconque multiplié par en y' en t'n
'y~, de diminuer s de l'exposant de et, par conséquent, d'écrire.

au lieu de s, s <y! y' de faire cette dernière quantité

égale à zéro toutes les fuis qu'elle sera négative; enfin, de supposer
/=!.

Si l"(u, u,, N~, .), n(!<), n,(u,), n,(Mj), sont des fonctions

rationnelles et entières des variables «, M,, «,, d'exponcnticttes.

de sinus et de cosinus, toutes ces intégrations successives seront pos-
sihtes, parce qu'il est dans la nature de ces quantités de ne reproduir''

par les intégrations que des quantités du même genre; dans les autres

cas, ces intégrations pourront n'être pas possibles, mais la méthode

précédente réduit alors le problèmeaux quadratures des courbes.

YtH.

Le cas de fonctions rationnelles et entières otTre quelques simpli-
tteations qu'il n'est pas inutile d'exposer. Pour cela, soitM~M'J.
un produit quelconque des variables M, u" si, après y avoir1-



substitue pour Msa\atcur~–«, f~– on le muttiphe parf/M,, il

''st facile <!c s'assurer que l'intégrée

<;n )nu)ti{))iant cette intégrale par et en l'intégrant depuis M, = o
jusqu'à <~ = M., on aura pareillement

''t que l'on désigne par !Iu'f< un terme quetcon~uc (te

r(«, <«“),),
la partie correspondante de ~~) sera

pourvu que, dans le développementde cette quantité, au tien d'une

puissance quelconque c de s, on écrive
On aura ensuite la partie correspondante de la somme entière des

valeurs de ~(<,< ~), muttiptieespar leurs probabitités respectives.



en changeant un terme quelconque, te! que H~ en H~(t j~)", et

en substituant dans H, au lieu de la partie de t'exposant qui est
relative a<; au lieu dc~, la partie relative a/, et ainsi du reste.

Si, dans la formule (B), on suppose H = i et o = /= i' = /"=.
on aura la somme des valeurs de l'unité, multipliées par leurs proha-
bilités respectives or il est visible que cette somme, n'étant autre
chose que la somme de toutes les combinaisonsdans lesquelles t'equa-
tion

a lieu, multipliées par tcurs probabilités, exprime conséquemment la

possihititcde cette équation elle-même. Si, dans les hypothèses précé-
dentes, on suppose de plus que la loi de possibititu est la même pour
les r premières variables<,<< et que pour les /t–rderntfrcs
elle soit encore la même, mais autre que pour les prcmicrcs, on aura

cette formule servira à déterminer la probabilité que la somme des

erreurs d'un nombre quelconqued'observations dont la loi de facilite

est connue sera comprise dans des limites données, ce qui peut être
utile dans plusieurs circonstances,et particulièrement lorsqu'il s'agit
de prévoir le résultat d'un nombre quelconqued'observations.Comme

ce problème est d'ailleurs le plus simple auquel on puisse appliquer la

méthode précédente, il est très propre à l'éclaircir, et, dans cette vue,
nous allons considérer les exemples suivants.
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!X.

Supposons t observations dont les erreurs puissent s'cfpn'tre-
depuis –A jusqu'à +~ et que, en nommant t'erreur de la pre-
mière, sa facilité soit exprimée par a + As -t- c~ supposons ensuite

que cette facilité soit ta même pour les erreurs des

autres observations, et cherchons la probabilité que la somme des

erreurs de ces observations sera comprise entre les limites p et p -r- e.
Si l'on fait

il est clair que t, <“ seront positifs et pourront s'étendredepuis

zéro jusqu'à h -+- g; de plus, on aura

Donc, la plus grande vateur de la somme s + +. étant, pat'
la supposition, égale à p -<- e, et la plus petite étant égale à la plus
grande valeur de <+ -i- sera (Il t)/< -t-~ + e, et la plus
petite sera (~ t)/< -t-y; en faisant ainsi

sera toujours positif et pourra s'étendre depuis zéro jusqu'à e.
Cela posé, si t'en applique à ce cas les formutes des deux articles pré-
cédents, on aura

d'ailleurs, la loi de facilité de t'errcur s t'tant a-r- &: -t-c~ on en
conclura la loi de facilité de t, en changeant en A; soitt

pour cette facilité ce sera donc la fonction !?(<); mais, comme, depuis

t = h jusqu'à < = se, la facilité des valeurs de est nulle par )'hy-



en changeant, dans cette quantité, u successivement en M,, M~
M,

Quant à la variable < on observera que la possibilité de t'cqua-
tion

étant, quel que soit [A, égale au produit des possibilités de s,
la possibiHtc de t'equation

sera égale au produit des possibitités de < < mais cette
même possibilité est évidemmentégale au produit des possibilités de<< La loi de possibilité de < est donc constante et ega)e

a l'unité, et, commecette variable ne doit s'étendre que depuis = o
jusqu'à< = e, on aura



la formule (C) de l'article précèdent se changera consequemmontdans
ccOc-cii

on <'n conchtra la prohabilité cherchée en y changeant un terme quel-

confjuc tct que )~ en
't

ce qui donne, pour cette probabi-

lité, l'expression suivante

en observant de rejeter Ics termes multipliés par (s ~.)' dans les-



qucts jj. est plus grand que s. On peut, au moyen de cette formule,

résoudre un problème que je me suis proposé aiileurs, sur les incli-

naisons des orbites des comètes; en supposant toutes les inclinaisons

a t'éctiptiquo également possibles, il s'agissait de déterminer la prn-
ha))i)ite que l'inclinaison moyenne des orbites de t conctes sera
comprise dans les limites 0 et 0' ou, ce qui revient au même, que la

somme de leurs inclinaisons sera comprise dans les limites (n !)0

et (n t)0'. En nommant t, /a. < ces inctinaisons, comme
elles peuvent s'étendre depuis zéro jusqu'à ()o°, on aura

?: exprimantle rapport de la demi-circonfercnccau rayon; de plus, leur
possibilitédans cet intervaHn ctantconstantc, la fonction a'-t- &'< -)- c~

se réduit à la constante n', d'où il est aise de conclure

(!=<=a"'=a<"=. o=~&=. o=c"'=c'"=.
D'ailleurs, la valeur de < étant nécessairement comprise dans les

limites o et ~< /~a'~ = t, t'integrate étant prise pour toute l'étendue

de ces limites, d'où l'on tire a'= la formule précédente donnera
r,

ainsi pour la probabilité demandée

où l'on doit observer que t ==(/ t)*)' et c (/: t)(~– *)).

X.

s,, s,, représentant toujours les erreurs de n observa-
tions, supposons que la loi de facilité, tant de l'erreur positive s que



de l'erreur négative soit .s, et que h et soient les limites
de cette erreur; supposons, de plus, que cette loi soit la même pour les

erreurs ~a des autres observations, et que l'on cherche la

probabilité que la somme des erreurs sera comprise dans les limitesp
et p -i-- e.

Si l'on fait s == < A. :,=< il est clair que te,
seront toujours positifs et pourront s'étendre depuis zéro jusqu'à 2~;
la loi de facilité de depuis t = o jusqu'à < = h, sera exprimée par
cette même loi, depuis = jusqu'à 1 = 2~, sera 2~ elle sera
nulle depuis= 2~ jusqu'à = ac. On aura ainsi dans ce cas

La fonction que nous avons désignée par n(M) dans l'article V11 sera
donc M(t ~)\ et l'on aura les fonctions

en y changeant M successivementen M,, M~ M~-a.
Présentement, on a

donc la somme des erreurs .s, s, devant, par l'hypothèse, être ren-
fermée dans les limites~ et/) -+- e, la somme des valeurs de l,

sera comprise dans les limites (~ t)/; +~ + c et (n !)~ -)-y, en
sorte que, si l'on fait

pourra s'étendre depuis zéro jusqu'à e, et l'on prouvera, comme



dans l'exemple précèdent, que sa facilité doit être supposée constante
et égale à l'unité dansent intcrvattc.ctqu'ctte doit être supposéenuttf
depuis = e jusqu'à = oc; d'ou l'on conclura, comme dans Cf

même exemple,
n t<-

et l'on aura la probabitité cherchée en changeant dans le développe-

ment de cette quantité un terme quelconque te) que en
TL .t~–< d l, d b b'l'ce qui donne pour f'cxpression de cette probabilité

en ayant soin de rejeter les termes multipliés par (s jJL)' lorsque

s m. est négatif.

Je dois observer ici que M. de la Grange a déjà résolu le problème

où l'un se propose de trouver la probabilité que la somme des erreurs
de plusieurs observations sera comprise dans des limites données,
lorsque la loi de facilité de ces erreurs est exprimée par une fonction
rationnelle et entière de ces erreurs, d'exponentielles, de sinus et de

cosinus (voir le Tome V des Mémoires de Turin, p. 22)); sa méthode

est très ingénieuse et digne de son illustre auteur; mais la précé-
dente a. si je ne me trompe, l'avantage d'être plus directe .et plus
générale, en ce qu'elle réduit la solution du problème aux quadra-

tures des courbes, quelle que soit la loi de facilité des erreurs des

observations.



Xt.

Voyons maintenant i'usagc que l'on peut faire de )a théorie précé-
dente dans la solution des problèmes relatifs a un nombre n t de

joueurs dont on ne connait que la possibilitédes adresses. Soient

<). les adresses absolues des joueurs;
les plus petites valeurs de t, <

h', A' leurs plus grandes valeurs;

si l'on fait ·
JI fi f'

la loi de sa possibilité doit être supposée constante et egatc h l'unité
dans cet intervalle, et nulle au dc)a jusqu'à ~-)=3c; de plus, il est
clair que les adresses respectives des joueurs seront

On cherchera donc, par les méthodes connues de l'analyse des hasards,
la solution du problème proposé, en partant de ces adresses respec-
tives, et l'on arrivera à un résultat qui sera une fonction de

En y substituant, au lieu de s, sa valeur, cette fonction sera celle que
nous avons désignée par ~(~, < .) dans le problème de l'ar-
ticle VH il ne s'agira plus ensuite que do chercher par la méthode

de ce problème la somme de toutes les valeurs dont cette fonction est
susceptible, multipliées par leurs probabilités, et cette somme sera te

résultat demandé il ne reste plus, comme on voit, dans ce genre de



problèmes, que les ditHcuttes inévitables de t'anatysc. dintcuttes qui
deviennent beaucoup moindres si l'on suppose que ta toi de possibi-
lité des adresses est la même pour tous !<s joueurs.

XI1.

Cette loi ne peut être connue que par une lungue suite d'observa-
tions, et le plus souvent les circonstances ne permettent pas (te tes

faire; on ne peut suppléer a cette ignorance que par 1e choix des fonc-
tions les plus vraisemblables; l'analyse des hasards, qui n'est en ette-

meme que l'art d'apprécier les vraisemblances,doit donc nous guider
dans ce choix examinons ce qu'ette peut nous fournir de tumicre

sur cet objet.
Nous observeronsd'abord que, s'il est difficile de connaitre par l'ob-

servation la loi de facilité des adresses des joueurs, il est beaucoup

plus aisé d'en connaitre les limites; car supposons que t'en ait observe

la plus grande inégalité de ces adresses, et que l'on ait trouve que te

rapport de t'adresse du joueur le plus fort au joueur te plus faible

est en nommant ta ptus petite adresse (les joueurs et h' la ptus

grande, on aura
n

A

or.~)'onnommft)'adr('ssptnoyc)uu'('t;t')'uxccs de/<'sm'cette
adresse, on aura

Il

Maintenant, la loi de possibilité des adresses étant nulle au dctadcs

0~<wf<f/)X. 5'



limites h et h', il est très vraisemblable quitte va en croissant depuis

ces limites jusqu'au milieu de l'intervalle qui les sépare et qu'elle est
la même de chaque côté de ce milieu. Voilà donc une condition à

laquelle on doit assujettir la fonction dont on fera choix; mais cette
fonction reste encore très indéterminée, et, comme, parmi celles quii

peuvent satisfaire à la condition précédente, on n'a aucune raison

d'en préférerune, il faut prendre une fonction moyenne entre toutes
ces fonctions )a question est ainsi réduite à déterminer cette fonc-
tion moyenne.

Pour cela, soient 2a l'intervalle compris entre les deux limites et .r la

distance du milieu de cet intervalle à un point quelconque pris de l'un

ou de l'autre côté de ce milieu; si l'on élève à ce point une ordonnéey,
qui représente la probabilité de .c. on aura une courbe renfermée entre
les deux limites, et, la valeur de x devant nécessairement tomber dans

cet intervalle, la surface de cette courbe sera égale à l'unité, en sorte

que, depuis le milieu jusqu'à l'une des limites, cette surface sera on
peut donc concevoir cette quantité partagée dans un nombre infini
de parties égales distribuées au-dessus des différents points de l'inter-
vatte M; par la condition du problème, cette répartition doit étre telle

qu'it y ait (('autant moins de ces parties au-dessus de chaque point
qu'ii s'éloigne davantage du milieu; toutes les combinaisons dans les-

quelles cela existe sont égalementadmissibles, et l'on aura l'ordonnée

moyenne qui en résulte pour t'abscissc x, en prenant la somme de

toutes les ordonnées~ relatives a chaque combinaison et en la divi-

sant par le nombre de ces combinaisuns.

Supposons d'abord )c nombre des points de l'intervalle a fini et
rgat a /<. et nommons te nombre infini de parties qu'il faut distri-
buer au-dessus de ces points, en observant la condition précédente;
soient, de plus, t'ordonnée relative au H" point; t'ordon-
née rotative au (n t)" point;+ s, -t- t'ordonnée relative au(~)" point, et ainsi de suite, en sorte que l'ordonnée rela-
tive au premier point ou au point du milieu de l'intervalle 20 soit

s -i- + :< il est visible que J,, =“ seront nf'



tes variables t, < pourront s'étendre depuis zéro jusqu'au. et
t'ordonnée relative au point sera

i. -f-·Il /t–tI M–~+.

-t-

H faut cnnséquemmentdéterminer la somme de toutes les variations

que peut recevoir cette quantité et la diviser par le nombre de ces
variations or il est visible que ce problème rentre dans celui de l'ar-
ticle VH; que la quantité que nous y avons nommée ~(f, <<)
est ifi

i

que les quantités q et q' sont ici o et s, et que la loi de facilité des

variations de < doit être supposée égale à une constante A et la ménn'

que pour t2, On aura donc, dans le cas présent.

mais, cotnmc il faut distinguer les (imites o et~. qui appartiennent aux
\'ariah)es t, < afin d'assigner a !ps valeurs qui
leur conviennent, nous représenterons par c. p", c ces
timitcs. Cela posé, la formule (B) de i'articL' VH! donnera pour 'f(~)



H faut ensuite, dans le dcyeinppement de cette quantité, substituer
pour k la partie (!c i'cxposant de /f{ui dépend de c' et de s'; pour~ la

partie de cet exposant qui dépend de c° et de etc.; diminuer s de

t'exposant entier de et rejeter ce terme toutes les fois que cet expo-
sant, ainsi diminue, sera négatif; en<)n supposer

en divisant cette quantité par le nombre de toutes les combinaisons,

qui ne peut être une fonction de n, on aura, pour t'ordonnée moyenne
correspondanteaur" point,

NetanUoncttondeM.
Supposons maintenant que les nombres « et r deviennent intinis,

(jne )e r" point réponde a t'abscissc et te /< point a )'ai)scissc n.
"n nura, comme l'on sait,

donc t'ordonnée moyenne~ qui répond :) t'abscissc~nstNtog~; on

<)ctcrminera en observant que l'on doit avoir /N~rto~ = ~t

t'intcgrate étant prise depuis ;r ~= o jus({u':< .r r- ce qui donne

)i faut observer que cette équation doit ctrc supposer la même.-estant
positif ou négatif, ce qui revient a supposer ici les logarithmes (tes



quantités positives égaux aux logarithmes des quantités négatives,

c'est-.à-dire tog~ = log(- ;j.).

X)tt.

Telle est l'équation dont il faut faire usage lorsqu'on n'a, relative-

ment à la possibilité des valeurs de x, d'autres données, si ce n'est

qu'ette est d'autant moindre que ces vutcurs sont plus grandes or
c'est ce qui a lieu dans un grand nombre de circonstances. Suppo-

sons, par exemple, qu'il s'agisse du véritabte instant d'un phénomène
observé par plusieurs observateurs; chacun d'eux peut aisément fixer
la plus grande erreur dont son observation est susceptible, soit en

soit en moins, en prenant pour cette limite la moitié du plus

grand intervattc qu'il peut supposer entre deux observations semhla-
hIes, sans Ics rejeter comme mauvaises; cet intervalle est ce que nous
avons nommé 20; il dépend de l'adresse de l'observateur, de la bonté

de ses instruments et de la précision dont l'ohservation dont il s'agit
estsusceptibtc, et il doit être supposé te mctne pour tous les observa-

teurs, si l'on n'a aucune raison de préférer, sous ce point de vue, une
observation à une autre. Maintenant. il est nature) de penser que tes

mêmes erreurs, en plus et en moins, sont égalementprobabtcs et que
leur facilité est d'autant moindre qu'cHcs sont plus grandes; si l'on
n'a aucune autre donnée, retativcment a teur facilité, on retombe évi-

demment dans le cas du prohteme précédent il faut donc supposer
alors la possibilité, tant de l'erreur positive x, que de l'erreur néga-

tive x, égatc u –!og-; et c'est cette loi de possibilité dont il faut2a .E
partir, dans la recherche du milieu que l'on doit choisir entre les
résuttats de plusieurs observations.

Lorsqu'il s'agit des adresses des joueurs, on a (art. XH) 2~<<;
l'adresse d'un joueur quelconque est égatc a i~.r: la possibitité
de depuis jusqu'à

--=
sera donc représentée par

/<' /</<



pourvu que l'on fasse les logarithmes des quantités négatives égaux

aux logarithmes des quantités positives. Rn appliquant à ce cas les
tbrmutcs de l'article VH, on aura

on doit supposer d'ailleurs cette loi de possibilité la même pour les

adresses de tous les joueurs on aura ainsi toutes les données néces-

saires à la solution des problèmes que l'on peut se proposer relati-

vement à un nombre quelconque de joueurs; et, en appliquant à ces
donnéf's l'analyse de l'article V! on parviendra au seul résultat qui

convienne à l'état d'ignorance où nous nous supposons relativement a

la facilité des adresses des joueurs.

X!V.

La théorie précédente suppose que l'on n'a aucune raison d'attri-
buer à l'un des joueurs plus d'adresse qu'aux autres, ce qui est vrai

lorsque le jeu commence; mais, à mesure que les parties se succèdent

et que les événements du jeu se multiplient, on acquiert de nouvettcs

tumierps sur leurs forces respectives, en sorte qu'elles seraient exac-
tement connues si le nombre des parties était infini, comme nous te

démontrerons dans la suite les adresses des joueurs et, plus généra-

lement, les différentes causes des événements sont ainsi liées à leur
existence par des lois qu'il est très important de bien connaitre. et,

sous ce point de vue, un ne peut douter qu<; les événements passés

n'influent sur la probabilité des événements futurs. Examinons cette
influence et la manière dont on doit en tenir compte.

Pour cela, nommons E t'événement déjà passé; e l'événement futur
dont on propose de calculer la probabilité P; E+<? un événement
composé de t'événement Ë arrivant le premier et de l'événement p



arrivant ensuite. Si l'on détermine par la théorie précédente et sans
avoir égard aux événements passés la probabilité de t'événement E <*t

celle de )'événetnentR -(- e; que l'on nomme V )a première de ces pro-
bahitités et v la seconde, il est clair que cette dernière prohabitité v

sera égale à la probabilité de l'événementE, multipliée par la proba-
bi)ité cherchée P, que, E ayant déjà eu lieu, l'événemente lui succé-
dera on aura ainsi PV=- c. ce qui donne

La méthode précédentes'applique donc également au cas où l'on a cgard

aux événementspassés, et il n'en résulte qu'un calcul plus composé.
Lorsque la possibilité des événements est connue a priori et par la

nature même des causes qui les produisent, comme la possibititc
d'amener une face donnée d'un dé dont la matière est homogène et
dont les faces sont parfaitementégales, la probabilité f de l'événement
E + e se détermine en calculant séparément les probabilités de E <-t

de e, et en les multipliant l'une par l'autre, en sorte que la valeur de P

est égale à la probabilité de e. Il suit de ta que les événements passés
n'ont alors aucune influence sur la prohabilité des événements futurs:

on peut s'en assurer d'ailleurs, en observant que, qucts que soient tt's

événements déjà arrivés, leur possihitité absolue reste toujours la

mt'mc, ce qui rend la considération du passé entièrement inutile
lorsque cette possibilité est exactement connue; mais il n'en t'st pas
ainsi quand ctte ne t'est pas; car il est visible que les événements
passés doivent rendre plus ou moins probables les différentes valeurs
qu'on peut lui supposer, suivant qu'ettes leur sont plus ou moins favo-

rabtes. Cette remarque nous conduit naturellement à déterminer la

probabitité des causes prise des événements.

XV.

Supposons qu'un événement donné ne puisse être produit que par
les /< causes A, A', A' soient x la probabitité qui en résulte



pour l'existence de A; ;r' celle de l'existence de A'; .r" cette de l'exis-

tence de A", etc. Si l'on nomme a, a', a", les probabilités que les

causes A, A', A", étant supposéesexister, produirontt'événcmcnt
dont il s'agit, il est clair que la probabilité d'un second événement
semblable au premier sera c~atc au produit de a par la probabititc ;r
de la cause A, plus au produit de a' par la probabilité ;r'de la cause A',

plus etc.; (fou il suit que l'on aura

<i- <7')-+-f!r"

pour cette probabilité; on trouvera, de la même manière,

~.c+<{"j-t-n'c''+.

pour la probabilité de deux événements consécutifs semblables au
premier;

<r + <c'+<r'+

pour la probabilité de trois événements consécutifs semblables, et
ainsi de suite. On aura, par l'article précèdent, ces mêmes prohabi-

lités, en cherchant a priori les probabilités de deux, de trois, de

cluatre, etc. événements consécutifs, et en les divisant par la probabi-
lité du premier; or la probabilité d'un premier événementest a ou a',

nu < etc. suivant que la cause A ou la cause A', ou etc. existe; ce qui

donne

ff! +M'+ f!'+.)
/t

pour cette probabitité. Pareillement, les probabilités de deux, de

trois, etc. événements semblables sont

donc les probabilités qu'un premier événement ayant déjà cu )icu. il

sera suivi d'un ou de deux, etc. événements scmb~hfes, sont



Ht) ('gâtant ces probahitites aux précédentes, on aura

on formera équations semblables, et, en les combinant avf'
t'cquation

.t-.e'+ .T"-t-=<,

qui résulte de la supposition que l'événement ne peut être produit que
par les n causes A, A', A", on aura en tout n équations du premier
degré, qui serviront à déterminer x, x', a' or il est visible qof
l'on satisfera en faisant

d'ou il suit que, pour avoir la probahttite de t'existcnce d'une cause
quelconque A'~ résultante d'un événement donnf' il faut déterminer
la prohabititea~ que cette cause ayant lieu produira cet é\t'npment.
et diviser cette probabilité par la somme des probabilités scmbtabh's

a', rï" relatives h toutes les causes qui peuvent le produire.

XVt.

Pour appliquer cette tht'orin et. pou)' taire sentir par un excmph'
fort simple l'influence des f'-vcncfnt'nts passes sur la probabifih'' (if

ceux qui suivent, considérons deux joueurs A et B dont les adresses
soient inconnues; il est infiniment peu vra!scm!))ahicqu'cHes seront

parfaitement égales. Soient donc la plus grande et la plus

petite; si l'on cherche la probabi)ité P que A gagnera les deux pr<o~)x. 53



tnii'res parties, on aura. part'articie H,

p-L-L~,

eu sorte qu'il y ade t'avantage a parier!contre 3 que cela aura fieu;
mais, si l'on cherche la pro))a))iiite (}ue B ayant ()eja gagne la prcntii're
partie, A gagnera les deux suivantes, il est visifdc que !;< va)eur pre-
''t'<)<'nt('()cP('sttropC(H)si()o'a)))o.puis(ju'i)yau))('raisnn(!ect'f)ir''
<}uc)'a()rcssc dct} est !ap)usgrandt'.)':ncnfct,si i'onconsitK're chaque
attrcssc comme une cau~c particu)it'rc de t'cvcncnu'nt, )aprohahitit<

que l'aclrcsse 1 il c~t I"~( scra, par'1 précéclc·nt, égalcu laque t'adresse de B est sera, par fartide précèdent, égale a taa
proba))i)itc que B ayant cette adresse ~a~ncra (a prcnih're partit'.
divisée paria somme des probahitites qu'it ta gagnera en avant suc-
cessivement tes adresses et. d'où t'en tire nourcette

M 3 aprobabiiitc.
Pour déterminer, dans ce cas, la valeur de P. on observera que

h'venetncnt que nous avons nomme E dans l'article X!V est ici )<'

Hain de la première partie par I!, et que t'evencmcnt c est le gain des
deux parties suivantes par A; la prohahitite Y de t'evenement K est
donc ou suivant que la p)us grande ou ta plus petite

adresse appartient a B, ce qui donne, en prenant la moitié de )a

somme de ces deux vaieurs. V=~; pareillement, la probabititf t
de )\'venement H+c ci.t cgate a -('L~y ou a .(~V,de I,enement E + e e~t

° a
2 a Oll a

a
partant

il y a donc du désavantage a parier contre 3 que A gagnera les deux
parties suivantes, en sorte que )'inega)itc des adresses qui. dans le

premier cas, favorise celui qui parie conformément au Calcul ordi.
naire des probabilités, lui est défavorable dans celui-ci.



On trouvera d'; la même manicf'L' que, M ayant <icja ~ag)h' la prc-
micrc partie, la probattititc P que A gagnera les suivantes est

ur. toutes les fois que n surpassern 3, cette quantité sera plus grande

que la probahiHte que donne la supposition des adresses egatcs:

d'o)ti!resu)teq)ie,danscecas,quoiqu'i)soi(prohab)equcAest
le joueur le p)us faible, cependant la probabilité qu'il gagnera )cs

parties suiv.mtcs est p)us grande que si t'on supposait A et H d''

tb)'ccsc~a)cs.

xvn.

Lorsqu'on n'a aucune donncc a /)r/~ sur la possibititc d'un <;vt'-

ucmcnt. il faut supposer toutes les possihi)itcs, depuis Xt''ro jt)s<)u':)

t'xnitc, ('gafcmcnt probables; ainsi, i'ohscrvation pouvant scu)t; notts
instruire sur le rapport des naissances des ~ar(;o))s t;t des tiHcs. on
doit, une considérer):) chose qu'en (.)c-mt''mt'(.'tabs[)':tc(i()nfait''d''s
cvcncments. supposer la loi do possibilité des naissancesd'un ~:<rço))

ou d'une fille constantn depuis zéro jusqu'à t'unitf, et partir de cett''
ftypothesc dans les différents probtt'mcsque l'on peut se proposer sxr
''et o))jct.

Supposons, par exemple, que l'on ait observe que. sur ~-)-</entants.
il est nép garçons ct<y filles, et que l'on cherche la probabilité P que.

sur M + M enfants qui doivent naitre, il y aura w gardons et Hifes;
si l'on nomme x la probabUite qu'un enfant qui doit naitre sera un

garçon, et t –.r cc))c qu'il sera fille, en désignant

t.a.3.(~y)
)~.3.t.2.3.f/



par~, on aura ?.([–,r)7

;)om' la urobabiiite que, sur/t-y enfants, il y aura p garçons N
fi))cs; cet événement est cclui que nous avons nomme E dans l'ar-

tictf XtV. Pareillement, si l'on désigne par y !e produit

pour la probabilité que, sur p + y enfants qui naitront d'abord, il y

aura p garçons et y filles, et que, sur /+/: enfants qui naîtront
ensuite, il y aura ni garçong et filles; cet événement est celui que

nous avons nommé E -(- dans l'article cité. Maintenant,x étant sus-
ceptible de toutes les valeurs depuis x = o jusqu'à x = i, et toutes

ces vateurs étant a priori egatcmcnt probables, il faut, pour avoir la

Vt'ritabtc probahilité de H, multiplier X~(i –.r)~ par a~, a étant

constant, et prendre l'intégrale ~/a~(i–.r)~~ (depuis .r=o
jusqu'à ;y= i); la valeur de se dctct'mincra en observant que, .1'

devant nécessairement tomber entre o et i, on a

f7 =: t

l'intégrale étant prise depuis .r=o jusqu'à x = i.ccqui donne a = ).
On aura sembtabiement

).y/~+"'(t–.r)~"<

pour ta probabilité entière de t'évenement E + c; donc la probabiiitf

cherchée P, que, sur w +n enfants qui doivent naitre, il y aura ni gar-

dons et n filles, sera, par l'article XIV,

les intégrâtes du numérateur et du dénominateur étant prises depuis



x = o jusqu'à .r == i. Cette condition donne

7: étant le rapport de la demi-circonférence au rayon et e te nombre

'font le logarithme hyperbolique est l'unité; donc, si l'on suppose /<

<'t q de très grands nombres, on aura

Rn substituant ces valeurs dans l'expression de P, et en observant qm'
l'on a à très peu près

~-t-t-t1 ~+?qe
-)- y + /?t -)- /t -h )p+~+Mt+~t

eHe deviendrap=/r-~(~<7r-r"
( a~) P Î~ e-t-~ ?+i, ~+?'<'? '(p+~-t-m-hft)'



Si ;jL ft s sont de très petits nombres par rapport a/? et ù q, on a

XVIII,

Cette valeur de P est la même que celle n laquelle on parviendrait

t'n supposant les possihititcs des naissances des garçons et des lilles
dans le rapport de/~ay; d'ou il est nature! de conclure (jucccspussi-
hi)hcs sont a très peu près dans le mcmc rapport, et qu'ainsi la vraie

possibifitc de la naissance d'un garçon est très approchante de
I' -`

<;p n'est pas que, absolument parlant, elle ne puisse avoir une valeur

hien difï'crente, mais i'cxprcssion et celles (lui en sont tr!'s voi-

sines sont incomparahlement plus probables que les autres, et l'on
peut énoncer ainsi la conclusion précédente

Si l'on désigne par 0 une quantité fort petite et par P la probabititc

que la possibilité de la naissance d'un garçon est comprise dans les

limites Q et + 0. la valeur de P diuerera d'autant moins
l) +- '1 p + I/

de la certitude ou de t'unité quep et q seront de plus grands nombre.



et t'en peut teHcment. faire croitrc~ et y que )a diU'o'cncc de Pu t'unit''
soit moindre qu'aucune grandeur donnée, que)quc petit que () soif
()'ait!curs.

On voit par ta comment les ('vouements, en se mu)(ip)ian(, nous
indiquent d'une manii're de plus en plus })rohat))c teur possibi)it<
respective; mais, comme !c th6or!'mc précèdent n'cst vrai que dans
i'infini et que la valeur de PdifTere toujours un peu de i'unite torsqm-

et y sont des nombres fmis, il est intéressant de connaitre cette dif-
férence, et pour cc)a nous aHons donner i'cxprcssion de P par une
suite très convergenteque nous verrons se réduire a )'unite, torsque
etsont innnis, et qui nous fournira, de cette manii'rc, une démon-

stration directe et rigoureuse du théorème dont il s'agit.
Soient .r la possibilité df la naissance d'un garçon et t .r celle de

)a naissance d'une n))e; la probabititu que, sur/) + y enfants, il y aura

p garçonset y n))cs, sera, comme on l'a vu dans t'articfc précèdent, egate

:) A.~(i –.r)~; or, si l'on regarde x comme une cause particuticre de/() .)?~-
cet événement,sera, par t'artictc XV, la probabitite ()e~(<r)'/fa-
cette cause, pourvu que t'integratc du dénominateur soit prise depuis

.f = t) jusqu'à == t; donc la probabilité P, que a' sera contenu dans/() .t-)7~
des umitcs données, sera pourvu que t'intearate (tu/()-.7-)7~.r
numérateur ne soit prise que dans t'etcnduc de ces )imitcs; la ques-
tion est ainsi réduite à déterminer, dans ce dernier cas, la vateur de/(t .r)~<r, lorsque et q sont de très grands nombres.

Soit == ~(t .c)~, on aura

et si l'on fait p == q = x étant une fraction extrêmement petite,

puisque~ et q sont très considérâmes, on aura



'-tant égal à de là on tirera, quel que soit
1-- 1"1" 1" ,J;

étant une constante arbitraire qui dépend de la valeur de a

t't'rigine de l'intégrale. Cette suite, qui est d'un grand usage dans cc~
t'edtcrchcs, se démontre facilement en observant

t° Que

et ainsi de suite.
La série précédente cesse d'être convergente lorsque le dénomioM-

t<'ur de est très petit de l'ordre de <x, et c'est ce qui a lieu lorsque x'

ne diffère de que d'une quantité de cet ordre; il faut donc n'em-

ployer cette série que dans le cas où cette différence est très grande

)'ar rapport à x. Mais cela ne suffit pas encore chaque différentiation

.(Ugmcntant d'une unité les puissances des dénominateurs de~ et (te

ses difTérentieHes, il est visible que le terme de la série multiplié
j):u' x' a pour dénominateur celui de é)cvé à la puissance 2<
donc. pour la convergence de cette suite, il est nécessaire que et soit
t'eaucoup tuoindrc, non seulement que !c dénominateur de s. mais

''ncorc que )e carré de ce dénominateur.
![ suit de là que la suite (~) donnera, par une approximationrapide.



f'intc~rak' ~w/.r{)ris(; depuis~ «jusqu'au'
1-i-

~A-O.pom'vu

quf <x soit heaucnup plus petit que (~: et si l'on observe ({Uf )'<))) a

o <'t = n torsque o. on trouvera, pour la valeur <)c

'):)t)s ce cas,

flotte suite a t'avantage de (tonner les limites entre tes((ue)tes la vateur
de y~ est resserrée; en t'fTnt, ft-tte Yateur est moindre que te p)'e-
mie)' tet'mc et plus grande que la somme des deux premicr.s termes.
Pour )e démontrer, nous donnerons h s cette forme

On \uit ainsi que= et. </= augmentent a n~sure qu(;.r augmente depuis

.) -f'jusnu'it.t.' ;tt;s()uantit('s=,et 's')nt(h)n(.'("u-.1.'n jusqu a :r; es (Iuantltes att et sunt ( ont' tnu-'p-
jours positives ()aftsct'tint'')'va))t'.ainsi quf'tf's intégrâtes /i.'f/:t'(

~/(='~)/v -;o)'t)n:<.))a)'ccqu)prt'ct'de.

et, par conséquent, /s c.st mofndre que 'xv~ ()onc /.t~ estet, par conséquent, Jpl~ est morndrl' (lut, Y'lyzi
~l~ clunc ,f'~lx est

moindre que a:t~ntp)ut grand que ct~(f -K-r'-)- Cette rcfn:u'quc

peut servir torsquc, sans chercher la vatcur exacte de )'<
on

veut s'assurer si eHc t'st p)us gran()e ou p)us petite qu'une quantité
donnée.

()~:Mr/tJ-/r/ tX.).,



La suite (~) donnera encore t'integratc /v~c, depuis~ 0

jusqu'à ;E i, et si t'en considère que, ;r étant t, on a o et a o.
on verra facilement que la valeur de dans ce dernier ('af, est

ta vatt'ur memede /yf/.rdans te premit~rcns.prisn <'n moins, ft danss
laquelle on change 0 en -0; donc, si l'on nomme t'intcgrate <'ntifr<'

~<&c, prise depuis a- o jusqu'à x == t. on aura, aux quantités prcs

de t'ordre x~, pour cette même intégrale, prise depuis .r 0

jusqu'à-r~ +0, ou, ce qui revient au même, depuis .r -0

jusqu'u x = -(- 0,
~+y

H ne s'agit plus maintenant que d'avoir la valeur de or on a, par
l'article précèdent,



d'on i) est aisé de condurp, en faisant p xet y
M

est tn's près de 2, et qu'il est beaucoup moindre pour peu que 0 soit

plus grand que zéro.
Dans !a question présente, ce facteur est toujours extrêmement

petit; pour le faire voir, nous mettrons la quantité

et nous observeronsque, 0 étant fort petit, on a, par des suites conver-



(t~ (''tant. (.'«nuue nous t'avons suppose, beaucoup ptus ~rand que x, et

r. )f)~.u'i(hn)c t)\pct'))ot!(juc ()c l'unité, étant plus ~rand que 2. i) est
(')air(juc te s~con't membre de cf'ttc équation est tri's petit ct'tccrt'tt
très rapidement torsqne K (timinne; d'en il suit que la quantité

dans (aqucttc se chan~<; la prceedcnh' en faisant 0 négatif.

On voit ainsi que, Q restant le m(''mc, quc)((up petit qu'it soit d'ait-

h'm's. la di~ert'ncf' df P a )'unit'* devient d'autant moindre qm' x

diminue, non seulement narcc qm.' )t' t'actcur x~qui nu<)tip)ic cette
dinY'rcncc diminue, mais cncon' parce que factcm'



est très petit et diminue avec une grande rapidité; et il est visible que
l'on peut tellement augmenter /) et y, et, par conséquent, diminuer &,

que cette différence de P à t'unite soit moindre qu'aucune grandeur
donnée, ce qui est le thcorcmc dont nous avons parte au commence-
ment de cet article.

XtX.

Un des principaux avantages de ta théorie précédente est de fournir

une solution directe et générale d'un problème intéressant, dont l'objet

est le plus ou moins de facilite des naissances des garçons et des filles
dans les différents climats. On a observe qu'a Paris et a Londres il

nait constamment chaque année plus de garçons que de filles, et,
quoique ta différence soit peu considérable, it serait assez extraordi-
naire que cela fut t'cffet du hasard, et il est bien plus nature! de penser

que, en France et en Angleterre. la nature favorise plus la naissance

des garçons que celle des tittes. A ta vérité, les naissances observées
pendant quatre ou cinq ans dans quelques petites villes de France
semblent y indiquer une moindre facilite pour ta naissancedes garçons

que pour cette des tittes; mais il est très possible que, sur un petit
nombre ile naissances, tel que quatre ou cinq cents, il y ait ptus de

fittcs que de garçons, quoique la facilité de ta naissance de ceux-ci

soit plus grande: it faut employer a cette recherche délicate de beau-

coup plus grands nombres, vu surtout le peu de différence qui existe

entre les facilites des naissances des garçuns et des filles, et ce n'est

que lorsqu'on sera bien assure que te nombre observe des naissances

dans un lieu quelconque indique, avec une très grande probabilité.

que tes naissancesdes garçons y sont moins possibles que celles des

filles, qu'it sera permis de rechercher ta cause lie ce phénomène. La

méthode de l'article précèdent donne un moyen fort simple pour
obtenir cette probabilité lorsqu'on a un nombre sullisant de nais-

sances; nous allons l'appliquer il celles qui ont été observées à Paris,

et déterminer combien il est probable que les naissances des garçons
dans cette grande vitic sont plus possibles que celles des Httes.



Pour cela, nous ferons usage des naissances qui ont eu lieu depuis
)7~ jusqu'en '770, et dont on peut voir la liste dans nos Mémoires

pour l'année '77!. page 857. Kn rassemblant toutes ces naissances,

on trouve que, dans l'espace de ces vingt-six années, il est né à Paris

~5i ~27 garçons et 2:tt<)~5 filles, ce qui donne a trhs peu près pour
le rapport des naissances des garçons a celles des filles. Ce)a posé, la

prohahitite que la possibilité de la naissance d'un garçon est égale ou

d t l" l "d' l l,. 1tnuindrc que est, par l'article précédent, égale a t'integratce
//<)? étant prise depuis je o jusqu'à x d'ailleurs cette inté-

grale, prise depuis x -= o jusqu'à .r 0 et divisée par est,

par le même article, égale à

En supposant donc 0 pt, par consenncnt, 0
tt' a(t–pL~

on a. pour f'cxpression ()c )a probabiiité <{uc .F est égal ou Moindre
que.~

9



ce qui donne à peu pr~s 0' == a~, en sorte que la série

est très convergente, et l'on trouve, par le calcul, que le second terme
est environ on peut ainsi s'en tenir au premier terme or on a,

en logarithmesdes Tables,

le nombre 2 indiquant une caractéristique ncgativc; on a ensuite, en
portant la précision jusqu'à douze décimales,

Ht) repassant des logarithmes aux nombres, on aura, pour la probabi-

lité que x est égal ou moindre que une fraction dont te numérateur
est peu différent de l'unité et égal :) t,2t. et dont le dénominateur

est la septième puissance d'un million; cette fraction est même un

peu trop grande, et, comme elle est d'une petitesse excessive, on peut
regarder comme aussi certain qu'aucune autre vérité morale, que la

difïerence observée à Paris entre les naissances des garçons et celles

des filles est due à une plus grande possibilité dans la naissance des



garçons. On voit, au reste, que la petitesse de la fraction précédente
vient principalement du facteur

ce qui confirme ce que nous avons dit dans l'article précèdent sur la

convergence de la valeur de JI vers t'unitc.
On a observe que, dans l'intervalle (les quatrc-vingt-quinxe années

écoutées depuis tGG~ jusqu'en !~5~, i) est né, à Londres, 62f) gar-

çons et ()f)8f~8 filles, ce qui donne environ pour )e rapport des

naissances des garçons à celtes des f)t)es; ce rapport étant plus grand

<}uc cetui de )o; a tôt qui a !iou a Paris, et le nombre des naissances
uhset'vt'es i) Londres étant plus consitlérable, on trouverait pour cette
\i))e une plus grande prohabilité que les naissances des garçons sont.

plus possibles que celles (les filles; mais, lorsque les prohnbiHtes dit-
fèrcnt aussi peu de l'unité, elles peuventêtre censées e~a)es et se con-
fondre avec la certitude.

X.
La constance avec taquette tes naissances des garçons a Paris t'ont

emporté chaque année sur celles des filles, depuis !)5 jusqu'en

t~~o. est encore un de ces phénomènes que l'on ne peut attribuer au
hasard. Déterminons sa prohabitite en partant des données précé-
dentes; pour ccta, soit ?f< te nombre moyen des naissances des gar-
çons et des filles dans l'espace d'une année; supposons, de plus, que
sur ce nombre il y ait garçons et, par conséquent. 2<? tittes ta

formute (0) (le l'article XVH donnera, pour la probabilité P de cet évé-

nement,

on aura donc la probabititc que les naissances des garçons n'' t'~mpor-
tcront~point sur celles des filles, en prenant la snmmc de toutes les



valeurs de P, depuis m = o jusqu'à /M = a. Soit

et cherchons l'intégrale finie I~,n. depuis m = o jusqu'à m = a, la

caractéristique S servant désigner les intégrales finies; on a visible-

ment

la caractéristique A étant cette des différences finies. Supposons géné-
ralement

A

C étant une constante arbitraire. Cette suite est, dans les différences
tinies, ce qu'est la suite (~) de l'article XVIII, dans les différences
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inliniment petites pour déterminer dans quel cas elle est conver-
gente, nous observeronsque, si la dimension de ~,n- en < a ft w.
cstr, celle dcA: sera r t, celle deA(s,A?,n-<) sera 2r 2. et
ainsi du reste; or la convergence de la série exige que ces dimensions
aillent en diminuant, ce qui suppose que r est moindre que l'unité,
f)ans la question présente, où

les dimensions du numérateur et du dénominateur sont égales a et

par conséquent r= o; la suite sera donc convergente,pourvu que le

dénominateur ne soit pas extrêmement petit, c'cst-a-direqne -"L~ 1.
2 (Z ni

dif!erc sensiblement de or c'est ce qui a lieu, lorsque m est égal ou

moindre que a, p étant suppose plus grand que q.

On peut mettre ta quantité +a<!+<–w)
sous formePeut mettre a ao/r<?–w(p-y)'1-) sous cetle ,orme

Or, F et G étant positifs, il est clair que dsnt-~ est toujours pusitif tant

que -"L"L'- est moindre que on voit de plus que, dans cf cas.3f<?tni
~-t'~m-t va toujours en augmentant, en sorte que d(:M-,As,}) est

encore une quantité positive; donc S~~ étant égal a



est moindre que H +~ H étant une arbitraire. Pareillement,
S(~A~)etantegata ù

.!(;)-1[~A[(s, A~)]

est moindre que H'+v,A: H' étant une nouvelle arbitraire
donc i'integrate 1~ est moindre que C -)-t et plus grande que

C + ~'m~m-)(' ~~m -))'
·

Si l'on détermine, au moyen de la formule (y), l'intégrale 2/
depuis /K == o jusqu'à m = a, la constante C sera nulle; si l'on sup-

pose ensuite qu'il nait 20000 enfants chaque année, ce qui donne

a ioooo, on trouvera, en employantpourp etq les valeurs de t'ar-
ticle précèdent relatives à Paris,

cotte valeur de Eym ne surpassera que de environ la véritable va-
leur il suit de ia que, si l'on nomme P la probabilité que sur 20000 en-
fnnts il y aura autant de garçons que de (IUcs, !a probabilité que le

nombre des garçons ne l'emportera pas sur celui des filles sera un peu
plus petite que 26.22?.

On déterminera la valeur do P par la formule (a) de l'articlo XVtt

pour cela, on y supposera /M=/!==<ï, et on la mettra sous cette
forme



a étant peu considérable par rapport à p et p différant peu de q, ces
suites sont très convergentes, et l'on peut s'en tenir aux deux pre-
miers termes; en ajoutant donc ces logarithmes, on aura

On peut supposer a très peu près a(~)' -+- y') == 2a/'<y, ce qui réduit k
second membre de l'équation précédente à ce tosa-a~(~+~-t-aû)- c
rithmc est hyperbo!iquc, et, pour !e convertir en logarithme des
Tables, i! faut, comme l'on sait, fc muttiptier par 0,43429448. Rn

appliquant des nombres a ces formutcs, on trouvera que te togarithnx;
ti~t~rf~f!n

est o,o638o4i; on a ensuite, en portant la précision jusqu'à dix déci-
males,



ce qui donne

La probabilité que, dans une année, les naissances des garçons m;
seront pas en plus grand nombre à Paris que celles des filles, est donc

moindre que or, en la supposant égale à cette fraction, on aura, a

très peu près, le nombre d'années dans lesquelles on peut parier un
contre un que cela n'arrivera pas, en multipliant son dénominateur
259 par le logarithme hyperbolique de 2, c'est-à-dire par o,6t)3!~2,

ce qui donne pour produit t~() on peut donc parier avec avantage un
contre un que cela n'arrivera pas dans l'intervalle de cent soixante-
dix-ncufannées.

Relative ment à Londres,

en sorte que, si l'on suppose la probabilité que les naissances des gar-

çons ne l'emporteront pas sur celles des filles égate à i8,3P, cette pro-
babilité ne surpassera que d'un quinzième environ la véritable. On



La probabilitéque les naissances des garçons, à Londres, ne l'empor-

teront pas sur celles des filles, dans une année déterminée, est donc

un peu moindre que en sorte que l'on peut parier avec avanta~f

i contre i que cela n'arrivera pas dans l'intervalle de huit mille six

cent cinq années; ce phénomène est, comme l'on voit, beaucoup

moins probable à Londres qu'à Paris, ce qui vient de ce que, dans la

première de ces villes, le rapport des naissances des garçons celles
des filles est plus considérable.

XX!.

La théorie précédente suppose que l'on connait le nombre de fois

que chaque événement simple est arriver mats, quoique cette suppo-
sition s'étende à un grand nombre de problèmes intéressants, cepen-



dant elle n'est encore qu'un cas particulier de cette partie de l'ana-
lyse des hasards, qui consiste à remonter des événements aux causes.
Nous allons exposer, dans les articles suivants, une méthode générale

pour déterminer les possibilités des événements simples, quel que soit
l'événementcomposé dont on a observé l'existence.

Considérons d'abord deux joueurs A et B, jouant aux mêmes condi-
tions que dans l'article II1, c'est-à-dire que, A ayant m jetons au com-
mencement de chaque partie, H en ait n /n; qu':( chaque coup celui
qui perd donne un jeton à son adversaire, et que la partie ne doive
(inir que lorsque l'un d'eux aura gagné tous tes jetons de l'autre. Sup-

posons ensuite qu'ils aient joué de cette manièreun très grand nombre
de parties, dont p aient été gagnées par A et <y par B, et que l'on
veuille déterminer leurs adresses respectives, ou, ce qui revient au
même, leurs probabilités de gagner un seul coup. !t est clair que le
nombre des coups gagnés ou perdus par chaque joueur est inconnu,
puisque chaque partie peut être composée d'un nombre plus grand ou
moindre de coups on ignore donc ici le nombre de fois que chaque

événement simple est arrivé; mais il est facile d'étendre à ce cas et à

tous les autres semblables la théorie des articles précédents, en obser-

vant que, si p et q sont de très grands nombres, les probabilités des
deux joueurs A et B pour gagner une partie seront h très peu près dans

le rapport de ces nombres or, ces probabi)ités étant connues, on aura
facilement leurs adresses respectives ou leurs probabilités de gagner
un seul coup; car. en nommant X la probabilité du joueur A pour
gagner une partie, et x son adresse, on a, par l'article III,

La seule racine utile de cette équation est celle qui est positive et
moindre que l'unité; or il est aisé de voira~nort'qu'it ne peut y en
avoir qu'une qui satisfasse à ces conditions, puisque l'adresse x ne
peut augmenter ou diminuer sans que la probabilité X augmente ou



diminue; la valeur de x que l'on tirera de cette équation jouira donc
du mémo degré de probabilité que X; or, si l'on suppose p et y très
considérables, il sera extrêmement probable, par l'article XVIII, que
X diffère très peu de donc, si l'on nomme a la racine positive et

moindre que l'unité de l'équation

(a) o=- y.c"+jo(t–.r)"– (/)-t-'y)~() –;r)"

il sera très probable que l'adresse x est très approchante de a. en sorte

que, si p et q étaient infinis, il serait infiniment probable que la difré-

rence de x et de a est moindre qu'aucune grandeurdonnée. Cette va-
leur de x a d'ailleurs l'avantage de nous faire connaitre le rapport des

coups gagnés aux coups perdus par !c joueur A; car, si l'on nomme r te
nombre des premiers et s celui des seconds, l'adresse x doit être très

peu différente de en sorte que l'on a, à très peu près,

Supposons encore que A et B ont joué p parties avec la condition
précédente, et y parties dans lesquelles A avait ~t'jetons et B m'

au commencementde chaque partie. Supposonsensuite que, sur ces
p + y parties, A en ait gagné r; cela posé, pour déterminerles adresses
de ces joueurs, nous nommeronsx celle de A, et u le nombre inconnu
de parties qu'il a gagnées sur les p premières l'équation (a) donnera
dans ce cas

0= (/? –t;);C"+M(t–.r)'p;() –;E)"

Le nombre des parties que ce joueur a gagnées sur les q dernières est

y u; on aura donc encore, en vertu de t'équation (a).

o = (y r-t-u)~t- (r– u)(t –~)" y.c"(t –.r)'
En éliminant u de ces deux équations, on aura une équation en x,



dont la racine positive et moindre que l'unité est celle qu'il faut

choisir; or on prouvera, comme ci-dessus, qu'il ne peut y en avoir

qu'une de cette nature. Si l'on nomme a cette racine, sera à très

peu près le rapport du nombre des coups gagnés au nombre des coups
perdus par le joueur A. On aura ensuite

et ce sera le rapport du nombre des premières parties gagnées par le

joueur A au nombre total p de ces parties,

XXII.

Voici maintenant une méthode directe et générale pour déterminer
les possibilités des événements simples, quel que soit l'événement
observé.

Si l'on désigne par x et i x les possibilités des deux événements
simples, et que l'on cherche, par les règles ordinaires de l'analyse
des hasards, la probabilité de l'événement composé dont il s'agit, on

aura pour son expression une fonction de x, muttiptiée par un coeni-
cient constant quelconque; si l'on nomme y cette fonction et a la va-
leur de x, positive et moindre que l'unité qui la rend un maximum,

non seulementcette valeur sera la plus probable, mais elle sera encore
très approchante de la véritable possibilité x par exemple, si t'événc-

ment observé est la naissance de p garçons et de q filles sur p -r- q en-
fants, en nommant x la possibilité de la naissance d'un garçon et, par
conséquent, i x cette de la naissance d'une fille, on aura

pour la probabilité de cet événement; dans ce cas~=~(t ~)', t't

son maximum a lieu lorsque .r= cette valeur de x est donc,
~+~q

à très peu près, la véritable possibilité de la naissance d'un garçon,
lorsque p et y sont de très grands nombres.
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Supposons encore que l'on tire trois boules d'une urne qui ren-
ferme une infinité de boules blanches et noires dans une proportion
inconnue, et que A et B jouent à cette condition que A gagnera la

partie si sur ces trois boules il y a plus de btanches que de noires.

et qu'il la perdra s'il y a plus de noires que de blanches. Supposons
ensuite que, sur p -+-y parties, A en ait ga~ncy~ et perdu cela pose,
si l'on nomme x la probabilité d'amener une boule blanche, on aura
j'(3–2.r) pour l'expression de la prohabililé que A gagnera une
partie, et (t–j')'(!-t-2~) pour la probabilité qu'il la perdra; la

probabilité de l'événement observe sera donc

d'où il suit que, si l'on nomme la racine positive et moindre que
l'unité de cette équation, le rapport des boules blanches aux boules

noires de l'urne sera à très peu près égal à
1 a

Le maximum de~ n'indique d'une manière approchée la véritable
valeur de x qu'autant que les valeurs de y voisines de ce maximum

sont incomparablementplus grandes que les autres; car il est visible

que l'intégrale /~<~r, prise dans un très petit intervalle de part et
d'autre de ce maximum, est alors très approchante de cette même
intégrale prise depuis x = o jusqu'à x == or le rapport de la pre-
mière de ces intégrales n la seconde exprime la probabilité que ta

valeur de x est comprise dans cet intervalle. Les valeurs de~ voisines
du maximum surpasseront considérablement les autres, lorsque

aura des facteurs élevés à de grandes puissancesde t'ordrc x étant

un coef~cient très petit et d'autant moindre que l'événement observé



est plus composé; si l'on prend, dans ce cas, le rapport de dy à ydx,

on sera conduit à une équation de cette forme

étant une fonction de x, qui ne renferme plus de puissances de

l'ordre Ainsi, toutes les fois que l'on parviendra à une équation

scmb)ab!e, les valeurs de x décroitront avec une grande rapidité en
s'éteignant, du maximum, et la valeur de x correspondante à ce
maximum sera très approchante de la véritab)e.

On voit par là que les événements composés ne sont pas tous propres
à faire connaître les possibititésdes événementssimples par exemple,
A et B jouant aux mêmes conditions que dans l'article si A gagne(~T
)a partie, en nommant x son adresse, on aura

–(-~
pour la1-'F/

.J;
probabiHté de cet événement. Or, si l'on suppose M et /< de très grands
nombres, f'événement observé sera composé d'un grand nombre de

coups; mais, comme les valeurs dey correspondantes à x plus grand

que sont très peu différentes de t'uni'é, cet événement ne peut faire
connaitre d'une manière approchée la valeur de x tout ce que l'on en
peut conclure, c'est qu'il est extrêmement probable que A est plus fort

que B, parce que les valeurs de~ correspondantes à x plus petit que

sont incomparablementmoindres que Ics autres.

XX!H.

La connaissancedes valeurs approchées des possibiïitésdes événe-

ments simples qui résultent d'un événement composé serait très im-
parfaite si l'on n'était pas en état d'apprécier combien il est probable

que, en prenant pour ces valeurs celles qui répondent au maximum
de~, on ne se trompera pas, soit en /?/< soit en ~!0tw, d'une quan-
tité donnée; pour cela, il est nécessaire, comme on l'a vu dans l'ar-
ticle XVIII, de déterminer le rapport de t'intégrate/r, prise dans



un petit intervalle do part et d'autre de ce maximum, à cette même
intégrale prise depuis x = o jusqu'à ~c = et c'est ce que nous avons
fait, dans l'article cité, pour te cas où y = xP(i ;r)', p et y étant
dp très grands nombres. Nous allons présentement généraliser ces
recherches et les étendre à toutes les valeurs de y qui conduisent :)

une équation de cette forme

= étant une fonction de aï qui ne renferme point de puissances de

l'ordre
oc

Reprenons l'équation (~) de l'article XVIII,

si l'on nomme

a la valeur de x correspondante au maximum de y;
Y et Z les valeurs de x et de = correspondantesà x = a 0;
Y' et Z' les valeurs de ces mêmes quantités correspondantes a

.r ==c -)- 0;

si l'on observe d'ailleurs que, les deux événementssimples étant sup-
posés avoir eu lieu, on a = o lorsque x = o et lorsque x = l'inté-
gratc /<~c prise depuis j? = 0 jusqu'à ;r = a 0 sera

En nommant doncl'intégrale /~<~r, prise depuis .r=o jusqu'
x = t, on aura cette même intégraie, prise depuis x == c 0 jusqu'à

.c=<! -t-<), en retranchant de tes deux intégrâtes précédentes; en
divisant ensuite ce reste par on aura la probabilité que x sera com-



pris dans cet intervalle. Cette probabiiïte sera. par conséquent,égale a

la question se réduit ainsi à déterminer Nous y sommes parvenu
dans l'article XVIII où, y = ~(t .r)', au moyen du beau théorème
de M. Stirling sur la valeur du produit 2.3. M, lorsque u est un
très grand nombre; mais ce procédé est indirect, et il est naturel de

penser qu'il existe une méthode pour déterminer directement <t, quel

que soit y, et dont ce théorème est un corollaire celle que je vais

exposer m'a paru remplir cet objet de la manière la plus générate.
Puisque la valeur dey conduit, par la supposition, à une équation

de cette forme y d!.r = xs on a

en sorte que logy est très grand et de l'ordre de d'ailleurs, a étant
:x

la valeur de x correspondante au maximum de y, si l'on fait.r=a+ 0,

et que l'on nomme A la plus grande valeur de ou sa valeur torsque
0 = o, on aura, en réduisant en série,

le terme multiplié par 0 disparaissant, parce que l'équation x = a ou
0=o rendy un maximum. On aura ainsi



L'intégrale/r doit être prise depuis x ==o jusqu'à a?=!; or, r
<'tant nu), on a y = o et !og~ =~ oc donc <*==ao. Lorsque a?== ~f.

on a <) = o, partant= o; d'aiHeurs, torsque 0 change de signe, en
change parcinement. en sorte que les valeurs de t, correspondantes il

<'e))es de j', depuis .r ~= o jusqu'à ;c==< ont un signe dinferent de
ccHcs qui correspondent aux valeurs de ;r, depuis .r=~ jusqu'à

A' == t or, x étant t, on a = o, ce qui donne = tes vateur~
de s'étendent conséquemment depuis = 90 jusqu'à == a:. !)ans

<'c cas, on a ~'<e-o,
parce que, se changeant en ~e' lorsque < est négatif,
la somme de ces deux quantités est nuHc: on a, par une raison son-
htabtc, /<e-==t/t"*e-
(la seconde intégrale étant prise depuis= o jusqu'à < = ac); or cotte
supposition donne



Il ne s'agit donc plus que d'avoir )'intpgra)e /<r''</< depuis /«
jusqu'à ~=œ. Pour cela, considérons la double intcgratf

et prenons-ia depuis y==o jusqu'à ~=~c et depuis ~–o jusqu'u

« == x!; en l'intégrant d'abord par rapport à s, on aura

Si l'on prend cette doubie intcgratc d'abord par rapport u H. en tai-

sant'<=<.eHc deviendra/f~ /e'soit ~e'=H()'in-<
légrale étant prise depuis t = o jusqu'à = oc), on aun)



(l'intégrale étant prise depuis t'== o jusqu'à t'== 30); donc

pourvu que l'on suppose d0 constant et 0 = o après les diiTet'cntia-

tions. [Voir sur ceta les Mémoires de ~c<ïf/e't'e pour l'année 1777.
p. tt5 (').j

Lorsque = o, on a

t. dy, dans le second membre de cette équation, étant ce que
deviennentces quantités lorsqu'on y suppose 0 = o; cette supposition
donne

( ) G~if/'e.r de ~<M, T. ]X, p. 3ag.



on aura donc

Partant on aura à très peu près, lorsque a est très petit,

t'integrate frétant prise dcpuis.r=~o jusqu'à x = !.ct les quan-

tités~ et du second membre de cette équation étant ce qu'fttcs

deviennent lorsqu'on y suppose .c ="

XX!V.

En substituant a + 0 au lieu de -r dans logy et en réduisant en
série, la condition du maximum dey fait disparaître la première puis-

sance de 0 dans cette série; mais cette condition peut, comme t'tu)

sait, faire disparaitrc la première, ta deuxième et la troisième puis-

sance de 0 ou la première, la deuxième, la troisième, la quatrième et
la cinquième puissance, et ainsi de suite, pourvu que le nombre <tcs

puissances qui disparaissent soit impair. Voyons ce que devient atnrs
l'intégrale.fy dx, prise depuis x =- o jusqu'à x t.

Supposonsque la première, la deuxième et la troisième puissance

de 0 disparaissent, on aura pour et logy une suite de cette forme

t)A'Utff<~ft.tX. 7



0~ prouvera, comme dans l'article précèdent, que t'intégrai relative
n t doit être prise depuis t ac jusqu'à ac; or on a dans ce cas

l'intégrale du second membre étant prise depuis o jusqu'à t = 90.
Si l'on y suppnsc t'nsuite

=-:
2/, on aura

et il est aisé d'en conclure, par analogie, les vateurs de /dans
c:~ ou ta condition du maximum de y ferait disparattrc un plus grand
nombrudcpuiiisancesdcO.

Tout se réduit donc à déterminer Ics valeurs de C et de C' nous



observeronsd'abord que, C étant connu, C' le sera parcHtement,car,
si t'on prend la douhle integratc//c*M, depuis ~=~0 jusqu'à

s :~9C et depuis </ o jusqu'à « <, on aura, en intégrant d'abord

par rapport a
n J_.

Quant a la v:t)cur de C, il ne m'a pas encore été possihfe. malgré

plusieurs tentatives, de la ramener aux arcs de cercic ou aux )o~:)-

rithmes mais j'ai trouve qu'eHe dépendait de la rectification de la

courbe étastique rectangle ou, ce qui revient au même, de t'integratc

prise depuis ;r o jusqu'à x si t'no désigne par ta
.7
valeur de cette integrate. on a trouvé

?:'=T),3ft098~t.~6o5()8~ (').

Cela posé, considérons la double integrate //c'</< prise
depuis s = o jusqu'à ~c et depuis il =-~ o jusqu'à M =~ oc; en faisanti

M ~= <, elle deviendra

f ) ~'of/- )e Traité de M. St!r)in; De M/M/;M«'u/)ec< M~)o/<!<t'(~tc .«'t'«M<, p. ~M.



l'intégrale relative à s étant prise depuis s o jusqu'à=
Considérons présentement la double intégrale

>(,)T
prise (') depuis x = o jusqu'à x == t et depuis =- o jusqu'à f;

(') )t faut sans doute comprendre que cette intégralo doit étre étendue A toutes les
valeurs positives do .r et do z vérifiant )'inéga[it6<> o.

t
de sorte que, pour une valour donnée do varie do o à ()–)'; .r au~mentnnt
encore jusqu'à ), l'élément différentiel doviendrait imaginaire.

· (Note de ~Mr.)



en faisant .r', cHc se changera dans ccHc.ci
C-~)'

ces inte~ra!cs étant prises depuis o et o jusqu'à .r'– t et

~-), ce qui donne

l'intégrale relative à t étant prise depuis t t jusqu'à o; cette in-

t~ratf est évidemment égale à donc



XXV.

Pour apptiqucr !a théorie précédente a quctqucs exemptes, soit

~~(.r)?:
en faisante et q on aura, dans te cas du maximum dc~



La formule (s) de l'article XX!H donnera donc

ce qui est conforme a en que nous avons trouve dans l'article XVIII.

Si u. ou, ce qui revient au même. si ~=~ on déterminera
plus simplement de la manière suivante les coefficients de la serit*

en qui exprime la valeur de 0; pour cc!a, on observera que, (tans ce

cas,

en prenant les difTcrcntieHes togarithmiques des deux membres de

cette équation et muttipHanten croix, on aura

~'c-(/+ /'x'~ -) (~ + .3/ 3/a')(.-
or on a

c< «'~c- t K<'+ -t
< < f 3 3

Si t'en substitue cette va)eur dans l'équation précédente, on aura
entre tes cocfïicicnts l, les équations suivantes



en continuant cette suite jusqu'à ce qu'on arrive au cocnicicnt On

dctCDnincra donc facilement t, lorsque ce coefricient sera
<'onnu; or, si l'on néglige les puissances de < supérieures à t'unitt',

o)) a

or le premier membre de cette équation est le terme moyen du binôme

(i -+- !)~; on aura donc la valeur de ce terme par une suite très con-
vcrgt'ntc, lorsque p est un très grand nombre. Si l'on compare la

manière dont nous y sommes parvenu avec celles qu'ont employées

MM. Stirling et Eutcr, te premier dans son Ouvrage Z~e ~a/M/br/Ka-
/o/;c el /c/y)o/f!u/:c scrierum, et le second dans ses Institutions de

C<ï/cM/f/<~<c/<c/, on trouvera, si je ne me trompe, que, indépendam-

ment de sa gencratitc, elle a l'avantage d'être plus directe, en ce que
les procédés de ces deux iHustres auteurs supposent que l'on connait
d'avance l'expression, en facteurs,du rapport de la demi-circonférence

au rayon, expression que Wallis a donnée; celui de M. Euler est, de
plus, fondé sur la valeur en série du produit t.2.3.?, lorsque p est
un grand nombre; cette valeur est encore très facile à déterminer par
notre méthode. Pour cela, soit



L'intégréeen x doit être prise depuis x = o jusqu'au =90; or..r étant

nul, on a 0 = ~< et par conséquent <*== ac; x étant égal u x. on a
() == ac, partant <* = ao; on doit donc prendre t'intégrai retativf à

depuis t == oc jusqu'à t = ao, d'ou l'on tire, par l'article XX!!t,

<M«w-M </t t. IX. 58



partant

Nous pourrions appliquer cette méthode à beaucoup d'autres exem-
ples, et par là étendre et perfectionner la théorie des suites; mais

cette digression nous écarterait trop de notre objet principal.

XXVI,

La méthode précédente donne une solution fort simple d'un pro-
b!cmc intéressant, qu'il serait peut-être très difHcitc de résoudre par
d'autres méthodes on a vu (art. X!X) que le rapport des naissances

des garçons à celles des filles est sensiblement plus grand à Londres
qu'a Paris cette différence semble indiquer à Londres une plus
grande facilité pour la naissance des garçons il s'agit de déterminer
combien cela est probable.

Pour cela, soient

M la probabilité de la naissance d'un garçon à Paris;
te nombre des naissances des garçons observées dans cette vitte;

y celui des tilles;

/< x la possibilité do la naissance d'un garçon à Londres;

p' le nombre de naissances des garçons qu'on y a observées;
q' celui des filles.

On aura, pour la probabilité de ce double événement,

Hf~() H)?(M–~)''() K-r-.r)?',

H étant un coen!cient constant; donc, si l'on nomme P la probabilité

que la naissance d'un garçon est moins possible à Londres qu'à Paris,

on aura

t'intégrée du numérateur étant prise depuis u = o jusqu'à u a? et



depuis a-=o jusqu'à .r~=t. Celle du dénominateur doit être prise

pour toutes les valeurs possiblesde x et de u; or, si t'onfaitM–a'=.<,

ce dénominateur deviendra

la double intégrale étant prise depuis u = o jusqu'à M == i et depuis

s = o jusqu'à = on aura ainsi

Déterminons d'abord l'intégrale du numérateur.
En nommanty la quantité

en substituant pour H, dans le second membre de cette cquation, sa
valeur en x, qui rend y un maximum; soit X cette valeur, on a

Si l'on substitue X au lieu de M, on a, par la condition du maximum

~'==0. partantval-,



d'où l'on tire

la question est réduite à déterminer l'intégrale depuis

.r=o jusqu'à ~=~ t. Au lieu de cette intégrale, un peut considert'r

celle-ci ~2-~ –~X, -r étant regardé comme fonction de X; mais

il faut prendre cette dernière intégrale depuis la valeur de X qui a

lieu lorsque .r o jusqu'à celle qui a licu torsque ;r =~ or, en Fai-

sant ;r = o, l'équation (t') devient

En faisant .c = i, cette équation donne X == t on doit donc prendre

l'intégrale ~~X. depuis X jusqu'à X
c Jn~\ ~+~y-r-'y~ a. = l,

Supposons = y' la condition du maximum de y' donn''



f/~Maintenant, /? et q étant de très grands nombres, i) est visibfc <~uc

bl 1 1
\K~

est incomparabtcmcnt ptus grand que ––7' qu'ain-ii on peut

R 3X

ncg!iger ta secundc de ces deux différentielles par rapport a )a prt'.
miëre; on aura donc, à très peu près, dans )e cas du maximum df v'.

Cette vateurde X est moindre que
–7~7 forsqm' est.

comme nous )c supposons ici, plus grand que –i !cs deux (imites

dans tesqueUes il faut prendre f'intégrate/y<~r sont, par conséquent.

au detà de la valeur de X qui rcnd~' un maximum; ainsi i'on doit.

pour déterminer cette intégratc, faire usage de la suite ().) de l'ar-
!ic)c XVHt.

On a, a très peu près,



X étant la variante prineipatc dont ;r est fonction; si l'on ohsprvc

ensuite que, X étant égal à l'unité, on a~'==n, la suite (y) de l'ar-
ticle cité donnera

or, 0 étant très petit, les différences successivesde croissent princi-
palement par la différentiationdu facteur 0 qui se trouve au dénomi-



natcur, en sorte que, si l'on suppose

H est aisé de voir par l'analyse de l'article XVIII que est

moindre que
~y-. plus grand que

~(' ~r)
et moindr)' quc

~–() + ")' en sorte que l'on a par ce moy~'n tes timitcs

dans lesquelles la valeur de /~cb' est resserrée.
Cherchonsprésentement la valeur de la double integrafc

un substituant pour u la valeur qui rend uP(i u)'' un maximum or



U ne s'agit plus maintenant que de détermi ner les valeurs numériques
des différents termes de cette expression, un partant des données pré-
cédentes. Ces données sont



On a ensuite, en portant la précision jusqu'à douze décimales,

M-M~M (<<- t. )X. ~9



donc
P ==o,oooooa5~t~(t 0,0~83~ -r- o,ooyoao –).

Si t'en prend les trois premiers termes de la série, on aura

cette valeur de P est un peu trop grande; mais, comme en ne prenant

que tes deux premiers termes de la série on aurait une valeur trop
petite, il est aisé d'en conclure que la précédente ne peut difTérerdp

la véritable de la ~j partie de sa valeur, en sorte qu'elle est fort ap-
prochée il y a donc plus de quatre cent mille à parier contre un que
les naissances des garçons sont plus faciles à Londres qu'a Paris.
Ainsi l'on peut regarder comme une chose très probable qu'it existe,

dans la première de ces deux villes, une cause de plus que dans la

seconde, qui y facilite les naissancesdes garçons, et qui dépend soit

du climat, soit de la nourriture et des moeurs.

XXVH.

H est facile d'étendre la théorie des articles précédents au cas de

trois ou d'un plus grand nombre d'événements simples.

Si l'on nomme, en effet, x la possibilité du premier événement
simple, x' celle du deuxième et, par conséquent, t ;c ;r' celle du
troisième; en cherchant, par les méthodes ordinaires, la probabilité de

t'événcmcnt observé, on aura pour sa valeur une fonction de x, x' ett– muttiptiée par une constante quelconque. Soit y ccth'
fonction, pourquc t'événcmcnt observé puisse indiquer d'une manière
approchée les possibilités des événements simples, il faut, comme on

<~ <~

t'a observé dans fart. XX! que et soient des fonctionsde xa 0 )S(~f\"C t ansart. soient des fonctionse.1'

très grandes de t'ordre a étant un coeflicient d'autant moindre que

t'événem.cnt observé est plus composé; cela posé, si l'on intègre



f ydx', depuis x'= o jusqu'à x' = i x, on aura pour rcsuttat une
fonction de x, que la méthode de fart. XXIII donnera par une suite
très convergente. Soit u la valeur de x' en x qui rcnd~ un maximum,

x étant suppose constant, et que l'on représente par Y ce maximum,

on aura, par l'article cité, pour une expression de cette forme

Y, h, h", A' étant des fonctions de x. La valeur de x qui rend )f
second membre de cette équation un maximum sera très approchante
de la véritable possibilité du premier événement; soit a cette valeur,

on aura pour l'expression de la probabilité P que .T sera compris dans
les limites a 0 et a 0

t'intcgr.de du numérateur étant prise depuis .T a <) jusqu'à

x == a + (), et celle du dénominateur étant prise depuis x = o jus-
qu'à ;r~=t;ot'on déterminera tacitement ces intégrâtes par la méthode

de l'art. XXIII.

La valeur a se détermine en égalant à zéro la dincreoee de

Y-
=<

))/< -1. -r j. ce (lui donne

–est, par la supposition, une quantité très grande de t'entre en

négligeant donc, vis-à-vis d'elle, la quantité



on aura, pour déterminer a, t'cquation

on substituant dans le second membre de cette équation, au lieu de

x', sa valeur u en x; mais cette valeur rend nulle la quantit'

on aura donc les deux équations

11 suit de là que a est, aux quantités près de l'ordre a, la valeur de x
qui rend un maximum, en faisant varier à la fois x et ;r'; on peut
donc prendre, sans erreur sensible, la valeur de x correspondante n ce
maximum, pour la possibilité du premier événement simple, et il ''st
clair que l'on peut faire des remarques analogues sur les possibiHtcs
des deux autres événements simples.

Supposons, par cxemple, qu'il y ait dans une urne une infinité de
boutes blanches, rouges et noires, dans une proportion inconnue, et

que sur le nombre~ -i- q + r de tirages on ait amener boules blanches,

q boutes rouges et boutes noires; en nommant-r la facilite d'amener

une boule btanche, .r' celle d'amener une boule rouge et, par consé-

quent, t x x' celle d'amener une boule noire, on aura, pour la

probabilité de t'evencmcnt observé,

)a\a)purdc.yquircnd /v ~r un maximumest– cette frac-
/)-h~-t-t-t



tion est consequcmmcntla valeur la plus probable de x. Lorsquc/j, <y

ot r sont de grands nombres, elle se réduit à très peu prcs à celle-ci

) qui correspond au maximum dc~.

XXVIH.

Jusqu'ici nous avons supposé la loi de possibilité des événements
simples constante depuis zéro jusqu'à l'unité, et cette supposition

est, comme nous l'avons observe dans l'article XV! la seule que l'on
doive adopter, lorsqu'on n'a aucune donnée relativement a ces possi-
bilités mais, si leur loi était exactement connue, on pourrait encore
y appliquer les recherches précédentes. Pour cela, ne considérons
que deux événements simples, et nommons x la possibilité (lu pre-
mier et t x celle du second; on calculera la probabilité de t'evenf-

ment observé, en partant de ces possibilités, et l'on aura pour son
expression une fonction de x, que nous désignerons par si l'on

représente ensuite parMtafacititc de la possibilité x du premier evenf-

ment, « étant fonction de x, et par s la facilite de ta possibilité t x
du second événement, on aura, par t'artictc XV,

pour la pro-< dx
habilité que l'événement observe est dû aux possibilités x et t

l'intégrale du dénominateur étant prise depuis ;r~=o jusqu'à ;r==t:
donc, si l'on nomme P la probabilité que la valeur de x est comprise
dans des limites données, on aura

pourvuquet'intcgratcdu numérateur ne soit prise que dans l'étendue

de ces limites. On voit ainsi que ce cas rentre dans ceux que nous

avons considérés dans les articles précédents, et que la valeur de P se
déterminera facilement par la méthode de ces articles,

La valeur de x qui rend K~ un maximum sera très approchante de

la véritable, si l'événement observe est très composé et si l'on a



~~=x~ x étant un coefficient trc's petit; or on a, en égalant à

zéro la din'erenticHc de M~.

Ou aura donc, en négligeant tes quantités de l'ordre x, o
= d'où

il suit que la valeur de x qui rend y un maximum est à très peu près
la véritable, quelle que soit d'ailleurs la loi de facilité des possibilités
des deux événements simples.

XX!X.

Après avoir détermine les possibilités des événements simples qui
résultent d'un événement composé propre à les faire connaitre, il nous
reste à considérer l'influence de cet événement,sur la probabilité d'un
événement futur quelconque, et la manière dont on doit calculer cette
probabilité. Si l'on nomme x et i x les possibilités de deux événe.
ments simples, ta facilité de x, et s' celle de –~c, on calculera les
probabilités, tant de t'événcmcnt observé que de t'cvéncmcnt futur, en
partant de ces possibilités, et t'en aura pour résultat deux fonctions
de x, dont nous représenterons la première par y et la seconde par ;<

cela posé, si l'on nomme P la probabilité cherchée de t'événcmpnt
futur, on aura, par les articles X!V et XV.

les intégrâtes du numérateur et du dénominateur étant prises depuis

x = o jusqu'à = i. Lorsque l'événement observe sera très compose,
la méthode (le l'article XXiit donnera ces intégrâtes par une approxi-
mation très rapide, ce qui montre l'étendue de cette méthode et son
utilité dans ces matières.



Si l'on n'a aucune donnée sur la loi de possibilité des deux événe-

ments simples, ce qui est le cas le plus ordinaire, on doit supposer
(art. XVH) s et s' fgaux à l'unité, ce qui donne

et étant ce que deviennent ces quantités lorsqu'on y substitue

pour-r la valeur qui rcnd~ un maximum, et M\ et ctant ce que

deviennent M,~ et lorsqu'on y substitue pour .r la valeur qui rend

«y un maximum; on aura donc

Supposonsque t'évencment futur dont on catcufc la prohahifitc soit
très peu composé, en égalant à zéro la din'crpntict)c de Mv, on aut'a



Soit a la valeur de x qui rend y un maximum, et par conséquent z'
nul; la valeur de x qui rend M~ un maximum pourra donc être rcpr<
sentuf parc xA, Il t'tant un coentcicnt quelconque, et l'on aura

or i) est visible, par ce qui précède, que est beaucoup plus grand

()uc et qucy, en sorte que t'on peut supposer, a trcs peu près,



et l'on prouvera, comme nous venons (te !c faire pour que

pcutetrf suppose égal.partant

fnai~.sii'on nomnu'~ v ce que devient ~torsqtt'~n y fait .a, on

aura, en n('igp:)nt les quantités de i'nrfirc K, f; dnnc

d'ou il suit que-)'o)) peut ca)cu)cr)aprobabi)itcPd)')'L'vcnemcnt
futur en emp!oyant pour .r la valeur qui rend un )naximum.

Ce tht'ot't'mc ccsso'ait d'être exact si i'evcnpmcnt futur dont il ~'a~it

~(nit tui-mcmc tri's compose, car alors serait (r~s grand, ft )a v:)-

)'')))'d' que (tnnrx't'cquatiof)

oc pourrait plus être représentée par «-rxA; on )u' pourrait plus

l, .11
d' ( t~)'' ) l, <<=~_ S'I'()'ni))cnrs supposer (''gataM' Si t'on rcpn'scntp, en ~enc-

r:)), par M"~ la racine <)e t't'quatinn

~«rr;)X. Co



partant

Cette valeur dey ne se réduit a~, dans te cas ()c x intiniment petit,

<;ue lorsque 2n i pst positif, ce qui suppose ;> et il est aisé (h'

voir parciHcmcntque ce n'est que dans cette supposition que

se réduit a ".j te théorème précèdent ne peut donc ~vnir heu que
dans <e cas nu 2/t est plus grand que l'unité.

Soit T Jetant fonction de.r, t'enuation
f/<r x'

or la vérité (h) théorème précèdent exige que t'en ait f~> et. par
conséquent. ) <( donc. afin que ce théorème subsiste, il e~t

nécessaire que l'événement futur soit assex peu compose re)ati\cment

a t'événementobservé, pour que ( ~) soit une fonction <)<' .r. tri's

petite relativement a

Si t'evcncmcnt futur est exactement te même que t'e\enement oh-

serve, en sorte que M la valeur a fie .r. qui rend un maxitnuu).
rendra pareillement «/ un maximum, en sorte que l'on aura v et

< On aura ensuite

mais la substitution <)c a pour .r (tonne o, )<artant~i.t~



La tbrmutc (x) deviendra donc

t' étant ce que devient M nu torsqu'on y fait a; de là résulte ce

théorème assez remarquable

/,a probabilité ~'«n c'fc/<c~!c/!< /«<< pareil a c<< ~Mc /'o/t a o~ert e,
M celle M<~Ke /?/'M/t7~e, ~er~t/tM en e~/o/f</t< ~ot<r /(~ ~~x~t~t-

/<~<~ des e'~<'wcH~ .t<< celles qui r~H/<t'< <7<? l'événement n~~c~'e.

C(W!/K<' t < M 2

Si l'on a observe, par ('Xfmptp. que sur~+yenfants il est nt;

p garçons et y filles, et que CtU) cherche la probabilité P, que sur

/)–)/ enfants qui doivent naitre il y aura /) garçons et y filles, on

auraa

c'est ce qui résulte pareillement de la formule (ry) de l'article XVH.

En général, si l'on cherche la probabilité P que l'événement observe

sera suivi d'un nombre n d'événements parcits. on aura « et l'on

trouvera p:P: 'C:
t, étant ce que (tpvicntv. lorsqu'on y substitue pour x la valeur a qui

rend y un maximum, et cette équation a t'~atement tieu. étant frac-

tionnaire. On s'exposerait donc alors n des erreurs considfrabtes. en
employant, dans le calcul de la probabilité des événements futurs,
les possibilités des événements simples qui résultent de t'evencment

observé en effet, il est visible que la petite erreur que l'on peut com-

mettre, en faisant usage de ces possibilités, s'accumule en raison du

nombre des événements simples qui entrent dans t'évenement futur,

et doit occasionner une erreur sensible lorsqu'ils y sont en très grand

nombre. Au reste, quel que soit cet événement,on peut en déterminer

la probabilité au moyen de la (nrmutc (x), qui est toujours vraie, a

très peu près, lorsque t'évenement observé est très composé.



L'n des problèmes les plus utiles de cette partie de t'analyse des
hasards, qui consiste a remonter des événement:; aux causes qui les

ont produits, est celui de la détermination du milieu qu'il faut choisir

entre les résultats de plusieurs observations. J'ai donne, dans )f
Tome V! des ;~c7/!w/M r/~ ~t'a/<~e/ra/~p/~ ('), les principes sur les-
quets il me semble que la solution de ce problème doit être fondée;
trois illustres géomètres, MM. de la Grange, Daniel BernouHi et Euler,

se sont depuis exercés sur cet objet le premier dans le Tome Y des

.Ve'/MMfM ~? la Société royale f/<? T'~rt~, et les deux autres dans la

i" Partie des .Vc'M/ f/c' ~c/< pour t'annfe t~ mais )em's

principes ctant différents de ceux dont je tnc suis servi, cette cun.
sidération m'engage a reprendre ici cette matière et à présenter mes
)'esu!tats de manière a ne laisser aucun doute sur leur exactitude.

Supposons, pour fixer les idées, qu'il s'agisse d'un phénomène qui

a été aperçu par plusieurs observateurs a des instants dinerents:
chaque observation a pu s'écarter en plus et en moins de la vérité et

fixer ainsi t'instant du phénomène plus tôt ou plus tard qu'H n'est
arrive, Nous supposerons, ce qui est très nature), que les f'acitites des

mêmes erreurs, soit en plus, soit en moins, sont égales entre elles, et

nous désignerons par ~(.r) la faciHtc tant de )'errcur positive que
de ('erreur négative –.c. rctativemcnt au premier observateur; par
o'(j?). :(.c). ces mêmes facilités pour les deuxième, troi-
sième, observateurs. En nommant ensuite première observation
celle qui fixe le plus tôt Ic phénomène, deuxième, troisième obser-
vations, etc. les différentes observations dans l'ordre de leurs dis-

tances a cclles-ci, nous nommerons p, p', ces distances; en
supposant donc x t'errcur de la première observation, les erreurs des
observations suivantes seront p x, .r. et la pro-

< C~c~f «'<- ~t/~fc, T. vm, p. i:.
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babilité que toutes ces observations auront entre elles les distances
respectives p, p", sera

or les probabilités des différentes vatcurs de x sont entre elles, par
l'article XV, comme les probabiHtcs que, ces valeurs ayant lieu, les
observations s'écarteront entre elles des quantités observées

p", Donc, si l'on construit une courbe dont i'cnuation soit

les ordonnées v de cette courbe seront proportionnelles aux probabi-
lités des abscisses correspondantesx, et par cette raison nous la nom-

merons cow~c f/M ~o/'a~7//M.
Maintenant, on peut entendre une infinité de choses difïerentes

par le milieu ou le ~H/<f!/ d'un nombre quelconque d'observa-

tions, suivant que l'on assujettit ce résultat à telle ou telle condition.
Par exemple, on peut exiger que ce milieu soit tel que la somme
des o'rcurs a craindre en plus soit égaie à la somme des erreurs
a craindre en ~Mt/M; on peut exiger que la somme des erreurs ;)

craindre en ;)ius, muttiptiécs par tours probabitités respectives, soit
égaie a la somme des erreurs a craindre en moins, multipliées par
leurs probabitites respectives. On peut encore assujettir ce milieu a

être te point ou il est le plus probahte que doit tomber le veritabte
instant du phénomène, comme M. Daniel BernouHi l'a fait dans les

Mémoires cités en général, on peut imposer une infinité d'autres
conditions scmbtabtes qui donneront chacune un milieu dino'cnt;
mais elles ne sont pas toutes arbitraires. Il en est une qui tient n la

nature du probtctne et qui doit servir :) fixer le milieu qu'il faut
choisir entre p)usie''rs observations cette condition est que, en
fixant a ce point l'instant du phénomène, t'erreur qui en résulte soit

un minimum; or comme, dans la théorie ordinaire des hasards, on
évatuc t'avantage en faisant une somme des produits de chaque avan-
tage à espérer, muttiptié par la probabilité de l'obtenir, de même ici



t'crrcurdoit s'estimer par la somme des produits de chaque erreur a

craindre, muttiptiée par sa probabitite; le milieu qu'il faut choisir
doit donc être tel que la somme de ces produits soit moindre que pour
tout autre instant.

Supposons présentement que, (fans la courbe des prohabititcs dont

t'equation est
?(.T) <,)'(/?- .).

la vatcur de x puisse s'étendre depuis --fjusqu'à c y. en sorte que
)'interva))cdans lequel x peut varier soit c; si l'on fait x il

est visible que pourra varier depuis o jusqu'à = == c, et que les

probabiiitcs des din'ércntes valeurs de = seront proportionnelles a y

ou a ?(?–/)?'(/ ~+/~)"" en sorte qu'on pourra les repré-
senter par ky, étant 'ut coc(!icient constant. Soit h la valeur de s
que l'on doit prendre pour le véritabte instant du phénomène. on
aura /(~ =).s pour la somme des erreurs à craindre depuis

= =- o jusqu'à /<. multipliées par leurs prohabilités respectives.
t'integratc précédente étant prise pour toute l'étendue de ces limites;

on aura ensuite (: ~).y~ pour )a somme des erreurs a craindre
depuis A jusqu'à =--< multipliées par leurs prnbabitites. te

sij{ne servant a indiquer qoe t'integrate doit être prise pour toute
t'etendue de ces dernières timitcs. On aura donc

pour la somme entierf des erreurs a craindre, mu)tip)i('cs par!eurs
prohahititua, et h doit être tel que cette somme soit un minimum.
Or, si t'en fait varier A de la quantité inftnimcnt petite 3~, il <'ft

ctair que la variation de f(~ =)~~= sera oA /y~ et que ceHc

(h (= /<)v~ sera 3/t )a variation de la quantité prt'-
o'dente sera donc

Ao/tf~~ /<).
Hn t'hâtant fcttf quantité :) zéro par la propriété du minimum, on aura



L'ordonnée correspondante à l'abscisse /<, qui détermine )c milieu

qu'i) faut choisir, doit donc diviser en deux parties épates l'aire de

la courbe des probabilités, comprise depuis o jusqu'à < ce
qui donne un moyen très simple de déterminer ce milieu, et l'on voit

qu'i) a encore la propriété d'être te), qu'i) est egak'mcnt probable que
)e veritabtc instant du phénomène tombe au-dessus ou au-dessous, en
sorte qu'on pourrait te nommer MtYtCH f/c/aM~e.

XXX!.

Toutes les fois que les fonctions ?(~). ?'(~). ?' (-~)' <}"' expri-

ment les lois de facilité des erreurs des observations seront connues,
la détermination du milieu qu'il faut choisir entre plusieurs obser-

vations sera réduite, par l'article précèdent, à partager une surface

donnée e)) deux parties égales, ce qui est un problème de pure Ana-

lyse. Mais, ces fonctions étant le plus souvent inconnues, c'est au
Calcul des probabilités h fournir les moyens de suppléer a cette igno-

rance or on a vu. dans l'article Xi! que si, dans ce cas, :i:
.tf: ~n" sont les limites des erreurs de la première, de la

deuxième. observation, on doit supposer

Il ne reste plus ainsi, dans la recherche du résultat moyen de plu-

sicurs observations, que les difficultés inévitables de t'Analyse; mais

il faut convenir qu'elles rendent la méthode précédente d'un très dif-

ticite usage aussi mon objet, en l'exposant, a cté plutôt de f:ure con-
naitre tout ce que l'analyse des hasards peut donner de lumières sur
cette matière, que de présenter aux observateurs une méthode pra-
tique et d'un usage commode: on pourra, cependant, t'employerdans

des occasions très déticutes, tettes que celles du passage de Venus sur
le disque du Soleil, dans lesquelles il est nécessaire d'obtenir la plus

grande précision. Le moyen te plus simple pour cet objet est de



carrer par parties la courbe des probabilités et dp déterminer ainsi
t'ordonnée qui divise sa surface en deux parties égaies.

xxxn.

La règle ordinaire des milieux arithmétiques se déduit de cette
méthode. en supposant «=-~ =«– ~~c, comme il est facile
<)e s'en assurer; mais nous atfons démontre)' lin theorcmc beaucoup

plus gênera) en faisant voir que cette régie a )icu toutes tes fois

)" que la loi de faciHte des erreurs est la même pour toutes les obser-

vatiuni): 2" que Ics mêmes erreurs, soit en /7/< soit en m~<.<. sont
egatement possibles; 3" qu'cttes peuvent être infinies et que la fonc-

tion qui exprime leurs facilites ne dceroit d'une quantité finie <)uc
lorsque x est infini, mais qu'alors elle va toujours en diminuant
jusqu'au point de devenir nutif.

Pour ceta, soit o(K~') ta loi de t'acitite des erreurs des observations,

x étant une quantité infiniment petite; soit de plus -y la vatenr de

~(xj'). lorsque K~' = o et, par conséquent, torsquc .r est une quan-
tité finie. !t est évident que t'ordonnée de la courbe des probahitites.
depuis x -= o jusqu'à .r ac. sera

:(x-) (.'(~~ -)- X. ) t- K.
Kn supposant le nombre des observations e~at a n et en ne~tigeant tes

quantités de t'ordre x", on aura

or, si l'on prend l'intégralel /a~(K;r)"<r, depuis ~=ooo d~xx)
jusqu'à .T = x, et que l'on sn rappelle que o(x~) = 7 torsqnc x -= 0

et <}uc c(e;) = o lorsque x --= ao, on aura

soitdoncAt'intégrate/~(K;t')"<r, prise depuis~' -=o jusqu'au ac,



pour !'int(''gra)e ~~correspondanteaux vatctu's négatives de

Cette même intégrale, prise depuis .r==o jusqu'à x ==/)" est
/)}r", parce que l'on peut, dans cet intcr\'a)te, suppose)'

or
t'intcgraic ? ~(a.r)" ~<T', prise depuis j'==/jusqu'à

.r=:ae, est 'y". De pins, t'integrate /"o(o:.r)"f/ prise dans fe

tnemc intcrv:d!c, est évidemment cga)c a A– on aurn donc

pour la valeur de /y~.f, prise dans cet intnryaU~. Partant, l'aire
entière de la courbe des probabilités est égale a 2A. Or, en nommant
h l'abscisse dont t'ordonnée divise cette ah'c en deux parties égales,
la partie de faire qui est à gauche de cette ordonnée sera visibtemcnt

t'gatc a

ce qui donne pour h la même vatcur que !a rcgte des miticux arithmt'-
tiques. Les suppositions qui nous ont conduit a ce résultat étant hors

C~MWtt<<<)X. 6t



de toute vraisemblance, on voit combien il est nécessaire, dans les

occasions dé!icatcs. do faire usage de la méthode que nous avons
proposée.

XXXtH.

Il est facile d'appliquer la théorie précédente à la correction des

instruments; pour cota, supposons que, en vérifiant un instrument

et en répétant un grand nombre de fois la même vérification, on ait

trouvé n différentes erreurs p, p', p", Soient i, i, t" les
nombresde fois que chacune cl'elles a été répétée;en représentantpar
.E,;c',a: leurs facilités respectives, on aura ~;r';y'r" pour
la probabilité de t'événement observé. étant un coetïicient constant;
la probabilité de ce système de facilités sera donc

les intégrales du dénominateur étant prises pour toutes les valeurs
possibles de x, a* a* Pour en conclure la probabilité de x, on
intégrera la fonction a:r'<~r<c' d'abord par rapport
a x', depuis ;r' = o jusqu'à ;r' == t x .r' ensuite par rap-
port à x", depuis ;r"= o jusqu'à .r"= i x .r et ainsi de

suite, ce qui donne pour dernière intégrale

On aura donc, pour la probabilité que la facilité x sera comprise dans

des limites données,

l'intégrale du numérateurétant prise dans l'élendue de ces limites t't
celle du dénominateur étant prise depuis x = o jusqu'à .r= i orcette
probabilité se déterminera par la formule de l'article XVIII en y chan-

géante en i et q en <<-<'+.+/ t.



Examinons présentement la correction qu'il faut faire a une nou-
vcHc observation fxite avec cet instrument supposons qu'il soit ux
quart de cercle et que, en prenant un grand nombrede fois une monc
hauteur apparente a, on ait trouvé entre cette hauteur et la hauteur
réelle n différencesqui s'étendent depuis a ?! jusqu'à a +- a'. Sup-

posons de plus que, en partageant l'intervalle a+at' en n– t parties

très petites, on ait trouvé que t'erreur –atacté répétée i fois; que l'er-exa-+-1:tétérépétéeïfois; que l'ei-reur(()(a ::1.')rcur et -+-
~a été répétée <' fois; que l'erreur et -+-

a été répétée t"fois et ainsi de suite; soient enfin x, x', x", tes faci-

tités de ces erreurs. On aura, par l'article XIV,

pour la probabilité que l'erreur d'une nouvelle hauteur a, observer

avec ce quart de cercle, sera M, les intégrales du numérateuret du

dénominateur étant prises pour toutes les valeurs possibles de x, -r'.;r" ce qui revient à intégrer l'un et l'autre, d'abord par rapport

à x, depuis x = o jusqu'à x = ;r' ;r" ensuite par rapport

à x', depuis x' = o jusqu'à ;r' = i ;r" et ainsi du reste. On

trouvera de cette manière que la fraction précédente se réduit–L! cette quantité exprime donc ta probabilité qu<'
-t- <)-<)-+/< -t-

l'erreur de l'ohservation sera a; en y changeant i successivement

en < i", et réciproquement, on aura tes probabilités que l'erreur

de l'observation sera a -+- ou x -r- ? On con-
là -1 n

cevra donc élevées sur les extrémités et sur chacune des divisions df

l'intervalle oc + a' des ordonnées égales ou proportionnelles à ces
probabilités et dont les extrémités, à cause de la petitesse des divi-

sions, formeront sensiblement une ligne courbe; cola posé, l'abscisse

dont l'ordonnée partagera l'aire de cette courbe en deux parties égales

sera, par l'article XXIX, celle dont il faut faire usage, en sorte que, si

l'on nomme cette abscisse comptée depuis l'origine de l'intervalle



x -t- &' qui rcpond à l'erreur a, la correction qu'il faudra faire a ia

hauteur observée a sera h a et, par conséquent, il faudra supposer
la hauteur réelle <gate a a + u.

t)c )a résulte cette reg)e fort simple pour corriger finstrument
.4/OH~sc<<tnKe/e/i< les yHfï/!«<e$ -w'+ 2, ~-t- <"+ 2, i"+ <+- 2,

yM~M'a ce que :'OM ~~e: parvenu à «/!<' M/M/c égale ou ~~e'~a~c/~
plus petite d'une ~H(!n<«e~t~/cuHyue p. que la /7:o!<t6'</<? la ~oww«

.So/en< r le nombre (les yHa~<~ t -)- t' ~i, t + i" -t- 2, <yMe ~'o~ aM/-c~

<H/«!/OM<€'<?~; 1 le nombre des parties co/:<p/:MM dans et; la cor-

rection yM'<7y<ïH< y<!<re ci la /<at«ct<r o;<, ce qui ~et'te/~ ~H w~Mp,

yMan~c <y/<'<7yaM< /«< r/oM<c/' sera, à très peu près,

Si, au lieu de fixer la véritable hauteur au point de l'abscisse dont
t'ordonnée divise l'aire de la courbe en deux parties égales, on la

tixait au point dont t'ordonnée passe par le centre de gravité de cette
aire, on aurait la même correction que donne la méthode des milieux
arithmétiques cette méthode revient donc, dans ce cas, à prendre

pour milieu le point où la somme des erreurs en moins, multipliées

par leurs probabilités, est égale à la somme des erreurs en plus, mul-
tipliées par leurs probabilités.

Lorsqu'une fois on connait la loi de facilité des erreurs d'un
instrument, on peut en conclure celle des erreurs d'un résultat quel-

conque déduit d'observations faites avec cet instrument, tel que le

midi conclu par deux hauteurs correspondantes. En effet, si t'en

nomme s'. tes erreurs des observations que nous suppose-
rons ici très petites, la correction qu'il faudra faire au résultat sera
A~-t-A~t- A"~+. A. A', A", étant des coefficients constants
dépendant de la nature du résultat que l'on déduit des observations.



Si l'on suppose cette correction égale à x, on aura

n ne s'agira plus ensuite que de déterminer, par la méthode de l'ar-
ticle VII, la probabilité de cette équation au moyen de la loi de faci-.

lité des erreurs s"; on aura ainsi pour cette probabilité une
fonction de .p. que nous désignerons par ~(.c). en sorte que l'équa-
tion de la courbe des probabilités des valeurs de x sera ~==~(a?).
Maintenant, si l'on prend l'intégrale /y<~r pour toute l'étendue des
limites dans lesquellesx peut varier, f'abscissc qui divisera en deux

parties égales la surface que représente cette intégrale sera ta cortec-
tion qu'il faudra faire au résultat proposé.

Aj -i- A'+ A"+.=.E.
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