Soit I'équation 3x2+1=y2 (x ;YJIN2 (1)

3*02+1=1=12

Donc (0 ;1) est une solution particuliére de (1)

On suppose que (a ;b) est un couple solution dévidantrons alors que (2a+b ;3a+2b) est
solution de (1)

On a alors 3(2a+b)?+1=3(4a2+4ab+b?)+1=12a2+12ab43h2

Or (a ;b) est solution de (1) donc 3a2+1=bh2

On a donc 3(2a+b)2+1=9a2+12ab+3b2+b2=9a2+4b2+13ab2p)?

(2a+b ;3a+2b) est donc solution de (1)

Soit (Un)rIN et (Vn)nJIN les suites définies par récurrence par :
uo=0

V0=1

Un+1=2Un+Vn

Vn+1=3Un+2Vn

Montrons par récurrence que pour toulid, (Un ;Vn) est solution de (1) :

Initialisation :

Vérifions cette propriété pour n=0

(0 ;1) est solution de (1)

La propriété est donc vraie au rang 0.

Caractére héréditaire :

Supposons que (Uk;Vk) est solution de (1) pdul\:

Comme d’apres I'hypothése de récurrence (Uk;Vkxehkttion de (1) alors
(2UKk+VK ;3Uk+2VKk) est solution de (1)

Or Uk+1=2Uk+Vk et Vk+1=3Uk+2Vk

Donc (Uk+1 ;Vk+1) est solution de (1)

La propriété est donc vraie au rang k+1

Conclusion :
OOndIN, (Un;Vn) est solution de (1)

Comme Un+1-Un=Vn>0 pour toutHN, (Un) est strictement croissante

On suppose gu'il existe (k;k))OIR3 tel que kUn+1+k’'Vn+1g(kUn+k’Vn) COnOIN
& k(2Un+Vn)+k’(3Un+2Vn)=kUn+ak’Vn CNCJIN
&Un(2k+3K’)+Vn(k+2k)=akUn+ak’Vn OnOIN

On procede par identification pour affirmer que

2k+3Kk’'=ak et k+2k'=ok’

<K'(2k+3K")=k(k+2K") et k+2k'=ak’

& 3k’2=k? et k+2Kk'=ok’

<>k=v3k’ ou k=+/3k’ et k+2k'=ak’

< k=V3k’' et a=2+/3 ou k=+/3k’ et a=2-V3

Soient Xn=/3Un+Vn et Yn=¥3Un+Vn OnOIN

(Xn) est la suite géométrique de premier terme¥a30+V0=1 et de raison 28
(Yn) est la suite géométrique de premier terme YB50+V0=1 et de raison 23
Donc Xn=(2+/3)" et Yn=(2+3)" On0IN

Xn+Yn=2Vn UnUIN



SVN=[(2+/3)"+(2-V3)")/2 OnOIN
Xn-Yn=2v3Un OnUIN
SUN=[(2+/3)™-(2-v3)")/2v3 OnOIN

2+/3>1 donc lim((2+3)")=+
oo
-1<2+/3<1 donc lim((2¥3)"=0
SFo0

D’apreés les régles opératoires sur les limitesUim&+eo
N> +oo

Montrons qué InfIN, [KOIN tel que Ulsn<Uk+1 :
UO0=0=>[In0IN, CkOIN tel que Ulken

lim(Un)=+c0 donc (Un) est non majorée

n->+oo

Par conséqueninJIN, [k OIN tel que n<UK’

Soit mJIN

Soit E={Uk>n, KJIN}

E est non vide cadnlIN, [KOIN tel que Uk>n

Or comme EIIN, alors E admet un plus petit élément

Soit k I'entier tel que Uk+1 soit le plus petit élént de E

Comme (Un) est strictement croissani&,[JIN, tel que k=k+1, Uk'’=Uk+1>n
Or OnOIN, Ck” UIN tel que Uk’<n

Donc[k™ [OIN tel que k’<k+1

Par conséquent KN

Comme (Un) est strictement croissante, Uk<Uk+1 lotLest le plus petit élément de E donc
UKOE

D’ou Uksn

Il en résulte quékIN tel que Ulken<Uk+1OndIN

Raisonnons par I'absurde et supposons gu'il existentier k distinct de UnnOIN solution

de (1)
Donc[hOIN tel que Uh<k<Uh+1

Montrons que si (2a+b ;3a+2b) est solution de Idnsga ;b) est solution de (1) avesla
On a alors 3(2a+b)2+1=(3a+2b)?

< 3(4a2+4ab+b?)+1=9a2+4b%+12ab

<12a2+12ab+3b2+1=9a2+4b2+12ab

< 3az+1=h2

(a ;b) est donc solution de (1)

On pose A=2a+b et B=3a+2b

On aalors::

b=A-2a

Donc B=3a+2(A-2a)=3a+2A-4a=-a+ZAa=2A-B

Aussi b=A-2(2A-B)=A-4A+2B=2B-3A

Donc si (a ;b) est solution de (1) alors (2a-b+28 est solution de (1) avec 2aéb



Soient (Kn)lIN et (K'n)nIN les suites définies par récurrence par :
KO=k

K'0=v(3k2+1)

Kn+1=2Kn-K'n

K’'n+1=-3Kn+2K’n

Montrons par récurrence que pour toulid tel que Kr20, (Kn ;:K’'n) est solution de (1) :

Initialisation :

Vérifions cette propriété pour n=0

(k ; V(3k2+1)) est solution de (1)

La propriété est donc vraie au rang 0.

Caractére héréditaire :

Supposons que (Kk;K’k) est solution de (1) polti¥ et Kn+1=0:

Comme d’apres I'hypothése de récurrence (Kk;K'k)sedution de (1) alors (2Kk-K'k ;-
3Kk+2K’k) est solution de (1) comme 2KKk-K0

Donc (Kk+1 ;K’k+1) est solution de (1)

La propriété est donc vraie au rang k+1

Conclusion :
OOndIN tel que Kre0, (Kn;K’n) est solution de (1)

[ChOIN tel que Uh<k<Uh+1
Montrons par récurrence qumOIN tel que kn, Uh-n<Kn<Uh-n+1 :

Initialisation :

Vérifions cette propriété pour n=0
Uh<k<Uh+1

La propriété est donc vraie au rang 0.

Caractere héréditaire :
Supposons que Uh-n<Kn<Uh-n+1 avedN et hen+1

On raisonne par I'absurde et on suppose que Kdtin
Soit f :xp>2x+V(3x2+1)

Dérivabilité :

X|=>2x est dérivable sur R

Comme xPVx est dérivable sur ]0 ¢4, alors xp>V(3x2+1) est dérivable lorsque
3x2+11]0 ;+oo[

&xOIR

Par conséquent f est dérivable sur IR comme sonenfiendtions dérivable sur IR
On a donc f'(x)=2+3x/(3x2+1) OxOIR

DoncOxOIR+, f(x)>0 donc f est strictement croissante B

Ox]-00 ;0], f'(X)=2-3(-X)V(3(-x)2+1)

On pose X=-x>0

Pour tout XJIR+, 4(3X2+1)-9X2=12X2+4-9X2=3X2+4>0



&4(3X2+1)>9X?2

&2V(3X2+1)>3X comme X>0 ef(3X2+1)>0

2>3XN(3X2+1) comme }(3X2+1)>0

< (x)>0

Donc[x[]-00 ;0[, f(x)>0 donc f est strictement croissante kuar ;0[
Il en résulte que f est strictement croissantdRBur

f est stritement croissante sur IR donc f(Knzf{JJh-n)
< Kn=Uh-n+1
Ce qui est absurde

On raisonne par I'absurde et on suppose que Kdhin-1
f est stritement croissante sur IR donc f(Kref(yh-n-1)
< Kn<Uh-n

Ce qui est absurde

Donc Uh-n-1<Kn+1<Uh-n
La propriété est donc vraie au rang n+1

Conclusion :
OndIN tel que kzn, Uh-n<Kn<Uh-n+1

Par conséquent pour h=n, Uh-h<Kh<Uh-h+1
&0<Kh<1
Ce qui est absurde comme Kh est solution de (1)

L’ensemble des solutions de (1) est donc {(Un ;Mni)N}
Soit {[(2+V3)"-(2-V3)"/2V3;[(2+V3)™+(2-V3)"]/2 | nJIN}



