Correction concours général mathématiques 2010

Exercice 1

remarques préliminaires

Si 2 cercles de centre O et O' sont tangents ealés O,A et O' sont alignés

Donc G D O3 sont alignés et F {30, sont alignés.

(BO,) et (EQ) sont paralléles car toutes deux perpendiculaires

sikk'# 1, la composée d'une homothétie de rapport kueedhomothétie de rapport k' est une
homothétie de rapport kKk'.

On notera par clarté;R=R) , R (=) et R = (r') les rayons des cercles de centfe G et G; .

1. Soit H le projeté orthogonal de F sur la perpardire a (AC) passant panO
(FH) coupe (BE) en H'. FH < k@ O,C, donc FH' < BC
donc BH'FC est un trapéze non parallélogramndeett(CF) sont sécantes.

remarque : de la méme maniere, on peut montrer qgiI€ R, , doncR< R <Ry

2. Soit h I'homothétie de centre C qui transformenBA. Son rapport e%% =%
2
L'image par h du cercle de diamétre [BC] eselele de diamétre [AC] , donc lI'image\dest .

Soit h' 'hnomothétie de centre F qui transfo@en Q. Son rapport e% :%
1 1

L'image par h' du cercle de centregassant par F est le cercle de cenyp&sant par F, donc
l'image dd esty



3. Le rapport des rayons des deux cercleg—%stl, donc les deux rapports possibles des
2

homothéties cherchées séﬁtou—% .Par une homothétie , I'image d'une droite est
2 2

une droite parallele, donc I'image de (BC) asirbite (EQ)

Il n'y a donc que deux possibilités :
i) O, a pour image @, C a pour image E et le rapport de I'homothéﬁe%
2

SoitQ le centre de cette homothéti963 = —% QBZ , ce qui définiQ de maniére unique
2

comme barycentre de {{®B,) (O;,R3)} doncQ =D
On vérifie ensuite que cette homothétiadfarme effectivementeny.

i) Le rapport de I'hnomothétie egi , 'image de B est E et celle de @ G;
2

% x% =% # 1, donc h' o h (h et h" homothéties de la queg)ast une homothétie de
2 1 2

rapport=, et qui transformg eny (il suffit d'appliquer h puis h') .
3 [ f (il suffitd li h puis h')
2

L'image par h' o h de B est l'intersectierlalparalléle a (B9 passant par £xt dey ',
c'est E car le rapport de h' o h est podiifhage de @est Q, donc h' o h est I'unique

homothétie de rapp(%? qui transformey eny'.
2

Le centre de h est C , donc la droite (& gwbalement invariante par h
Le centre de h' est F, donc (CF) est iavaiel par h', donc (CF) est invariante par h' o h,
donc elle contient le centre de h' o h

Le centre de h' o h est donc l'interseatiel{CF) et (BE), c'est le point G .

remarque . On en déduit de plus que (D , G; et G sont alignés.

4. C,D et E sont alignés car E est I'image der@lp@amothétie de centre D et de rappo%é
2

Par 'nomothétie h', Iimage de A est E ,dArE et F sont alignés.
Par I'homothétie de centre G qui transfoyreay , I'image de C est le point E' de (CG)

diamétralement opposé a E guret EE'F est un triangle rectangle , donc (EFAFE) est
perpendiculaire a (E'F) = (CG)

Dans le triangle AGC , on connait donc 2 hanst€AF) et (BG) , qui se coupent en E.

(CE) est la troisieme hauteur , elle est pedrilaire a (AG).

| est le milieu de [BE] etQle [BC] , donc (IQ) // (EC) , donc (IQ) est perpendiculaire a (AG) .
Dans le triangle AG£, on a donc 2 hauteurs (et (BG) qui se coupent en |

La troisiéme hauteur est donc (Al) , ellepspendiculaire a (§D3) donc a (GD)

(G) est parallele a (CD) déja vu et (CD) est perpanidire a (BD) , car D appartient au cercle de
diamétre [BC] , donc (4D est perpendiculaire a (BD) et commg &3t équidistant de B et D , {0
est la médiatrice de [BD], donc IB=1D = IE

Donc (IQ) est la médiatrice de [DE] , donc par symétrierpaport a (1Q) ,

0/35I = O/3EI =90°, donc (ID) est perpendiculaire &P = (O,03) donc (Al) et (ID)
perpendiculaires a §Os) sont confondues



5. On en déduit facilement que les triangles ABEBI sont isométriques

AIB = DIG (angles opposés par le sommeP)/B?G =IDG = 90° donc ils sont semblables avec un
cOté égal IB = ID , donc ils sont isométriqudsnc AB = GD

6. Soit R, R; et R les rayons des cercles de centig O, et G; .
G est le centre de I'hnomothétie de rapEér,tdoncG@ =% 662
2 2

R3
oG Ray _Rs ~ ¢ __ R _RsR, + R
d'ouGO; (1-=%) ==20,03 , donc GQ= x (R, + SSAcAvEEAE
Os ( Rz) R, 0203 Q R (R + Ry) R, - Ry
R>
i - _RsRy + R _2RRs3
usGD =G+ DO =—"——+ Ry =—-—>
P Ro - Rs Ro - Rs
Or AB = 2R - 2R, , donc 2R - 2R, = 2 ReRs.
Ro - Rs

dOﬂCZBR3:2R1R2—2R22—2R1R3+2R2R3
donc 2 RRs =2 RR, - 2 R?

2
doncR=R, —F;—Z =R(1 —%) soit avec les notation de I'énoncé rfk—r%
1 1

Exercice 2

1) avec n = 3 points , un seul triangle ABC do3g 1
avec n =4 points A,B,C et D
on peut construire 4 triangles ABC , ABD , A@DBCD et on vérifie que 2 triangles
guelcongues ont deux sommets en commun doncté#

2) Avecn=5pointsA,B,C,D,E
Parmi les t(5) triangles construits , 2 prihasard ont au moins deux sommets en
commun. On peut supposer ABC et ABD

Avec 5 sommets, on peut construire 10 triangles

ABC ABD ABE ACD ACE ADE BCD BCE BDECDE

Parmi les t(5) triangles construits , 2 quelconqu@s?2 sommets en commun

Par exemple ABC et ABD . La construction de cexdaangles élimine les triangles

ACE , BCE , BDE et CDE , il reste ABC ABD ABE AXet BCD

Si on choisit ABC , ABD et ABE , on doit éliminerGD et BCD

Si on ne construit pas ABE , on peut construire AB®GD , ACD et BCD .

En conclusion le plus grand nombre de trianglesl'queouisse construire avec 5 points est 4
donct(5)=4.

Avecn=6pointsA,B,C,D, E, F, en pragétdde méme , on obtient t(6) = 4

Par exemple ABC , ABD , ABE et ABF

Soit P(n) la propriété : {£t(3)<3, 2<t(4)<4, ....... , = 3<t(n—1)<n-1}. P(7) est vraie
Supposons que pour un certain entierf, P(n) soit vraie

Pour n sommets X ..... , X%, avec n>7 , on part de 2 triangles ayant 2 sommets emmaamX; et X, ,
X1 Xo X3 et X3 Xy X4

On peut constituer 4 groupes de triangles

Groupe 1: X X, X3 et X3 Xz X4

Groupe 2 X X3 XzetXo Xz Xy

Groupe3:)£X2X5,X1X2X6, ......... , X1 Xo Xp

Groupe 4 : triangles constructibles avec leshpoints %, X, ....... , Xn



Pour construire des triangles répondant a la regbepart des deux triangles du groupe 1
1*" choix : on choisit les triangles du groupe 2 gaeélimine tous les triangles du groupe 2
et on utilise tous les triangles du groupe 4 ,welqnne 2 (groupe 1) + 2 (groupe 2) ++A)
(groupe 4) , donc on obtient 4 + ) triangles .

et on a l'encadrementn6<t(h—-4)<n-4,doncn-2<4 +t(n-4)<n

2°™choix : on ne choisit pas les triangles du gra2ipenais ceux du groupe 3

Si on choisit X X, Xs, on doit éliminer tous les triangles du groupseéc X , et il restera la possibilité
de construire t(r 5) triangles du groupe 4

ce qui donnera (groupe 1) + 1(groupe 3) +t6) = 3 + t(n— 5)

Si on choisit k (kK n— 7) triangles du groupe 3, on doit éliminer k sogterdu groupe 4 , et il restera la
possibilité de construire t 4 — k) triangles du groupe 4

ce qui donnera 2 + k + tth4 — k) triangles constructibles avec n sommets
mais2+k+t-4-k)<2+k+n-4-k=n-2

Sion choisit kd{n -6, n-5; n—-4}, on ne peut plus construire de triangles darggoupe 4 , donc
le nombre total de triangles constructibles eshaux k + 2<n-4+2=n-2

donc P(n+1) est vraie , donc pour tout n , {m)

De plus c'est la premiere méthode qui donne legusiangles pour tout n ;
donc t(n) =4 + t(n- 4)

Puis on montre par récurrence que pour tout ektiet

t(4k) = 4k , t(4k + 1) = 4k , t(4k + 2) = 4k , t(4k3) =4k + 1

3) On rajoute ensuite la condition sur le non-rgesaent des triangles

Avec 4 sommets , on obtient 3 triangles qus@eecoupent pas

doncu(4) =3

On ne peut plus rajouter de triangles a cette déigimon les triangles supplémentaires auraieneuh s
point commun avec des triangles déja construits .

1A A NAA

Avec un 8™ point & |Avec un 6™point, |Avec un ™point | Avec un 8™ point
partir de cette figure,| on a encore u(6) = 3|u(7) =4 u8) =6

on ne peut construire
de triangles
supplémentaires
u®b)=3

4) A la condition de ne pas pourvoir faire mieuwupno = 5,6,7 ou 8 , on pourrait ensuite
montrer par récurrence que
u(4k) = u(4k+1) = u(4k + 2) = 3k et u(4k +3Bk + 1



Exercice 3

1. a. la probabilité qu'il n'y ait pas compatil@lést 6abc
(pour les 6 cas ABC , ACB, BAC , BCA, CAEBA)
donc la probabilité qu'il y ait compatibdliest p = 1 — 6abc

b. minorer p revient a majorer abc
abc = a(t a- c)c = ac- a?c— ac?
Soit ¢ un réel donné [0;1]
On posep(x) = cx— cx2— c2x de dérivég(x) = — 2cx + ¢— c2 fonction affine qui s'annule

; €. On en déduit le tableau de variationgdsur [0;1]

X 0 =—C 1

pour X =

¢(x) + 0 -

@x)
X . /

donc abc #(a) < (L(l > C)

5= 5959 o595

Soit f(x) = X — 2x2 + x de dérivée f'(x) = 3x24x + 1 = 3(x—% )(x — 1) (aved)

On en déduit le tableau de variation de f

X o % 1
f(x) T 0 -
4
f(x) 27 \
0 / a

4 _f(© q(l C) 1 6_2
doncf(c)< doncq( > ) 4 §27 et donc abc g(a) < > <27 donc 6 abg >7-9"

donc 1- 6abc> 1 —% , ce qui donne finalemenng

2. Etude du premier scénario
(a) Les cas ou la descendance est A et les par@misatibles se produit lorsque les parents
sont: AAA, AAB, ABA, BAA, AAC, ACA, @A ce qui donne pour probabilité
a+ 3db,  + 3&c, =a’(a+3b+36) etavech+ G =1-a
=&a + 3(1- a)) = a°(3 - 2a)

La probabilité que la descendance soit de &ypachant que les 3 parents sont
compatibles est dong.a= P(descendance estrAparent_s compatibles) a"(3 — 2a,)
P(parents compatibles) 1 - 6abnc,

De méme pourb; et G1 .




(b) Soit f(x) = x2(3— 2x) = 3x2— 2x° de dérivée f '(x) = 6% 6x2 = 6x(1- X)
X 0 1
f'(x) +

1
f(x) /
0

SoitP(n)"0<g<b,<g<1" pourn entier naturel
P(0O) est vraie par hypothese

Supposons que pour un certain entier naturél(n), soit vraie
0<g<hb,<a<1,doncfétant croissante sur [0;1] , O f)fcf(b,) < f(a,) < 1
donc en divisant par-16a,bnc,, on obtient 0 < gy < b1 <as1<1

On a montré par récurrence que pour tout natuy@ < g<h,<a <1

donc pour toutn, pa b, +¢ >3g , donc 3g<1etg<%

et nabn+q1<3a],doncl<3aeta>%

2h< ga+b=1-¢ <1, donc,b<%

by =2 (3= 23) _b’(3—2y) _3(a2-b?) - 2(a° = bn)
1-6abc, 1-6abnch 1 - 6abncn

1
Or 1-6abci<1,donc——>
a1 nCn 1 - 6a]ann

donc @+1— bnr1> 3(82 - b?) — 2(&° - byY) = 3(a — bn) (@, + ) — 2(& — by)(a? + abn + b?)
donc®eL= et > 3(a, + ) - 2(37 + abn + B7) = 3@ + B) = 21(a + B~ 4]
=32 ¢) — 2[(1 - cn)?— anby]

=1+ e 262+ 2ab,
of et b, > ¢, donc 2a@b, > 262

donca‘”LE:+l >1+6G-2G2+262>1+¢6>1,donc (a— by est croissante

(C) h+1 —

De méme %Z:*B1+b.—2b12+2a,cn:1+b](1—2b1)+2a,cn>1carla<%

donc la suite (g ¢,) est croissante



(d) On en déduit que la suitg ¥ &, — b, + & — ¢, est croissante
Orv=3a-1,donc az—V”; 1
La suite (g est croissante et majorée par 1, donc elle estergente de limite A
(a — by) est croissante et majorée par 1, donc convezgatdnc h= (b, — &) + &, est
convergente comme somme de suites convegyedeelimite B

De méme on montre que la suitg ést convergente de limite C

et (g) est croissante

Les relations de récurrence montrent ersatili lim A, = lim A1 = A

fA _A}3-2A)
1-6ABC
B2(3-2B
B :J—) i = N =
qUE) 1 - 6ABC et la relationmar by + G, = 1 entraine A+ B+C=1
C= C3(3-20)
\ 1-6ABC
Supposons £0 , alors C(3- 2C) = 1- 6ABC zg d'aprés 1)b)
d'ou apres simplification 18€27C + 7< 0 soit C[] [% %] (avech)
1 1 1 2
— < = = + =
Or pour tout n ,nc<3, doncC_3, donc C 3 etA+B 3

A(L - 2AB) = A2(3- 2A)
B(1 - 2AB) = B2(3- 2B)

Pour tout n ,na>% , donc A# 0, donc 1- 2A(§ -A)=A(3-2A)

On remplace C p%r dans le systém%

puis 12 A= 13 A+ 1 =0 ce qui donneAzlouAl%
A=1donne B =1 et A -1 impossible car A?i
3 12 ~3

On vient de montrer par I'absurde que(@, donc A = A2(3- 2A)

A# 0 donc 1= A(3- 2A) = 2A2—3A+1=0- AzlouA:%

La solution A =B % est impossible car la suite, fab,) est croissante

donc pour tout n , & b, > a — by et par passage a la limite B>a-by>0
SOoitA>B

Il reste donc la solution A = 1 et B =t0on vérifie que (1,0,0) est solution du systéeme



3. Etude du second scénario

(a) Les cas ou la descendance est A et lestparempatibles se produit lorsque les parents
sont: AAA, ABB, BBA, BAB, ACC, CCACAC ce qui donne pour probabilité

_ 2 + 3a(b? + 6?) _b’+3@2+6?) . . _Go+3G@a+h?)
a+l et Q"'l l +1
1 - Ga]ann 1 - Ga]ann 1 - Ga]ann

on a@i+ by + G = 1 (propriété des probabilités)

(b) On considéere la propriété P(n) : "1>&, > ¢, > 0"
P(0) est vraie par hypothese

Supposons P(n) vraie pour un certain enagurel n

@+1— bns1 est du signe dea+ 3ab.2 + 3ac2 — by’ — 3bha2 — 3hc2
= (& — bn)® + 3aC:2 - 3byc?
= (& — bn)® + 3G3(a — b)) > 0 car a> by

de mémeb; — .+ est du signe (b- ¢,)® + 3a2(b, - c) >0 carh> ¢,

donc &1>bn1> G >0 (cara, byetg>0)
et 'égalité a; + bh+1 + G+1= 1 entraine 1 >y

donc P(n+1) est vraie

(C)Cn+l=Cn2+3a12+3b12
Cn 1 = Bawbncy
posonsa=a,h=betg=c ,a+b+c=1

majorons le dénominateur

1- 6abc = 1- 6a(1- a- c)c = 1- 6ac + 6a2c + 6ac?
Comparons avec-16c2 + 128 = 1- 6¢2 + 6¢ + 6C

1- 6abc- (1 - 6¢2 + 128) = 6¢2- 6ac + 6a2e- 6C + 6ac™ 6C°
= 6¢(c— a) + 6¢(az c?) + 6¢3(a-C)
=6c¢c(c-a)[l-(a+c)-c]
=6¢c(c-a)(b-c) <0 car0<c<b<a
donc + 6abnc, < 1- 662 + 126° = g(G)



minorons le numérateur
c?+3a?+ 3b2=c2+ 3a? + 3{h—C)?
= 4c? + 6aba— 6C + 6ac + 3
donc c2 + 3a2 + 3b2@ -3c +g czj :g Cc2 + 6az 6a— 3c + 6ac +:2°:
3. 3
=c2-3c+2 + +c1
> c2-3c > 6a(a+c 1)

:g (c—1)2+6a(c-1) + 6a2
(e - 12 + 4a(c- 1) + 42

=:2°:[(c— 1) +2aP>0

donc c2 + 3a2 + 3&2% -3c +§ c2

2
en revenant aux notationg ¢ 3a” + 3h° > f(c,)

On a montré quett 3a° + 32> f(c,) > O (calculerh de f)

et 0% <1-6abnc<9(q),

1 1
done >
1-6absc, ~ 9(G)

2 2 2
donc par produit des iné alitc%' * 33" + 3 zf(C”) doncC”+12f(C”)
parp J 1-6abcn — 9(G) ch  9(c)

o f(x) _ 2f(x) _ 5x2-6Xx + 3
(d) Soit g(X) 29(x) 24X - 12x2 + 2

Etudions t(x) = 2f(x} 2g(x)
= 5x26x + 3 — 24x% + 12x2— 2 =— 24x% + 17x2- 6x + 1 sur [0;1]
t'(X) == 72x2 + 34x- 6 de discriminanf < 0 , donc t'(x) < 0 suR

X

Wl

t'(x) -

t(x) T

-12

donc pour tout X [0%] ,t(X)> 0, donc 5x% 6x + 3> 24x° — 12x2 + 2
donc 24%- 12x2 + 2 étant > 0 sur @; (dérivée et variation évidente)

on en déduit que surgp;, ;i(%z 1



Or on sait depuis 2) b) que 18k, > ¢, > 0 entraine que 0 < sl

3
doncg(cil> 1, donc®! > 1 et la suite (0 est croissante

Cn

La suite (¢ est donc croissante et majorée%ardonc elle est convergente verg G

(car g> co > 0 entraine par passage a la limite>Gy > 0)

ca [O;%] , donc d'aprés I'étude de—fl(—l> 1

g(C)
C f(c .
Mais—=t > entraine par passa ealallmlte>—%—l f et g continues
°C, o) Par passag o) :
f(C 1
donci—z =1 ,donct(C)=0, donc C=
®) ©) 3

De a+ b, + G =1, on déduit que la suite,(&h,) a pour Iimiteg

3
_a° + 3abe? + 3ac2 + by’ + 3ha? + 3hce?
1 - 6a,b,Cy
2+ by’ + 3abn(an + 1) + 362(an + by)
1 - 6abncy
(an + b)(@? = anbn + B:?) + 3abn(an + by) + 36%(@n + bn)
1 - 6abncy

&1+ Do =

w1+ l:h+1: a2 — &b + b2 + 3abn + 362
a1t bhe _ (&0 + bh)? + 362
a’] + b’] 1 - Ga]ann

donc

h+1
+ by

posons 4= (& + bh)? + 362, lim u, = ( ) {3j
1-th

u Vn
t1- = n =
et 1- 6abCn v , donc aby, 6C,

pPOsoNS V= a“; Jimvy=1

, donc lim gb, =

N‘
LOl\l
Ol

On a donc lim (a+ by) :% et lim aby, =

Ol

On en déduit successivement lim<d,)?2 :g et lim 4ab, =g

Or(@-by)2=(a+h)2-4ab, donclim(@-b,)2=0,donclima-b,=0

De|ima+m:§ et Iima,—bn:O,ondéduitlim,a+h1+a1—bn:%

. _2 ) _1 o _1
donc lim 2@—3 ,donclima 3 etenfinlim B 3



