PROBLEME III
Des chiffres pour des lettres

Un mot de longueur n est une suite de n lettres choisies parmi les 10 lettres A, B,C,D,E,F,G,H, 1, ]. Par
exemple, BEC, JJCD, AFFICHAGE, ABCDEFGH 1] sont des mots de longueurs respectives 3, 4, 9, 10.
Une attribution du mot w est un nombre dont I'écriture décimale est obtenue en remplagant chaque lettre
de w par un des chiffres 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, de sorte que des lettres identiques sont remplacées par
le méme chiffre et que deux lettres distinctes sont remplacées par des chiffres différents. Il est permis que
le premier chiffre de I'attribution soit égal a 0. Par exemple, 121 et 040 = 40 sont deux attributions pour
le mot GAG, mais 333 et 452 n’en sont pas; 555 et 000 = 0 sont des attributions de AAA, mais pas 112 ou
789.

Soit d un entier strictement positif. On dit que le mot w est un bloqueur de d si toute attribution de w est
un nombre non divisible par d. Ainsi le mot w = AABCA n’est pas un bloqueur de d = 4, car 66716 est une
attribution de w qui est divisible par 4.

1° a) Montrer que le mot AB est un bloqueur de d = 100.
b) Montrer que tout nombre d’au moins trois chiffres admet un bloqueur.

Le nombre d > 0 est dit mauvais s'il admet au moins un bloqueur. Sinon, on dit que d est bon. La question
précédente montre que tout nombre d’au moins trois chiffres est mauvais.

2° a) Montrer que 10 est bon.
b) Montrer que 8 est bon.
c) Montrer que le mot AAB est un bloqueur de 27.
d) Montrer que le mot ABBAB est un bloqueur de 32.
e) Un diviseur positif d'un nombre bon est-il forcément bon ? Un diviseur positif d'un nombre mau-
vais est-il forcément mauvais ?

Si k est un entier strictement positif et si X est une lettre, on note X* le mot XX ... X formé de k lettres X.

3° a) Soil p un nombre premier supérieur ou égal a 7 et soit w le mot défini par :

w=AAAP2BAP2CAP2DAP 2 EAP 2 FAP 2 GAP HAP > TAP 2 JAP ™2,
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Montrer que w est ur?%loqujéur de °p 1 ¢ < 5 3 L
On pourra utiliser librement le petit théoréme de Fermat : si x est un entier non divisible par p,
alors p divise xP~' - 1.
b) Montrer qu'il existe au plus 27 nombres bons.
4° Soit w un mot de longueur 7, et ¢ une attribution de w.
On note a' l'attribution de w obtenue a partir de a en permutant circulairement, dans cet ordre,
les chiffres 0,1,2,3,4,5,6,7,8 sans toucher aux 9 : autrement dit, dans I'écriture décimale de a, les
chiffres 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 sont respectivement remplacés par 1,2,3,4,5,6,7,8,0,9. Par exemple, si
n=>5 et a=01789, alors a’' = 12809.
Soit k£ le nombre d’apparitions du chiffre 9 dans I’écriture décimale de a.

a) Si a est congru a r modulo 9, a quoi est congru a’ modulo 9?

b) En déduire que si k n'est pas congru a n modulo 3, alors il existe une attribution de w divisible
par 9.

¢) Montrer qu’il en est de méme si k est congru a n modulo 3, mais pas modulo 9.

d) Montrer que 9 est bon.

5° Montrer que 18 est bon.

6° Montrer que si un nombre est mauvais, il admet une infinité de bloqueurs.

Pour information, on peut montrer qu'il existe exactement 22 nombres bons. Ce sont les diviseurs positifs
des nombres 18, 24, 45, 50, 60, 80.
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