
DM5 de mathématiques TS

à rendre le lundi 6 novembre 2017

Exercice 1 :

Le but de l’exercice est de montrer que l’équation (E) : ex =
1

x
, admet une unique solution dans l’ensemble

R des nombres réels, et de construire une suite qui converge vers cette unique solution.
I. Existence et unicité de la solution
On note f la fonction définie sur R par : f(x) = x− e−x.

1. Démonter que x est solution de l’ équation (E) si et seulement si f(x) = 0.

2. Étude du signe de la fonction f

(a) Étudier le sens de variations de la fonction f sur R.

(b) On admet que l’équation (E) possède une unique solution sur R, notée α. Démontrer que α appartient

à l’intervalle

[

1

2
; 1

]

.

(c) Étudier le signe de f sur l’intervalle [0 ; α].

II. Deuxième approche

On note g la fonction définie sur l’intervalle [0 ; 1] par : g(x) =
1 + x

1 + ex
.

1. Démontrer que l’équation f(x) = 0 est équivalente à l’équation g(x) = x.

2. En déduire que α est l’unique réel vérifiant : g(α) = α.

3. Calculer g′(x) et en déduire que la fonction g est croissante sur l’intervalle [0 ; α].

III. Construction d’une suite de réels ayant pour limite α
On considéra la suite (un) définie par : u0 = 0 et, pour tout entier naturel n, par : un+1 = g (un).

1. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n : 0 ! un ! un+1 ! α.

2. En déduire que la suite (un) est convergente. On note ℓ sa limite.

3. Justifier l’égalité : g(ℓ) = ℓ. En déduire la valeur de ℓ.

4. À l’aide de la calculatrice, déterminer une valeur approchée de u4 arrondie à la sixième décimale.

Exercice 2

Partie A
Soit f la fonction définie sur R par

f(x) = ex − x− 1

et soit (C) sa courbe représentative dans un repère orthonormal du plan. On a représenté sur la feuille annexe
la courbe (C) et la droite (D) d’équation y = −x− 1

1. Soit a un nombre réel. Écrire, en fonction de a, une équation de la tangente (T ) à (C) au point M
d’abscisse a.

2. Cette tangente (T ) coupe la droite (D) au point N d’abscisse b. Vérifier que b− a = −1.

3. En déduire une construction, à effectuer sur la feuille annexe, de la tangente (T ) à (C) au point M
d’abscisse 1, 5. On fera apparâıtre le point N correspondant.

Partie B

1. Déterminer graphiquement le signe de f .

2. En déduire pour tout entier naturel non nul n les inégalités suivantes :

(1) e
1
n " 1 +

1

n
(2) e

−1
n+1 " 1−

1

n+ 1

3. En utilisant l’inégalité (1), démontrer que pour tout entier naturel non nul n
(

1 +
1

n

)

n

! e

4. En utilisant l’inégalité (2), démontrer que pour tout entier naturel non nul n

e !

(

1 +
1

n

)

n+1

5. Déduire des questions précédentes un encadrement de
(

1 +
1

n

)

n

,

puis sa limite en +∞.
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