Somme des inverses des carrés

Le but de ce probleme est d’étudier la limite de la suite de terme général
1 1 1 1 51 .
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A) Expression de U alaide d’une intégrale
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1) Calculer 'intégrale J = I(——t dt
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2) On pose pour tout kN “: K = j(— —tj cos(t)dt . Montrer que K =
0
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3) On pose pour tout t [J [O; 771 etpourtout NCJIN " : D, (t) = % + cost) + cost) +...+ cosf) .
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Déduire des questions précédentes I'égalité U = r +J. Py -t |D,(t)dt.
T
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B) Etude de lintégrale |, = j(;— —tJDn (t)dt
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2) Soit g la fonction définie sur [O; Iﬂ par g(0) = -1 et pour tout t D]O; 771 g(t) = 21

1) Démontrer que pour tout tD[O; 771 et pour tout NLJIN™ D, (t) =

t2

Montrer que g est continue en 0.
w
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3) Montrer que pour tout NO N, |, = J. g(t) sm((n +§jtjdt.
0

sin(x
4) On pose pour tout X[ }O;,—ZT[, h(x) = Sint9 . Montrer que h est dérivable sur }O;g[ et que
X
h'(X) est du signe de @(X) = X —tan(x). Montrer que h est décroissante sur }O;g[.

5) Démontrer que pour tout t [] [O; 771 ona —g <g(t) < —%.

6) On pose pour tout NCTIN™ A = .[sin((n +%)tjdt . Calculer A,.
0

« 7l 71
7) Montrer que pour tout NN, —EA] <l,< EA] En déduire la limite de la suite (I n).

C) Limite de la suite (U n)

Conclure a I'aide des questions précédentes.



