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Résumé :

Définitions :

a,b,ntc N

Une propriété P(a,n) ou —=P(a,n) est attachée a toute puissance a" :
P(a,n) =3 (y,x)EN** a"=y"+x",

~P(a,n) = F(y, )EN** a"=y" + X",

(a, b)=1: aetbsont premiers entre eux (pgcd(a,b)=1).

« Inférence : raisonnement consistant a admettre une proposition du fait de sa liaison avec
d’autres propositions antérieurement admises. »

1 — Régle d’exclusion : (¥ (a, b, n)& N*3)A(n>1)A((a,b)=1) [~P(a,n) A =P(b,n) = -P(axb,n)]
[i.e.: 7 (r,s,uVv,xy)EN* [(@"% r"+s") A (b 2u"+v") > a"b"zy"+x"] ]
—D’ou le Théoréeme F :
(2=Na" pfi) > [[(Fi ~P(pi,n)) > (=P(Mia™ pin)] > (7Y, X) €N 272 Y™+X")]
ou n,a,meN,i=1,2,..m, etpy, pa, ..... , Pm des nombres premiers.

2 — Régle de réduction : (7 (a, b, n)€ N**)A(n>1)A((a,b)=1) [P(axb,n) = P(a,n)V P(b,n)]
(contraposée de 1 -)
[i.e.: (T (y,x)EN** a"b"=y"+x") > (T (r,5,u,v,)EN* (@"=r"+s") V (b" =u"+v")) ]

— D’ou le Théoréme F-bis :
(2" =Y"+X", Z=Ni-1" p°i, P(Mir™ pi%i,n)) >
[(Tpi € E={pa"s, P22 oo, P"m}) (P(pi%i0), ()" = y™ )]
ouY, X, y,x,n,a,meN, et py, p, ..... , Pm des nombres premiers.

Le théoréme A contredit la conclusion du théoréme F-bis.
Cette conclusion est fausse pour n>2 et ainsi Z"# Y"+X" pour n>2 .

3 —Théoreme A :
(¥ p premier pair ou impair (7 (y, x, n, @) € N")A(n>2) =P(p%n), (p%)" #y" + x".
- le grand théoreme de Fermat :
(F(Z,Y, X, n) e N)A(n>2)
[(z= Niet™ pi%i) > [[Ma™ =P(pi%i,n) > =P(Mia™ pi¥i,n)] > Z" = Y"+X"]].
ol o, meN’,i=1,2, .. m, et P1, P2, e , Pm des nombres premiers.



Chapitre 1:
Preuve directe de la régle d’exclusion :
(1) Comme
(7(y, x, N)EN*)A(n>1) (2"2y"+x"),
(V(y, x, NENF)A(n>1) (3"2y"+X"),
(7 (y, x, N)EN*)A(n>1) (2"3"2y" +X"),
les prémisses qui sont composées des propositions négatives :
-P(a,n), =P(b,n) ou -P(axb,n), peuvent étre supposées vraies .
Les propositions existentielles (particulieres) contenant exclusivement ces prémisses
doivent étre des inférences immédiates vraies (Aristote) et elles sont donc vraies si et
seulement si leurs conclusions sont vraies.
Les propositions sont affirmatives.

Comme 3'=2"+1%, 5'=3"+2", 3'*5'=8"+7", 5%=4%+3?, 3%.5°=12°+9% et (1),
les prémisses qui comportent des propositions affirmatives :
P(a,n), P(b,n) ou P(axb,n), sont vraies ou fausses.
Les propositions contenant ces prémisses, si elles sont vraies, elles peuvent |'étre
seulement logiquement (formellement).
Les propositions sont conditionnelles.
Exemple : la proposition logiquement vraie (formellement vraie) :
(¥(a, b, n)E N*3)/\((a, b)=1) [P(a,n) V P(b,n) = P(axb,n)],
[i.e.: (T (rsuv,)EN* (@"=r"+s")V(b"=u"+Vv") > ( T (y, X)EN** a"b"=y" +x",
a"b"=a"(u" +Vv")vb"(r" + s")=((au)"+(av)")v((br)"+(bs)")) ]
( la multiplication est distributive par rapport a I'addition et associative ).

Principe du tiers exclu: ¥ (a, b, n)EN*?> —P(axb,n) V P(axb,n) = Vrai .

Principe de la non-contradiction : ¥ (a, b, n)& N** -P(axb,n) A P(axb,n) = Faux .

On peut écrire les propositions suivantes :
La subcontraire et la contradictoire du « carré logique d’Aristote » sont utilisées pour

établir deux preuves équivalentes :
1 - Etant donnée la proposition, déduite de (1), de prémisse et conclusion vraies :
(11) (3(a, b)E N*)A(FnEN*)A(n>1)A((a,b)=1) [~P(a,n) A =P(b,n) = -P(axb,n)],
[i.e.: ¥(rs,u v,y X)EN*® [@ 2" +s") A" 2u"+v") >a"" = y" +x"],
de subcontraire :
(12) (3(a, b)EN*))A(FnEN*)A(n>1)A((a,b)=1) [-P(a,n) A -P(b,n) = P(axb,n)],
[i.e.: (F(rs,u,V)EN* @ 2"+ )AL = u"+Vv") > (T(y, X)EN** a"b" = y"+x") ],
fausse, puisque sa contraposée :
(13) (3(a, b)E N*?)A(FnE N*)A(n>1)A((a,b)=1) [-P(axb,n) = P(a,n) vV P(b,n)],
[i.e.: (F(yX)EN* a""z y"+x") > (T (r,s,uv)EN** (@"=r"+s")V(b" = u"+")) ]
(=P(axb,n)AP(axb,n) = Faux)



est fausse, la prémisse vraie est en contradiction avec la conclusion puisque :
(¥(a, b, nN)EN**)A((a, b)=1) [P(a,n) V P(b,n) > P(axb,n)],
[i.e.: (T (rs,uv,)EN* (@"=r"+s")V(b"=u" +Vv") > (T (y, X) EN** a"b" =y"+x",
a"b"=a"(u" + v")vb™(r" + s")=((au)"+(av)")v((br)"+(bs)")) ]

est une proposition logiquement (formellement) vraie.

L'implication (13) est fausse et, par équivalence, sa contraposée (12) I'est aussi.

Donc, la proposition (11) est universelle et donne la régle d’exclusion :
(14) (¥(a, b, N)EN**)A(n>1)A((a,b)=1) [-P(a,n) A =P(b,n) > ~P(axb,n)]
[i.e.: F(r,s,u,v,y, )EN*® [(@" 2" +s")A(b"=u"+v") >ab" = y" +x" ]

2 - La proposition :
(21) (¥(a, b, n)EN**)A(n>1)A((a,b)=1) [-P(a,n) A =P(b,n) = -P(axb,n)]
li.e.: F(r,s,u v,y X)EN* [@ 2" +s")AB"2u"+v") >a"b" = y" +x"]]
est vraie car sa contradictoire :
(22) (3(a, b, n)E N**)A(n>1)A((a,b)=1) [-P(a,n) A =P(b,n) = P(axb,n)],
[i.e.: (F(rs,u,V)EN* @ 2"+ )AL = u"+Vv") > (T(y, X)EN** a"b" = y"+x") ],
est fausse puisque sa contraposée :
(23) (3(a, b, n)E N**)A(n>1)A((a,b)=1) [-P(axb,n) = P(a,n) V P(b,n)]
[i.e.: (F(yX)EN* a""= y"+x") > (3(r,s,u,vV)EN* (@"=r"+s")V(b" = u"+")) ]
(=P(axb,n)AP(axb,n) = Faux)
est fausse, la prémisse vraie est en contradiction avec la conclusion puisque :
(¥ (a, b, nN)EN**)A((a, b)=1) [P(a,n) V P(b,n) > P(axb,n)],
Li.e.: (T (rs,uv,)EN* (@"=r"+s")V(b"=u" + V") > (T (y, X) EN** a"b" =y"+x",
a"b"=a"(u" + v")vb"(r" + s")=((au)"+(av)")v((br)"+(bs)")) ]
est une proposition logiqguement (formellement) vraie.
L'implication (23) est fausse et, par équivalence, sa contraposée (22) I'est aussi.

Donc, la proposition (21) est la regle d’exclusion :
(24) (¥(a, b, n)EN*’)A(n>1)A((a,b)=1) [=P(a,n) A =P(b,n) > ~P(axb,n)]
[i.e.: ¥(rs,uv,y,x)EN*® [@ 2 +s)A (B "#u"+Vv") >a"b" 2 y"+x" ]

La regle d’exclusion montre que si aucun de deux facteurs, premiers entre eux et de
puissance n, n’est une somme de deux puissances de méme degré n, leur produit n’est pas
non plus une somme de deux puissances de méme degré n ..

D’ou le Théoréme F (F: en hommage a Fermat) :
(Z=Nit™ p%) > [(Fi =P(pi,n)) > (-P(Mit™ p%,0))] > (F(Y, X) eNZ 2" Y™4X")]
ol n a,me N*, i=1,2, ... m, et py, p, -.... , Pm des nombres premiers.



La contraposée de la regle d’exclusion (proposition vraie) est la régle de réduction,
proposition logiquement vraie (formellement vraie) :
(25) (¥(a, b, nN)EN**)A(n>1)A((a,b)=1) [P(axb,n) = P(a,n) vV P(b,n)]
[i.e.: (T (y, x)EN* a"b"=y™x") > (I (r,5,u,v,)EN** (@"=r"+s") V (b" =u"+v")) ]

La régle de réduction, par réductions successives suivant des déductions logiguement vraies
(inférences), permet d’aboutir a la réduction terminale :

Théoréme F-bis :

(2" =Y"+X", Z=Ni," pi%i, P(Mi.™ piin)) >

(3 p%i € E={p1"1, P2°2, ccoee, Pm"m}) (P(pi%i,N), (pi)" = y"+X")]

OU Y, X, Y, X,n,a,me N+, et P1, P2, «.e.t » Pm des nombres premiers.

Le théoréme A contredit la conclusion du théoréme F-bis.
Cette conclusion est fausse pour n>2 et ainsi Z"# Y"+X" pour n>2 .

ThéoremeA :

(¥ p premier pair ou impair (7 (y, x, n, @) € N“)A(n>2) =P(p%n), (p%)" #y" +x".
- le grand théoréme de Fermat :

(V(Z,Y, X, n) e N)A(n>2)

[(z= Niet™ pi®) = [[Miza™ =P(pi%i,n) = =P(Mie1™ pi%i,n)] = Z" = Y™+X"].

ou a;,me N*, i=1,2, ... m, et py, p2, ... , Pm des nombres premiers.



Chapitre 2 :

Démonstration du théoréme A :
Pour n>2, tout facteur premier de puissance n n’est pas somme de deux puissances de
méme degré n.

Comme tout entier n>2 est un multiple de 4 ou d’un nombre premier impair, il suffit de
prouver le théoreme A pour n=4 et pour chaque nombre premier impair.

Soit q* un facteur premier :

Pourg=2:

Pour n impair > 2 :

L'égalité (29)"=y"+ x"=(y+x)((y"+ x")/(y +x)) estimpossible, le premier membre de
I’égalité est une puissance de 2 et, dans le produit du second membre de I'égalité , le
facteur [(y"+x")/(y +x)] estimpair. [y>x=1 > (y"+ x")/(y+x)>1].

Pourn=4:
(29*=y*+x*, 0 =2 (mod 4) , égalité impossible.

Donc, I'égalité (2%)"=y™x",y,x, n,a €N’, n>2, estimpossible et, par suite, q est
nécessairement impair.

Soit (g°)"=y" +x", ol1y, X, n € N, (q,y, x)=1 et n>2, g nombre premier impair :

Pourn=4:
(@P)*=y* +x",
supposons y impair,
d’ol:
4 _ By2 2 By\2 2 .
Yy =((a") - x%) ((9")" +x°), oU les deux facteurs du second membre sont
premiers entre eux et, leur produit étant un carré, ils sont chacun un carré :
(@P)2-x*=u? et (gP)® +x%=V2 ce qui est impossible (Fermat).

Pour n impair :

Soit (¢°)"=y" +x", (q,y, X)=1 et n>2 :

(Abel, in « Analyse indéterminée », par Robert D. Carmichael, 1929)

(@P)" =y + X" = (y + )I(y" +X") / (y + )]

ou le facteur [(y" + x")/(y+x)] peut s’écrire sous la forme :

[(y" +x") / {y +x)] = [[ly +x) = x]" +x"] / (y + x)

=y +x)"=nly +x)" U+ L+ nly+x)x" Y]/ (y+x)

= (y +x)Q(y,x) + nx" Y oy Q(y,x) est un polynéme en y et x a coefficients entiers .

Posons n=p, p premier impair .
Comme y et x sont premiers entre eux, les deux facteurs :
(y +x) et [(y +x)Q(y,x) + px(p_l)] ont pourpgcd=1oup.



Si pged = 1, les deux facteurs du second membre, (y + x) et [(y* + xP) / (y + )], sont premiers
entre eux et leur produit admettant une décomposition en un seul facteur premier, |'égalité
(9P)° = y* + xP est impossible .

Sipged = p , alors p=q, et Fon a : (g°)7 = (y + x)[(y + x)Q(y,x) + qx'*~ ] .

Les deux facteurs du second membre, (y + x) et [(y + x)Q(y,x) + gx'® "], doivent étre des
puissances de q . Le terme (y + x)Q(y,x) étant divisible par g* et (g,y,x) =1, le facteur

[y +x)Q(y,x) + gx9" Y] n’est pas divisible par g° et donc n’est pas une puissance de g
contrairement a ’hypothése. L’égalité (%) = y* + x? est donc impossible .

Ainsi, I'égalité (gP)" = y" + x" est impossible pour n>2.

D’ol le Théoréeme A (A: en hommage a Abel) :

(¥ p premier pair ou impair (¥ (y, x, n, a) € N 9)A(n>2) -P(p%n), (pN)" = y" +x".
- le grand théoréme de Fermat :

(¥(Z,Y, X, n) e N")A(n>2)

[(z= Niet™ pi®) > [[Miza™ =P(pi%i,n) = =P(Mix1™ pi%i,n)] = Z" = Y™+X"].

ou aj,me N*, i=1,2, ...m, et py, P2, .- , Pm des nombres premiers.
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