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1 Quelques exemples de référence :

1.1 Exemple 1

1—e™
Soit f la fonction défini R? =—
oit f la fonction définie sur par f(z,y) Py
2+1
'ensemble de définition de f est D = R?\ { <m, 4 ) /z € R*}. Géomeétriquement, D est le plan
. , ?+1
privé du graphe de la fonction ¢ : t — — ;

D est un ouvert car c’est le complémentaire dans R? d’un fermé (essayer de prouver que le graphe de
¢ est un fermé)

f est continue sur D car c’est le rapport de deux fonctions continues sur D et celle du dénominateur
ne s’annule jamais sur D.

241
Une bonne question est de chercher si f se prolonge par continuité en des points de I = { <x, s ) Jz € ]R*}
z

2
1

Soit (a,b) € I donc a € R* et b= — &+
a

On va montrer par ’absurde que f ne peut pas se prolonger par continuité au point (a,d).

Supposons donc que :  lim  f(z,y) = £ avec £ € R.
(z,y)—(a,b)
OnaV(z,y) €D (zy+z*+1)f(z,y) =e" — 1 et comme ( 1)1m( b)(my + 2% + 1) = 0 il en résulte
z,y)—\a,

que 0 = e — 1.
On a ab = —(a? + 1) # 0, donc e® # 1. Absurde.
Ainsi f ne peu étre prolongée par continuité en aucun point de I'.

1.2 Exemple 2

z%y

2 t2 si (z,y) #(0,0)

Soit f la fonction définie sur R? par : f(z) =
0 sinon
1. Etudier la continuité de f
2. Montrer que f est de classe C* sur l'ouvert R*\{(0,0)}.
3. f est elle de classe C'* sur R??

Reponses :
1- Les fonctions (z,y) — z°y et (z,y) — z° + y? sont continues sur R? et comme la deuxiéme
fonction ne s’annulle jamais sur 'ouvert U = R?\{(0,0)} alors f considérée comme leur rapport est
continue sur U.
Il reste & étudier la continuité de f au point (0, 0).

2

ly| <|y|et comme lim |y|=0,ona lim f(z,y)=

T
Pour tout (z,y) € Uona:|f(z,y)| = p 00 o0

0
Conclusion : f est continue sur R2.



2- Les fonctions (z,y) — z°y et (z,y) — z? + y* sont de classe C* sur I'ouvert U car elles sont
obtenues a partir de fonctions usuelles par les operations usuelles. Comme la deuxiéme fonction ne
s’annule jamais sur U alors f qui est leur rapport est de classe C! sur U.
On a pour tout (z,y) € U :

of _ 2zy(e® +y?) —2z.2y 2wy
a(x,y) - (22 + y2)? - (22 + y?)?

3

ﬂ(az )= z2(z? + y?) — 2y.z%y B z* — 22y

oy VT T @R @)

3- Cherchons d’abord les dérivées partielles au point (0,0) si celles-ci existent :
0) — f(0,0 0 0 0

ona:lim2@Y =700 10 4 bonc aff(o,o) — 0. De méme : af(o,o) - 0.

z—0 x z—0 T T Y

0
Ainsi la fonction —f est définie sur R? par :

Oz
2zy8

of _ ] @ +9?)?
al_ (.’B,y) -

0 sinon

0
On va chercher si a—f est continue au point (0, 0).
z
1

Considérons les suites z,, = ¥y, = —

les deux suites tendent vers 0 lorsque n tends vers +oo.
2

of ne _ 1
Onaaim(xnvyn)—T—Eio

L . . of 0
Ainsi a?grfm(mn;yn) =(0,0) et nEIJIrloo aix(mn;yn) #0= %(Oa 0)

Donc 3z est discontinue au point (0, 0).
z

Il en resulte que f n’est pas de classe C* sur R?

0 0
Cependant, il est claire que les fonctions a—f et a—f sont continues sur U. Donc f est de classe C*
z Y

sur U.

2 EXERCICES MODELES AVEC REPONSE :

Exercice 1

1—e2v
Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = F;QH
241
l'ensemble de définition de f est D = R?\ { <m, 4 ) /z € R*}. Géométriquement, D est le plan
o . ?+1
privé du graphe de la fonction ¢ : t — — ;

D est un ouvert car c’est le complémentaire dans R? d’un fermé (essayer de prouver que le graphe de
¢ est un fermé)

f est continue sur D car c’est le rapport de deux fonctions continues sur D et celle du dénominateur
ne s’annule jamais sur D.

Une bonne question est de chercher si f se prolonge par continuité en des points de

r— {<m,—$2; 1) Jz € R*}

a®+1

Soit (a,b) € ' donc a € R* et b= —

a
On va montrer par ’absurde que f ne peut pas se prolonger par continuité au point (a,d).

Supposons donc que :  lim  f(z,y) = £ avec £ € R.
(z,y)—(a;b)



OnaV(z,y) € D (zy+z>+1)f(z,y) =¥ — 1 et comme ( 1)1m( b)(xy + 22 4+ 1) = 0 il en résulte
z,y)—a,

que 0 = e — 1.
On a ab= —(a® +1) # 0, donc e®® # 1. Absurde.
Ainsi f ne peu étre prolongée par continuité en aucun point de I'.

Exercice 2

z%y

$2+y2

st (z,y) #(0,0)
Soit f la fonction définie sur R? par : f(z) =

0 sinon
1. Etudier la continuité de f
2. Montrer que f est de classe C* sur l'ouvert R*\{(0,0)}.
3. f est elle de classe C! sur R??

Reponses :
1- Les fonctions (z,y) — z?y et (z,y) — z* + y° sont continues sur R? et comme la deuxiéme
fonction ne s’annule jamais sur Pouvert U = R*\{(0,0)} alors f considérée comme leur rapport est
continue sur U.
Il reste & étudier la continuité de f au point (0, 0).

2

Pour tout (z,y) € Uona:|f(z,y)| =

0
Conclusion : f est continue sur R?.
2- Les fonctions (z,y) — z°y et (z,y) — z° + y* sont de classe C* sur I'ouvert U car elles sont
obtenues a partir de fonctions usuelles par les operations usuelles. Comme la deuxiéme fonction ne
s’annule jamais sur U alors f qui est leur rapport est de classe C*! sur U.
On a pour tout (z,y) € U :

of _ 2zy(e® +y?) —2z.2y 2wy
%(m,y) - (2% + y2)? - (2% + y2)?

——|y| < |y| et comme  lim =0,ona lim z,Y) =
z? +y? v < (2,v)—(0,0) o (@,v)—(0,0) fl@,y)

3

8f( ) z2(z? + y?) — 2y.z?y  z* — 2%y?
—\ = =
oy Y (@ + %) (& + )’
3- Cherchons d’abord les dérivées partielles au point (0,0) si celles-ci existent :

. ,0) —f(0,0 .0 0 0
On a: lim (0 = /(0,0 = lim — = 0 Donc —f(0,0) = 0. De méme : —f(0,0) =0.
z—0 T z—0 T Oz Oy

0
Ainsi la fonction —f est définie sur R? par :

2zy’

of B (mz +y2)2
am (m)y) -
0 sinon

o)
On va chercher si a—f est continue au point (0, 0).
z

. . 1
Considérons les suites z,, = ¥y, = —

n
les deux suites tendent vers 0 lorsque n tends vers +oo.
2

of nz _ 1
Onaaim(xnvyn)—T—i?éo

Ainsi: lim (z,,yn) =(0,0) et lim g—f(mn,yn) #0= g(0,0)

n—-+oo n—-+oo O Oz
0
Donc a—f est discontinue au point (0, 0).
z

Il en resulte que f n’est pas de classe C*! sur R?

0 0
Cependant, il est claire que les fonctions 8—f et a—f sont continues sur U. Donc f est de classe C*
z Y

sur U.



Exercice 3

zTYz .
TP s (z,y,2) £ (0,0,0
Soit f : R® — R par : f(z,y,2) = Va2 +y? + 22 (@,2) # ( )
0 sinon

Montrer que f est continue sur R3

Reponse :

Les fonctions (z,y,2) — zyz et (z,y,2) — /22 + y2 + 22 sont continues sur R® sont continues sur
R3 car elles sont obtenues par les operations usuelles et la composition & partir de fonctions usuelles.
Et comme la seconde ne s’annule jamais sur l'ouvert U = R3\{(0,0,0)} alors la fonction f comme
rapport de ces deux fonctions est continue sur U.

Au point (0,0,0) :

Pour tout (2,4,2) € U, on a: |£(2,4,2)] = ———|oy| < [z
$2 + y2 + Z2
Or : lim zy| = 0, donc lim z,y,z) = 0= f((0,0,0
R . S lzy| o 00 f(z,y,2) F(( )

Ainsi f est continue au point (0,0,0) et par conséquent f est continue sur R?

Exercice 4

22
7+y2—1 sioz2+yi>1
On considére la fonction f définie sur R? par : f(z,y) =

—— sinon

1- Montrer que U = {(z,y) € R*/z® +y> > 1 ou z®+y® < 1} est un ouvert de R®
2- Montrer que f est continue sur R?

3- Montrer que f est de classe C* sur U

4- f est-elle de classe C* sur R®*?

Reponses :

1- On remarque que U = R?\A oli A est le cercle de centre (0,0) et de rayon 1 .

A est un fermé de R?; en effet si u, = (zn,Yn) est une suite d’éléments de A convergeant vers
£ = (£1,4,) € R? alors lim z, = £, et lim y, = 45 donc nETm(an +yn?) = 47 + 07 et

n—+oo n—+00
comme u, € A on a z,° + yn2 = 1. D'ou : 42 + £,% = 1, ce qui veut dire £ € A. D’aprés la
caractérisation séquentielle des fermés on a prouvé que A est un fermé de R? et par suite U est un

ouvert de R? ,

2- La fonction (z,y) — % + 4% — 1 est continue sur l'ouvert U; = {(z,y) € R?/z® + y® > 1} et la
2

fonction (z,y) — —% est continue sur ouvert U, = {(z,y) € R*/2? + y? < 1}. Ainsi f est continue

sur U.

Il nous reste la continuité en tout point de A. Soit alors a = (a,b) € A.

Soit (z,y) € R? tel que : ||(z,y) — (a,b)]| < 1.

Alors : ||(z,9)I| < 1+ [[(a,b)]| < 2 (car a? + 5 = 1

En particulieron a: |z| <2 et |y| < 2.

e Si (z,y) € Uy alors (en tenant compte de : a> +5° =1) ,on a:

z? a? z? a?
|f(z,y) — fla,b)] = ‘2+y2—1+2 :‘2+y2—az—b2+2
_ $2;a2+y2_b2




de sorte que :

|f(z,y) = f(a,b)|

IN

1
slztallz —a|+ ]y +blly - |

IN

1
5zl +lal)lz —a| + (ly| + [Bl)]y — |
< 20z —al+4)y — b <6[[(z,y) - (a, )]l

(les deux derniéres inégalités sont justifiées par : |z| < 2 et |y] < 2 et |a| <2 et [b <2
obtenues ci-dessus et par le fait que : max(|jz — al, |y — b]) < |[(z,v) — (a,d)|| )
esi (z,y) ¢ U, alors :

1 1

e19) = ladl = |32 + 5

1
5z +al)lz — af

I(z,y) = (a, )|
6/(z,y) = (a,b)|

VANEVANER VAN

Ceci nous permet de dire que :

(V(z,y) €R?) |l(z,y) — —a,b)|| < 1= ||f(z,9) - f(a,b)]| < 6|(z,) — (a,b)]]
Do : (w’yl)iin(a)b)f(:r y) = f(a,b)

Exercice 5

Soit f une fonction de classe C* sur R et soir g la fonction définie sur R? par g(z,y) = f(z® + ¥°).
1. Prouver que g est de classe C'! sur R? et exprimer ses dérivées partielles.
2. On suppose dans cette question que f(t) = e* . Calculer les dérivées partielles de g
(a) directement

(b) En utilisant le résultat de la question 1)

Reponses

1- Ona:g=fohavech:R?*— R tel que h(z,y) = z° + y°. Puisque h est de classe C* sur R? et
f de classe C* sur R alors la composée f est de classe C! sur R?.

Soit m = (a,b) € R? , alors la matrice jacobienne de g au point m est : J,(m) = J;(h(m))Jn(m) , ce

qui donne
(Zom) Lm) = £(bm)) (Gom) )

o . 09 gl 2 13 dg a2 4 1312
Dot : am(a,b)—2f(a +b%)a et ay(a,b)—?)f(a +b°)b
Ainsi : 5
g
o (o9) =2 + 4
(V(z,y) € R?)
g 10,2 3y,2
(z,y) =31 (=" +¢")y

dy

22 4y3 59 22443 69 2 22443

2- a)- On aalors g(z,y) =e® 7Y donc: G—(m,y) =2ze®” Y et a—(:r,y) = 3y“e® Y
z y

b)- . Pour tout t € R on a : f'(t) = €* de sorte que pour tout (z,y) € R on a : f'(z* +4°) = S
99
(

30 z,y) = 3622+ysy2 ce qui est conforme aux résultats
Y

)
et alors d’aprés 1) : a—g(x,y) —2eT ¥, et
z
de 2)a) .



Exercice 6

Soit

V : R? - R une application de classe C! et soit ¢ l'application de R? vers R? définie par

©(r,8) = (rcosf,rsinf) et on pose FF = fo¢
Soit (r,8) € R?) tel que r # 0 et (z,y) = ¢(r,8)

1.

Exprimer les dérivées partielles de f au point (z,y) en fonction des dérivées partielles de F' u
point (r,8) dans le cas ot (z,y) # (0,0)

En déduire ’expression du gradient de f en fonction de r et 8

5} 5}
On définit la divergence de f au point (z,y) par divf(z,y) = a—i(x,y) + a—z(m,y) Exprimer la

divergence a l'aide de F',r et 6.

Reponses :

1-

Il est claire que F' comme composée de f et ¢ est de classe C* sur R? | par conséquent on a la

relation suivante entre les matrices jacobiennes :

Jp(r,0) = Js(z,y).Jp(r,0)

Ce qui donne :

1
Or pour 7 # 0, la matrice carrée de droite est inversible d’inverse : — (

OF OF _[Oof of cosf§ —rsinf

(67,(7‘,9) 69(7‘,9))—<(%(33,y) ay(m’y))<sin9 rcos9>
rcosf rsinf
—sinf cosf

11 en résulte que :

2-

of of 1 /0F oF rcosf rsinf
(Lew Lew)=1(Feo Gea)( Ty )

of oF 1 oF
a—m(m,y) cos 95(1‘, 0) sin Gﬁ(r, 0)
et par suite :
of B oF oF
@(m,y) 51n9§(r,9)+7coseﬁ(r,9)
On a alors
—()1 oF 1. OF . OF 1 oF
gradf(z,y) = (cos GE(T,G) . sm@ae(r,9)> e1+ (smaar(r,e) + . cos 9(9‘9(1",9)) es

et si pour tout 8 € R, on pose : u(f) = cosfe; + sinfe, alors :

p—" oF 10F ,

gradf(z,y) = E(r,@)u(@) + ;%(r,e)u (6)

3- Omna: oF ) oF
div(f(z,y)) = (cosé + smﬁ)E(r, ) + ;(cosﬁ — sin 0)%(7', 0)

Exercice7

Soit f de R® vers R de classe C! et g définie par g(z,y,2) = f(z — ¥,y — 2,z — z).

1. Prouver que g est de classe C* sur R®
99 8g 9y
2. Montre e—+—+—==0
Herer at 6m+8y+6z
Reponse :

1-

g = f o ¢ avec la fonction ¢ de R?® vers R® tel que ¢(z,y,2) = (z — y,y — 2,2z — z) dont les

composantes sont de classe C! ¢ est donc de classe C* sur R? et comme f est par hypothéses de classe
C?! sur R? alors g est de classe C! sur R3.



2- Pour simplifier posons X = (z,v,z) et wu,v,w les composantes de ¢ . D’aprés les régles de
dérivation des composées (qu’ on peut retrouver en utilisant les matrices jaobiennes) on a;

S2(14) = S (B g (X) + oL (B o () + 2L (B0 G2 X) = S (@) - 2L (60)

2 (2,1) = g (BU0) 5o (X) + oL (B0) 4o (0 + LG (30 = = 5L (0(X) + ZL(9(0)
g _ g ou g ov g ow g g

5o@:9) = 5L (O00) G (X) + S (B0 G (X) + 52 (9(X) 5 (X) = = 5 (8(X)) + 5 (#(X)

En sommant membre & membre les égalités ci-dessus, on trouve la formule demandée.

3 EXERCICES A FAIRE EN S'INSPIRANT DU PARAGRAPHE
PRECEDENT

Exercice 1:
Soit f: R? — R la fonction définie par

1,2y + 3y3
2 2
fly)y={ =TV

0 sinon

si (z,y) #(0,0)

1. La fonction f est-elle continue en (0,0) ? Justifier la réponse.

2. La fonction f admet-elle des dérivées partielles par rapport & z, & y en (0,0) ? Donner la ou les
valeurs le cas échéant et justifier la réponse.

3. La fonction f est elle de classe C! sur R??
4. Déterminer les dérivées partielles de f en un point (zq, o) # (0,0).

5. Soit F : R? — R? la fonction définie par F(z,y) = (f(z,v), f(y,z)). Déterminer la matrice
jacobienne de F' au point (1,1).

Exercice 2:
On considére les fonctions f : R* — R3 et g : R® — R d telles que , pour tout (z,y, z) € R? on aie :
f(z,y) = (sin(zy),y cos z, zy sin(zy) exp(y?)) et g(z,y,2) = zyz

1. Calculer explicitement g o f.

2. En utilisant l'expression trouvée en 1), calculer les dérivées partielles de g o f.
3. Déterminer les matrices jacobiennes J¢(z,y) et Jy(u,v,w) de f et de g.
4

. Retrouver le résultat de la question 2) en utilisant la régle concernant matrice jacobienne de la
composée de deux fonctions de classe C*.

Exercice 3:
a(z,y) = a(z)f(zv(y),u(z)y) avec u et v des fonctions réelles & variable réelle de classe C* sur un
intervalle ouvert I de R et f de R? vers R de classe C! sur un ouvert U tel que pour tout (z,y) €1 2
on aie : (zv(y),u(z)y) €U .

1. Montrer que g est de classe C! sur 'ouvert V = I?

2. Exprimer les dérivées partielle de g en fonctions de celles de f et des dérivées de a,u et v.

pour les dérivées partielles on trouvera :

99
Oz

() = (&) £(av(s), u(@)y) + a(e) gL (V)o(w) + afe) gL (V' (2)



