Théorie des langages formels (corrigé rapide)

Un monoide est un ensemhlé muni d’une loi de composition(une application
de M? dansM) satisfaisant les propriétés suivantes:

—Vey,zeM x.(y.z) = (z.y).z (. associative)

—JdeeM VereM x.e=ex=x(M posséde un élément neutie

On remarque qu’'un monoide ne peut avoir qu'un élément neutre. S'il y en avait
deux, disond ete on auraitle = 1 (care est neutre) ete = ¢ (carl est neutre), et par
suite on aurail = e.

Autre remarque: en ajoutant I'existence, pour tout élément, d’'un inverse, on obtient
la définition d’'un groupe.

Attention: les monoides ne sont en général pas commutatifs.

Un exemple de monoide (qui n’est pas un groupe et qui n’est pas commutatif): les
matricesn x n munies du produit matriciel, I'identité étant I'’élément neutre.

Un sous-monoide est simplement un sous-ensemble d’un monoide qui est luiméme
un monoide et qui a le méme élément netitre

Pour vérifier qu’'une partid/’ C M est un sous monoide d’'un monoid¥,.,e) il
suffit (exercice: pourquoi?) de vérifier qiié’ est clos pour et contient:

- VoyeM xzyelM

—eeM

En informatique le monoide considéré sera le plus souvent le monoidé/libre
sur un alphabel’, les éléments de celui-ci étant les suites finies d’élémentg,de
I'opération la concaténation et I'élément neutre la suite vide. Dans ce contexte on dira
plutdt mot ou chaine que suite finfe.

1 Sous-monoides déay, ... as}*

A Soientw,w’ € A; il existep,n € N tels que|w| = 2p et |w’| = 2n; par suite
lww'| =2p + 2n = 2(p + n), et doncww’ € A.
lel =0 =2 x 0donce € A.
A est donc un sous monoide He&.

B Onaa; € Betay € B, etajay ¢ B, B n'estdonc pas un (sous)monoide.
Autre argumentle| = 0 donce ¢ B, B n’est pas un sous monoide Ué&.

C Soientw,w’ € C; il existep,n € Ntels quew = (a1a2)P etw = (ajaz)™; donc
ww' = (ara2)P(a1a2)™ = (a1a2)" P € C
€= (a1a2)? € C
C est donc un sous monoide Ué

D ajas € Dorajasaias € D, D n'est pas un sous monoide Ué.

1. Par exempld0} est un sous ensemble @&, x ,1) qui est stable pak, mais qui n’est pas un sous
monoide dg N, x ,1) car son élément neutre ését nonl.

2. Ce monoide est dit libre parce que quelque soit une applicatib®l” dans un monoidéM, o ,1)
il existe un unique morphismg de monoide® de (V*,.,¢) dans(M, o ,1) telle quep(z) = ¢(x) — le
deuxiemer étant la chaine constituée d’un élémergu appartient & *.



E Soientw,w’ deux chaines contenami et a; en nombre identiquev contient
n fois a; etn fois aq, etw’ contientp fois a; et p fois ay. Par conséqueniw’
contientn + p fois a; etn + p fois ay et doncww’ € E.

De pluse contientO fois a; et0 fois as.
Donc E est un sous monoide d&*.

2 Génération

Etant donné un ensemble de non terminAlgt un ensemble de terminalixavec
V' NN = () une grammaire est la donnée d’'un nombre fini de régles de production, qui
a un mot (non videy de (V U N)* (on peut se ramener a: contenant au moins un non
terminal) associe un mat’ de (V U N)*, ce qui est notéy — w’

Si la taille d'un membre droit est toujours supérieure a celle du membre gauche
correspondant la grammaire est dite contextuelle ou de typa régleS — ¢ peut
étre admise sb ne figure jamais dans un membre droit.

Si les membres gauches sont toujours réduit a un non terminal, la grammaire est
dite non-contextuelle, hors-contexte ou algébrique ou de2ype régleS — ¢ peut
étre admise s ne figure jamais dans un membre droit.

Si la grammaire est de type et que de plus chaque membre droit contient au
plus un non terminal toujours situé a la fin du mot, la grammaire est dite réguliere ou
rationnelle ou de typ8. [Il en est de méme si le non terminal est toujours situé en téte
de chaque membre droit.] La regle— ¢ peut étre admise i ne figure jamais dans
un membre droit.

Etant donnée une grammaire contenSirdans un membre droit, on obtient une
grammaire produisant le méme langage pl@s prenant un nouveau symbole de dé-
partS et en ajoutant les regleS: — S etS — .

Pour toute les grammaires de typet 3 les dérivations peuvent étre représentées
par des arbres de dérivation. On peut représenter un arbre de dérivation par une liste
de listes, en indiquant en indice de la parenthese ouvrante le non terminal étiquetant la
racine de ce sous arbre.

Le langage engendré est constitué des motedainauxobtenus par réécriture
successives a partir deen utilisant les régles de production.

Gisalscblsalscblsc a]lalquiproduitlachaine cbacbcaade
longueur9.
[sal[salsc]blscalblsalsc]blsc|a]a]quiproduitlachaineacbcabacbecaa
de longueud 3.
Il s’agit d’'une grammaire de tyde chaque régle produit une séquence de terminaux/non-
terminaux & partir din non terminal.
Par contre ce n'est pas une grammaire de 8/gky a plusieurs non terminaux
a droite (2 foisS).
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BCaCbbA

BCaCbbCaCbbA
BCalCbbCalCbbCalCbbCaCbbA
BCadaCaCbbCaCbbCaCbbA
BCadabaCbbCaCbbCaCbbA
BCadabadaCaCbbCaCbbA
chaCadabadaCaCbbCaCbbA
chabadabadaCaCbbCaCbbA
chabadabadaCaCbbCaCbb
chabadabadaCaCbbCada
chabadabadaCadaCada
chabadabadabadaCada
chabadabadabadabada

Ll il

Longueurl8 caracteresdh est un caractére).

S BCaCbbA
BCaCbb
BCalCbb
BCada
Bbada

chabada

Ll

Longueurt6 caractéres.

C’est une grammaire de tyje en effet on a une regle qui réécrit tout un mot et
dont la taille diminue.

[s cha [4 bada [4 bada]]] chalnecha bada bada longueur3 (cha oubada est un

seul caractere).

[s cha [4 bada |4 bada [4 bada]]]] chainecha bada bada bada de longueurt

C’est une grammaire réguliére (linéaire droite): on a un seul non terminal dans
chaque membre droit, et qui apparait toujours le plus a droite.

Cette grammaire ne produit pas de chaine de terminaux. En effet, au départ
est un non terminal, et chaque fois que I'on réécrit un non terminal, il produit un
non terminal: toute chaine produite contient donc au moins un non terminal. Le
langage engendré est vide.

C’est une grammaire de type les membres gauche sont toujours réduits a un
non terminal. Ce n’est pas une grammaire de typar bien qu'’il n'y ait qu’un

seul non terminal en partie droite, il apparait tantdt a droite tantét a gauche d’'un
membre droit.

AB
aAB
aABb
aaABb
aacch
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Chaine de longuedu.

AB
aAB
aABb
acch

Ll

Chaine de longueur.

C’est une grammaire de tyde Ce n’est pas une grammaire de typear des
mots se réécrivent. Elle est de typear le membre droit a toujours une taille
supérieure ou égale a celle du membre gauche correspondant.



