Quel est le nombre maximal de solution de I'équatimax3+by3=c dansZ?2
avec (a; b; cp#*3 ?

On considére I'équation ax3+by3=c (1) avec (XJZ¥ et (a; b; d)l£*3

Montrons que 'équation (1) n’admet pas de solutlans#? si PGCD(a; b) ne divise pas ¢ :
Donca’;b’)0:Z*2 tel que a=da’, b=db’ et PGCD(a’;b")=1

On suppose que (1) admet au moins un couple soldénsZ?, notons (¥, Yo) ce couple.
Par conséquent g&byy3=c

D’ou da'xg*+db’yop3=c & d(a’xo3+b’ye®)=c

Il en résulte que d|c

Par contraposition si d ne divise pas c, alorauigipn (1) n'admet pas de solutions dZ43s

Or on s’intéresse au cas ou (1) admet des soludians2 puisqu’on recherche le nombre
maximal de solution de (1) donc on suppose que d|c

Donca’;b’; ¢") dZ*3 tel que a=da’, b=db’, c=dc’ et PGCD(a’;b")=1

L’équation (1) est donc équivalente a a'’x3+b’y3etPGCD(a’;b’)=1

Montrons que si I'équation (1) admet une solutiangi2, alors (1) admet au maximum 2
solutions dan#?2 :

Soit (%; Yo)Z2 un couple solution de (1)

Soit S I'ensemble des couples;(¥s)[0:£2 solutions de (1)

On a donc a’¥+b'yge=c’

Soit&=PGCD(%; Yo)

DoncXo’; Yo) 02 tel que ¥=0Xo', Yo=0Yo' et PGCD(¥%’; yo')=1
D’ou a'd3xg3+b’ 33yy3=C’

& 3(a'xe3+b’yo®)=C’

Donc®¥|c’

Donc[k” O£ tel que c'd3c”

Il en résulte que agé+b’yq3=c”

PGCD(x%'’; Yo)=1 donc d’'aprées le théoreme de Bézout, il existeouple (u;V)1£2 tel que
Xo'U+yo'v=1

D’oU XsXo'U+Xsyo'V=Xs

On pose k=yu et k'=xgv

On a donc ¥=kxy'+K'y o’

Il existe donc un couple d’entiers (k; k') tel gusekxo'+K'y ¢’

YsXo'U+Ysyo'V=Ys

On posen=ysu etp=ysv

On a donc y=axq'+Byo’

Il existe donc un couple d’entiers;(B) tel que ¥=axoy'+BYo’

Or comme (x; ys) est solution de (1), alors :
a'(kxo'+K'y 0')3+b’(axo'+ Byo’)3=C’

&a'(kxo'+k'y o) +b’'(oxo'+Byo’)*= &%c”
&a'(kxg'+K'y 0')3+b’(axe'+ Byo)3= &¥(a’xe3+b’y o)



&a'(k3xo3+k3y g3+3kk'X o'y o' (kX 0'+K'Y 0')) +b’( 0303+ B3Y03+30BX0'y o' (0 X0'+ BY0')) =

O3 (a’x3+b’yo?)

a’kdxg3+a’k¥y g3+3a’kk’X o'y o' (KX o' +K'y o) +b’ 03xp'3+b’ B3yo3+3b’ aBxo'y o' (0Xo'+ BYo’))=
o3a’'Xgy3+ 53b’yo‘3

& (a'k3+b’a3-a'd®)xy3+(a’k’3+b’ B3-0%D")yo3+3X02y o' (a'k?k’+ b’ 02B)+3x0'y o'?(a’kk’2+b’ a3?)
=0

On procede par identification pour affirmer que :

(@’ke+blae-a'5%)=0
(@'k3+bE3-5%0")=0
(a’kek'+ b'azB)=0
(a’kk'2+b'ap?)=0

a'kd-ad=-b'as
& a'k’3-db’=-b’33

a'kzk’=-btry3

a’'kk'2=-btx[32
Comme (2B)3=a’@?, alors (-bt2B)3=(-b'a3)2(-b’B3)
&(@'k3-a'd)?(a’k’3-6%b")=(a’kzk’)3
Comme @R2)3=a3p®, alors (-btip2)3=(-b'a3)(-b’'B3)2
& (a’k3-a'd)(a’'k’3-6%b")2=(a’'kk’2)3

On a donc le systéme suivant :

f (a'ke-aB)2(a’k3-5%)=(a’k?’)?
.l.(a’ks'a’&)(a’k’&53b’)2:(a’kk’2)3

Oron ad'une part :

(a'k3-a'®)2(a’k’3-5%b")=(a’k?k’)3

& (k3-0%)2(a’k’3-8%0")=a’k’k’® comme az0

& (k®+3°-2k3%) (a’k’3- 3b")=a’k®k’3
Sa'k®k3+a’8%k’3-2a’'k3k 3 33-b' 33k°-b’ 5°+2b'k38°=a’k®k’3
©a'dk3-2a’k3k’353-b' 33K5-b’ §7+2b'k35°=0
&a'®k3-2a’k3k’3-b’k ®-b’ 3°+2b'k333=0 commed>20

D’autre part :

(a'k3-a'®) (a’k’3-3%’)2=(a’kk’2)3

& (k3-8%)(a’k’3-3%b’")2=a'2k3k’® comme a0

& (k3-3%)(a'2k ®+8%h'2-2a’b’k 3 53)=a'2k3k®

& ar2ksk %+38°h'2k3-2a’b’k3k333-a'2k °33-5°h'2+2a’'b’k’3 8°=a’2k3k ®
&b2k3d-2a’b’k3k’3-a'2k’ °-b25%+2a’b’k383=0 commed20

On en déduit donc que :

-b'(a’ 3¥k’3-2a'k3k’3-b'k °-b’ 8%+2b'k353)+b'2k333-2a’b k3K 3-a2k’ °-b'28%+2a’b k3 53=0
&-a'h' 33k3+2a’b’k3k’3+h'2k 5+b'28°%-2b'2k333+h'2k333-2a’b ' k3k'3-a'2k °-b'28°+ 2’ b’k '3 53=0
& b2k®-a'2k %-b'2k33+a’b’k’333=0




&hb'2k®-a'2k °=h'2k35%-a’b’'k’3 53

& (b'k3-a’k’3)(b’k3+a’k3)=b’ 53 (b’k3-a’k’3)
& (b'k3-a’k’3)=0 ou b'k3+a’k3=b's?
&b'k3=a’k’ ou b'k3+a’k’3=b'3?

Le systéme est donc équivalent a :
S (k3P aks-30)=a'k ks ou § (k3&)(a’k3-&0’)?=a2k3k"®
Y ke=a’k’s  bke+aks=b's

Résolvons le system (k3-3?)2(a’k’3-3%b")=a’kk’3
1 b’k3=a’k’?

(k3-33)2(a’k’3-3%b")=a’k®k’3 et b’k3=a’k™

& (k3-3%)2(b'k3-3%b")=b’k® et b’k3=a’k’3

& (k3-03)3=K’ et b’k3=a’k’® comme b0

& k-7 -3k33(k3-3%)=k’ et b'k3=a’k’?

<-5°-3K°5*+3k®°=0 et b’k3=a’k’

<-8°-3KP+3k33%=0 et b’k3=a’k’> commez0

Résolvons I'équation’>-3k®+3k32=0 d’inconnue k3 dans IR :

Calculons le discriminant de ce trinbme :

A=95°-123°=-35°<0 donc I'équation n'a pas de solution dans IR

Il nexiste donc aucun entier k tel que @&2(a’k’3-33b")=a’k%k’3 et b’k3=a’k’3

Résolvons le systen (k3-3%)(a’k’3-33b")2=a"2k3k ®
1 bki+akBd

(k3-33)(a'k’3-3%b’)2=a'2k3k’® et b'k3+a’k’3=b'd3
& (k3-8%)(-b’k3)2=a’2k3k® et b'k3+a’k’3=b'5?
& (k3-3%)b'2k°=a'2k3k’® et b’k3+a’k’3=b'5?

< (b'k3-b’' 8)b’k®=a’2k3k’® et b’k3+a’k3=b'5?
&-a’k3b’k®=a2k3k’® et b’k3+a’k’3=b'5?
&-b'k3k =a’k3k’® et b’k3+a’k’3=b's?

& k3k3(b’k3+a’k3)=0 et b’k3+a’k’3=b'5?

& k3k3p’ 33=0 et b’k3+a’k’3=b B3

Donc comme 0 etd£0, alors k=0 ou k'=0

e Sik=0:
k=0 et b’k3+a’k’3=b'3?
<k=0 et a’k’*=b'®?
D'ou Xg:kXo"*'k’y o’zk’y o
Donc a'xg3=a’k3yy3=b’ 3yy3=b’y 3
On en déduit @=(b’'/a")yq?
Donc x est solution si b'/d7Z.
Or comme PGCD(a’;b")=1, alors a’=1 ou a'=-1

a'kd-a’d=-b’as et a’k’3-03b’'=-b’[33
cad=b'ad et=0
D’ou ys=axXo'+Byo'=0Xo



Donc b'ys*=b’a3xg3=a’ &xp3=a’x¢®

On en déduit ¥=(a’/b")x¢®

Donc ¥ est solution si a'/l&

Or comme PGCD(a’;b")=1, alors b’=1 ou b’=-1

Il en résulte que &ys) est solution si (a’;b0{-1;1}?
On adonc:

Si a'=b’, alors x=yp et ys=Xo

Si a’=-b’, alors x=-ypet ys=-Xo

e Sik=0:
k'=0 et b'k3+a’'k’3=b’33
<k'=0 et b’k3=b'd3
<k’'=0 et k3= comme b*0
&k'=0 et k=0
D’ou xs=kxg'+K’y o'=&X¢'=X¢

a'kd-a’d*=-b’a? et a’k’3-03b’'=-b’33
~0=0 etB=0
D’oll ys=0xo'+BYo'=3Yo'=Yo

Il en résulte que si (1) admet une solutiof) ¥¥), alors elle admet au maximum deux
solutions :
-(Xo; Yo)
-si (a;b)0{-1;1)2:sia'=b’  (y; Xo)
sia'=-b" (-yoi-Xo)

Montrons qu'il existe (a; b; €)£*3 tel que (1) admette deux solutions dZ#s.

Soit (2) I'equation x3-y3=1 avec (X MZ?

Comme (2) est de la méme forme que (1), alorsaglileet au maximum deux solutions.
Or 03-(-1)3=1 et 13-03=1

Donc I'ensemble des solutions de (2) est {(0;-1)0)}

Le nombre maximum de solutions de (1) est donc 2.




