Etude de la R — algébre R;°, [X]

On se placera dans la R — algébre des polynomes a une indéterminée notée R[X]
Définition :

On appelle polynomes T — C®(T > 0) de socle a € R tout polyndme P qui vérifie :
vieN, PO(a)=PD(a+T)

Définition :

Onnote l'ensemble des polynomes T — C* de socle a comme ceci RT ,[X]
Proposition :

Tout polyndome constant est T — C® de socle a

Démonstration :

Soit P un polyndme constant alors Ity € R tel que Vx € R P(x) = t,
donc P(a) =ty = P(a + T) et V(x,i) e Rx N* PW (x) = 0 donc
vieN* PO(a)=0=PD(a+T)

donc VieN PD(q)=PD(a+T) donc P € R7«[X]

Théoréme :
R7 ¢ [X] est une R — algébre commutative

Démonstration :
Montrons que RT ,[X] est une sous algebre de R[X]

1 est constant donc 1 € R7 ,[X]

V(L P,Q) € R x (RZ,[X])* ona Vi €N

(P +pQ)® = (APYD + (uQ)® = 2PY +pQ®

donc (AP + uQ) D (a) = PO (a) + u0D(a) = APO(a +T) + uQO(a + 1)
=P +uQ)V(a +T)

donc AP + uQ € R7,[X]

¥(P,Q) € (RE,[X]) onavieN:
(PQ)® = Z (;) Uik

k=0 _ .

donc (PQ)D(a) = : P® (). WK () = : PR (a+T).00 (a+T)
5 () 5 ()

= (PQ)P(a+T)

donc PQ € R7,[X]

Donc R7,[X] est une sous algébre de R[X] donc est une algebre.
De plus elle est commutative car R[X] est commutative
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Théoréme :
Soit P € R7,[X] alors P est constant.

Démonstration :

n

Soit P € RS ,[X] avec P(x) = Z agX¥

k=0

Alorsona Vi €N PO(a) = PO(a +T)

donc comme P est de degré au plus n on peut se restreindre a

i €{0,...,n} car les dérivées suivantes seront toutes nulles d'ou
vi€{0,..,n} PO(a) =PD(a+T)

Montrons par récurrence que Vk € {0,...,n— 1} a,_, =0

Rang 0: P~ D(x) =nla, X+ (n—1D'a,_,

donc comme P™ VD (a) =nla,a+ (n—1Dla,_;
=nla,(@a+T)+n—Dla,_; =P V(a+T)

d'ou n!a,T = 0donca, =0car T > 0 la propriété est donc vraie aurang 0
Supposons la propriété vraie jusqu'aurang j —1 < n — 1 montrons la au rang j

n-j

Ap = Ay_q = = au_jz1 = 0donc P(X) = z ag X"
k=0
PO V) =(n—Nlan ;i X+m—j—Dlay,

donc comme P~I~D(a) = (n — j)! an_ja+m—j—Dla,_j_q
=m-Nap_jl@a+T+Mm—j—Dla, ;4
=PI D(a +T)

d'ou (n—j)la,_;T=0donca,_;=0carT >0

La propriété est héréditaire jusqu’'aurang n — 1 et est vraie au rang 0 donc
vk € {0,...,n— 1} a,_, = 0donc P(X) = a, donc est constant.

Remarque:

Comme seuls les polynomes constants sont T — C™ de socle a nous allons alléger la
propriété et a présent donner une nouvelle définition.

Definition:

On appelle polynémes T — C™ (T > 0) de socle a € R avec ny € N tout polynéme P
qui vérifie :

Vi €{0,...,ny} PO(a)=PD(a+T)

Onnotera l'ensemble de tel polynémes ]R’;f’a [X]
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Proposition:

Soit P un polynome T — C™ de socle a et de degré d < ny + 1 alors P est constant.

Démonstration :

Soit P un polynome T — C™ de socle a et de degréd <ng+1

alors Vi € {0, ...,ng} P®(a) = PO(a+T)etona PM*D = (ng + 1! an, 11
donc constant d'ou P est T — C™ %! de socle a et de degréd <ny + 1

mais aussi Vp > ny + 1 on P® (X) = 0 donc on a finalement

vpeN PP (a) =P®P (a+T)doncPestT —C® de socle a donc constant.

Corollaire :

Soit P un polynéme non constant et T — C™ de socle a alors il est de degré au moins ny + 2

Proposition :

Tout polyndome constant est T — C™ de socle a

Démonstration :

Soit P un polyndme constant alors Ity € R tel que Vx € R P(x) = t,
donc P(a) =ty = P(a + T) et V(x,i) e Rx N* PW (x) = 0 donc
VieN* PO(a)=0=PD(a+T)

donc Vi €{0,...,n,} PP(a) =PD(a+T) donc P € ]R’Tlf’a[X]

Théoréeme :

R

ry|X] est une R — algebre commutative

Démonstration :

Montrons que R?f’a [X] est une sous algeébre de R[X]

1 est constant donc 1 € R’;{’a [X]

V(4 P,Q) € R? x (RI,[X])" ona Vi € {0, .., ny}

(P +uQ)W = AP)V + (uQ)® = AP® + pQ®

donc (AP + Q)P (a) = 2PW(a) + uQ9(a) = APO (@ +T) + u0D(a + 1)
=P +uQ)P(a+T)

donc AP + uQ € R;f")a [X]

v(P,Q) € (R [x])" ona Vi€ (0, .., no}:

i

(PQ)® = Z (;) pl9Qli-h)

k=0
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i i

donc (PQYO(@) = ) (;) PO@.QM (@) = ) (;() P®(q +T).Q (a +T)

k=0 k=0
= (PQP(a+T)
donc PQ € R;%, [X]

Donc ]R{;ff’a [X] est une sous algébre de R[X] donc est une algébre.
De plus elle est commutative car R[X] est commutative

Définition :

On définit sur ]Rl?"’a [X] une relation binaire = de la maniére suivante
2 . . .

V(P,Q) € (R7,[X])", P=Q e Vie{0,..,ng} PP(a) =0QP(a)

On dira que P et Q ont un méme comportement

Proposition :

= est une relation d'équivalence sur R}, [X]

Démonstration :

v(P,Q,R) € (R?,[x]) ona:
Vi €{0, ...,n} PP (a) = PD(a) doncP =P
P=QeVvie{0..,n} P2 =0P@ e Q=P

P=QetQ=R =Vi€ef0,..,n} PY)=QP) et Q¥(a) =RV (a)
= Vi €{0,..,ng} PP(a)=RP(a) > P=R

. 7 . n
Donc = estune relation d'équivalence sur R;°, [X]

Proposition :

vP € R}, [X] alors PQ2a + T — X) € R}, [X]

Démonstration :

Soit P(X) € Ry, alors = Vi €{0,...,ng} PV (ay) = PV (ay +Ty)
Notons Q(X) = PQRa+T —X)

Vi €{0,..,n} QOX) = (-D'PORa+T-X)

QW) = (-DPYQ2a+T-a)=(-DPP(a+T) =(-DPI(a)
=(DPOQRa+T—(a+T) = QW(a+T)= Qe Ry,[X]
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Proposition :

T
V(ay, a3, Ty, Tz, np) € R? X R X N si P(X) € R}, [X] alors P(T—l(X —ay) +ay ) € R _[X]
2

Ty,05

Démonstration :

Soit P(X) € R7° , alors = Vi € {0,...,ng} PY(a;) =PV (ay +T)

1,%1

Notons Q(X) = P(%(X —ay) + 051)

OnaQ'(X) =%.P’<%(X—a2) +a1)

Par simple récurrence Vi € {0, ...,ny} QP (X) = ( ) p® (%(X —ay) + al)
Donc V.i €{0,..,n} 0D (a, ) = (—) pw (—(az —ay) + al) = (%)iP(i)(al)
= () PO+ 1 = (1) PO (R 41y - e ) = 00y +T2)

Donc Q(X) = P(%(X —ay) +ay ) € R?ﬁ,az[x]
2

Théoréme :

Soit f une application linéaire non constante siP(X) € ]R’Tlf’a [X] alors
sign(a) 2a + T(l — sign(a)) —2b

T
P(f(x)) € R?g.ao [X] avec Ty = — > al

lal

etay =

Démonstration :

Soit P(X) € R ) alors = Vi € {0, ...,n} PO(a) = PD(a; +Ty)
Notons Q(X) = P(f(X)) avec f:x » ax + b aveca # 0

f_l:XI—)x_b
a

WEmmmﬁd%m=ww(¥?)
QO(f(@) = a'P® (£(f(@)) = PO (@) = a'PO(a +T)

=qalp® (f(f‘l(a + T))) = QU(f Y (a+T)) donca(ty, ay) € R} X R tel que

a+T—b a—
QeIR{TaetonaTo=|f‘1(0!+T)—f_1(“)|:| a | || lal

a+T—b+a—b_2a+T—2b

200+ Ty = fHa+T)+ fa) =

a a a

d _1(20(+T—2b T) 1( ()20(+T—2b T)
onc ay = > " al > sign(a al al

3 sign(a) 2a + T(l — sign(a)) —2b

S 2 lal
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Théoréme :

R7 ., [X] > R

Ty,a,

[X]

Soit (ay, a5, Ty, To,ng) € RZ X R X Net f: alors f estun

P(X) HP(%(X—&2)+051)

isomorphisme d'algébre de ]R{ﬁf’al[X | sur ]R{;f;”az [X]

Démonstration :

R7 o, [X] > R7?

Ty,04

[X]
ftestdéfinieetona f1:

00 - (F - )+

Donc f est bijective.

V(1 P, Q) € R2x (R?, [X])* ona
F(OP +4Q)(0) = 2P+ @) (7~ @) + )
- 0P (U@ + @) + GO (0 - @) + )

=lP(%(X—a2) +a1) + uQ (%(X—a2)+a1)

= Af(P(X)) + uf (Q(X))

Donc f est linéaire.

F(POO x Q0) = F((P x Q00) = P x Q) (- (X~ )+

(T Ty
= P(T_Z(X —ay) + al) X Q <T_2(X —a,) + al)
= F(P(X)) x F(Q))

Donc f est un morphisme d'algeébre donc un isomorphisme d'algébre car bijectif.

Définition :
R

Ty,

[X] - R

X]
T;,az [
L'isomorphisme d'algébre défini plus haut sera noté Wyly. :
P g finip 2l P e P (R —a) +ar)
2

Théoréme :
. ng ng ng 2, -
Soient Ry’ , [X]et R7, [X], V(P,Q) € (]RTL“I [X])" si P(X) = Q(X) alors

Wola, (P(X)) = Wa's, (QCXN))
T, T, T,T,
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Démonstration :

Soit (P,Q) € (R, [X])" et P(X) = Q(X)
donc Vi € {0, .. no} PO (a) = 09D (ay)

Notons R(X) = Wy, (P(X)) et S(X) = Wo'a, (Q(X))
TiT, T, T,
alors Vi € {0, ...,np} ona

RO(X) = <T2) p® (—(X —ay) + al)
et SO(X) = <T_2) QW <T_2(X —a) + al)

donc RO (a,) = (%) PO (a,) = (%) Q9 (ay) = 5D (ay)
donc R(X) = S(X)

donc W', (P(X)) = Wale, (Q(X))
T1T, T1T,

Remarque :
Comme ‘ngqz est un isomorphisme et que son application réciproque est LP&lz"o(lon voit que

T1T, T,Ty
dans le théoréme précédent on a R(X) = ‘P;faz(P(X)) et S(X) = ‘Palaz (Q(X)) et donc

Tsz T1T2

P(X) = Yado, (R(X)) et Q(X) = Wagu,, (SCN)) d'0u R(X) = S(X) = P(X) = Q(X)

T2T1 TZTI
d'otiona P(X) = Q(X) & We's,(P(X)) = Yo', (Q(X))

T, T, T, T

Définition :

Onnotera [Bo, By, -- [S’no] ={pe R7° % [X1/vi €{0,...,no} PO () = B}

Proposition :

Soit P(X) = a, un polyndéme constant alors P € [ay,0, ...,0]

Démonstration :

Soit P(X) = ag alors P(a) = ay et Vi € {1, ...,ng} PO (X) = 0donc PP (a) =0
donc P € [a,,0, ...,0]

Définition :
On notera R;ff’a [X]/= l'ensemble quotient de ]R;ff’a [X] pour la relation d'équivalence =
Définition:

On définit sur R?Pa [X]/= les lois +,.et X de la maniére suivante :
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Soit ([Bos w1 Bug b [¥or -1 ¥, ]) € (RE%[X1/=)°

Alors on définit + par :
[Bos e Bro] + [Yor s ¥o) = [Bo + Y0, s By + Vo]

On définit . par:
VAER A[Bo, ) Buy] = [A-Bos s A By |

Etenfin X par:

i o

[Bo. ---;ﬂno] X [vo, ---'Vno] = (BoYo, Bov: + Bivo, - Z (;{) Br-Vi-k » Z (1;(0) Bk VYno—k

k=0 k=0

Théoréme :
V[Bo, s Bry) € R7%[X1/=,3P € RY%, [X]; [P(a), P'(a), ..., P ()] = [Bo, .-, By |

Démonstration :

Onavu que Ay, € [0, ...,0, 2p)! T?, 82p+1s e 5n0] et
E2p+1 € [0,..,0,(2p + DIT?P*2, 5,19, ..., VY, | comme om sait trouver
un polynéme de Rﬁf’a [X] acoordonées nulles avant un certain iy et non nulle en

iy on peut donc trouver un élément de tout [[30, s ,[)’no]

Théoreme :
(]R{??a [X1/=,+,. ,x) est une algébre commutative

Démonstration :

Il faut montrer que (Rgf’a [X1/=,+, ) est un espace vectoriel, X est interne,
associative, admettant un élément neutre, et distributive par rapport a +,

et V(A u,A,B) € R? x (R, [X]/=)", onait (2.4) x (u.B) = (Aw) - (AX B)

V([Bor s By} [Yor s Vg ] [80, e 8, ]) € (RE [X1/=)°
[ﬂO' ""ﬂno] + [YO' "'IYno] = [ﬂO + Yo, "-'ﬁno + yno] € Rr;?a[X]/:

([Bos s Bngl + [Yor s ¥ng|) + [80s - 8ng] = [Bo + Yo + 80, s Brg + ¥y + S0]
= [Bos s Bng| + ([Yor o Yug | + [80s - 6 ])

[0, ...,01 + [Bo, ) By | = [Bos s Buy| = [Bos s Buy| + 10, ...,0]
[Bo, - Bng | + [—Bos - =By | = 10, ....,0]
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[.80 .Bn(]] + [VO Vno] = [ﬁo + Yo, - ﬁno + Vno] = [ﬁO: ---:ﬁno] + [YO: ey

(]Rn" 1/=, +) est donc un groupe abellen
v(,,u) €ER?ona

2. ([Bos e Bng | + [Y0r s ¥ng]) = 2-([Bo + Vor s Bry + Yo ))
= [ABo + Wo, s ABny + Wiyl = [ABos s ABuy | + [A¥0) e A, |
= 1. [Bos s By | + A-[Yor s Yy |

A+ 10)-[Bor w1 Bag) = [+ ). Bos s O ). Brg) = [ABoy v 4By | + [14Boy -,

A (Bos s Bug | + 1. [Bos - B
A2)-[Bos - o] = [A0Bos s Aun] = 2. [1Bo s B ] = 2. (- [Bo, -
L. [Bos s Bug| = [1. Bos 11 By | = [Boy v By |

donc (R X1/=,+,.) est un espace vectoriel
No
n
[Bos s B ] X [10r Vg = [ B0 D () B Vg | € RG]/
k=0

Soit P € [ﬁo, ...,ﬁno],Q € [yo, ...,yno] etR € [60, ...,Sno] alors
[Bos -1 Bngl X ([Y0 e Vg X [801 0 8, ])

= [P(a) P("O)(a)] X ([Q(a), ...,Q("°)(a)] X [R(a), ..., R0 (a)])
= [P(a), ..., P™ ()] x [(Q X R)(a), ..., (Q X R)™(a)]

=[(Px @x R)(@, .. (Px @ x R)™ (@)

= [((P X Q) X R)(@), ..., (P x Q) x R)(”") (a)]
= ([Bos s Bug | X [Y0r - ¥ng]) X [0 s O |

[ﬁo: ---:ﬁno] X ([Vo: ---rVno] + [50: ---;Sno])

no

= |Bo(Yo +80) , ..., Z (7;(0) Br- (Vno—k + 5n0—k)]

k=0
[ ng ng
n n
= BoYo + Bobo ,Z ( ko) Bi-Yng—k + Z ( ko) Bre- tng—k
k=0 k=0

= [BoYo s > Z (T;O) ﬁk-yno—k‘ + [ﬂo‘so y e Z (7;{0) Bk- 5n0—k]

k=0 k=0

[Bos s By ] X [Yor s ¥y | + [Bos s Bug | X [80s s 6y

i no

[Bos -, Brg ] X [1,0,...,0] = [mo , Z (;) Br. 8%, Z (7;{0) Bie- 83, i

k=0 k=0
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Osii#j
1sii=j

[Bos -+ Bno] X [1,0, .. l B+ Z( ) + Z

i no— 1
(k) ﬁk' ’ "'lBTlo + Z (k),Bk “ = [ﬁo, ...,ﬁno]
k=0

avec &) = {

=

k=0

= lﬁo,...,ﬁi‘F

(ABos -1 Bng1) % (#[v0, - ¥no ) = [ABos s 2Bny | X [vo, - Wno]
l/woliyo ) 'Z (1;(0) ABr-M¥ny—k | = l()lli)-ﬁol’o , (). z Br-Yn,- ]

k=0
No

). lﬁm oo D () B Vgie| = (B ] X [0 12, ))

k=0

(R X1/=,+,. X) est donc une algebre

de plus [Bo, ., Buy] X [Vo, - Yug] = [ﬁo]’o Y (’;°)ﬂk.ynok]
k=0

= lyo,go y s z (7’;0) Vk-ﬁnok] = [Vo, ...,Yno] X [,80; ""Bno]

k=0
donc (RTa 1/=,+,.,x) est une algébre commutative

Proposition :

Soit m: {

Ry [X] - Ry, [X]/=
P [P(a),P’(a), ...,P(”O)(a)]

surjection cannonique.

10

Démonstration :

Tout [BO ﬁ’no] admet un antécédant donc mest surjective.
v(4,uP,Q) € R? x (R}® [X) ona

An(P)+ u.m(Q) = A [P(a) , P(mo) (a)] + 1. [Q(a), oo, Q10 (a)]
[1.P(a), ..., 1. P ()] + [,u Q(@), .., 1. Q) ()]
[1.P(a) + w.Q(a), .., 2. P (a) +# Q) ()]

n(P x Q) = [(P x @)(@), ..., (P x Q)™ (a)]

est un morphisme surjectif d'algébre appelé

[(/1. P+u.Q)a),..,(A.P+ pu.Q)m (a)] =m(A.P + u.Q) mest donc linéaire
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- lP(a)Q(a) s ) () PR@. oo (a)‘
k=0
= [P(a), ..., P ()] x [Q(a), ..., Q™ ()]

n(P) x n(Q)

Donc m est un morphisme surjectif d'algébre

Théoréme :
v[ 0 ...,ﬂno] € ]R{;ff’a[X]/z, [ﬁo, ...,ﬁno] est inversible & By, # 0

Démonstration :

Supposons [ﬁo, ...,ﬁno] inversible, alors El[yo, ...,yno] € ]Rr;f’a[X]/x tel que

Mo
No
o) % o Vg = |Bo¥o s D (1) B nger| = (10,0
k=0
alors Byyo = 1donc By # 0
Supposons B, # 0 alors prennons y, = ﬁ_ onadonc fyy, =1
, o
) 1 i
Par récurrence prennons y; = —— z ( )ﬂk. Yiek
Bo \k
i i Mo
i ngy
TR LTS T PR of () PN o 1 P
k=0 k=0
On aBoyo=1 et remarquons donc que Vi € {1, ...,ny}

Z( )ﬁk Viek = ﬁo%+z< )ﬁk-yi—k,

= Po- —%Z (;{) Br-Yi-k |+ zl: (;{) Br-Yi-k =0

donc [B,, ...,ﬁ’no] X [y, ...,yno] = [1,0, ...,0] donc [B,, ...,[)’no] est inversible
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