1 Variations a partir de la hiérarchie algébrique

1.1 Nombres Supernaturels
1.1.1 Introduction

L’ensemble des nombres Supernaturels que nous noterons SN par la suite, est une extension naturelle de
N*, en tant que treillis (pour la relation de divisibilité).

SN permet de prolonger a certains groupes profinis des théoremes valides pour les groupes finis.

Un Supernaturel peut aussi caractériser le degré d’une extension algébrique de corps quelconque (et pas
seulement les extensions finies).

1.1.2 Définition

Un nombre Supernaturel est défini comme un produit formel indexé par P ’ensemble des nombres entiers
naturels premiers :

T = Hp”?. Oun, e NU{oo} = N, ensemble dans lequel I’addition est prolongée par n + oo = oo.
peP
L’exposant n,, est parfois noté v,(x) par prolongation de la valuation p-adique a N.

On peut remarquer que si I'ensemble des p tels que v,(x) # 0 est fini, et si aucun v,(x) = oo, alors x est
simplement un nombre entier naturel, (c’est & dire N* C SN). A noter que 0 n’est pas considéré comme un
Supernaturel.

1.1.3 Table de multiplication

1l n’existe pas de définition naturelle d’une addition sur I’ensemble des Supernaturels (il est difficile de se
faire une idée de la signification de 2°° + 3)

La multiplication sur SN au contraire se définit de facon tres naturelle (elle prolonge naturellement la
multiplication sur N) :

Hpnp(x) X Hp”p(y) — Hpvp(x)"‘“p(y)

peP peP peP

On peut aussi définir la relation de divisibilité en prolongeant la divisibilité sur N) :

(z|y) = (vp € P(vp(x) < vp(y)))
(SN, |) est un ensemble partiellement ordonné, avec un minimum et un maximum.

Et, bien sur, on peut prolonger les notions de PPCM et de PGCD :
Pour une famille (x;);e; de nombres Supernaturels :
- PPOM((@i)ier) = Hpsup"ef(vp(m)
peP
~ PGCD((w:)ier) = [ [ peer =)
peP

Ces définitions permettent de calculer le PPCM et le PGCD de toutes familles de nombres Supernaturels,
donc en particulier d’une famille infinie de nombres entiers naturels (méme si le PGCD peut étre un nombre
Supernaturel qui n’est pas un entier naturel).

Lorsque la famille est réduite a deux éléments, on note plutot :
- zVy=PPCM(z,y)
- ANy =PGCD(x,y)


http://fr.wikipedia.org/wiki/Groupe_profini

1.1.4 Propriétés algébriques

(SN, Vv, A) est un treillis distributif complet (donc borné), pseudo-complémenté mais non complémenté,
donc ce n’est pas une algebre de Boole.

Le minimum de ce treillis est 1 et le maximum est w = H p>°
peP

Les atomes de ce treillis sont les nombres premiers.
C’est une algebre de Heyting compléte, c’est a dire un treillis borné, complet avec la propréiété supplémentaire :

Pour tout a et tout b il existe un z maximum tel que a A x < b; cet élément est le pseudo complément de
a par rapport a b, et il est généralement noté a — b

Le pseudo complément d’un élément est le pseudo complément de cet élément par rapport au minimum du
treillis, généralement noté —z.

Soit a et b deux supernaturels, alors le pseudo complément de a par rapport a b, x est défini par (la
vérification est triviale) :

op(x) = vpla) # 0 = wvp(b)
vla) = 0 = oo
Dans le cas ou b = 0, on trouve —a le pseudo complément de a, dont on peut vérifier que —a V a, n’est
généralement pas égal & w (le maximum de SN), et n’est donc pas un complément de a.

On peut munir SN de la topologie de Scott, c’est a dire une topologie dont une base d’ouverts est donnée
par :

U, = {zx € SN | v > n} (la relation d’ordre étant la divisibilité);

Cette topologie permet de définir la catégorie des multisets (une extension de la notion de multiset fini).

1.1.5 Synonymes, Isomorphismes, Exemples

Les nombres Supernaturels sont parfois appelés « Entiers naturels généralisés » ou « Nombres de Steinitz

. N cp s ~P . .
On peut aussi, de fagon tres naturelle, définir SN = N | ou encore, de fagon un peu moins naturelle (il suffit
—N
de changer linterprétation) SN = N

Une extension possible de SN, est d’autoriser les v,(x) & prendre leur valeur dans Z = Z U {—o0, 00}, avec
les trois regles d’addition supplémentaires :

oo 4+ n o= o0
-0 + n = -0
00— o0 = 0

Néanmoins ce nouvel ensemble n’est pas un groupe pour la multiplication, cette opération n’étant pas
réguliere (elle n’est plus associative).

1.1.6 Utilisation en physique

Aucune référence attestant de I'utilisation des Supernaturels en physique n’a pu étre trouvé.

1.1.7 Références

Détails sur les extensions algébriques et les groupes profinis

Diagonal direct limits of monomial groups

Weakly locally finite MV-algebras and real-valued multisets

THE MODULAR REPRESENTATION THEORY OF PROFINITE GROUPS


http://www.math.upenn.edu/~pop/Teaching/files-Tea/602-PS09.pdf
http://mat.polsl.pl/groups/docs/sushchanskyy.pdf
http://www.mathfuzzlog.org/latd2010/slides/Cignoli.pdf
http://www.maths.bris.ac.uk/~majwm/mythesis.pdf
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