
PTSI G.Eiffel 2009/2010 Devoir à la maison no 12 pour le mardi 30/03/2010

Exercice 1 : On recherche dans cet exercice un équivalent de n! quand n →∞.

1. On considère la fonction f définie sur ]−1,+∞[ par f (x) = ln(1+x).

(a) Déterminer f (n)(x) pour tout entier naturel n > 0 et tout réel x >−1.

(b) En déduire, pour tout x ≥ 0, l’existence d’un réel α(x) vérifiant{
1

(1+x)4 ≤α(x) ≤ 1

ln(1+x) = x − x2

2 + x3

3 − x4

4 α(x)

2. Pour tout n ∈N∗ on pose g (n) =
(
n + 1

2

)
ln

(
1+ 1

n

)
−1.

(a) Justifier pour tout entier naturel n > 0 l’encadrement :

0 ≤ g (n) ≤ 1

12n2 + 1

n3

[
1

6
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α

(
1
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(b) Montrer que , pour n ≥ 4, on a : α
( 1

n

)≥ 1
3 .

(c) En déduire, pour tout n ≥ 4 que

0 ≤ g (n) ≤ 1

12

[
1

n2 + 1

n3

]
puis

0 ≤ g (n) ≤ 1

12

[
1

n −1
− 1

n

]
3. On considère la suite u définie, pour tout n entier naturel non nul, par son terme général

un = ln(n!)−
(
n + 1

2

)
ln(n)+n

(a) Exprimer vn = un −un+1 en fonction de g et de n. Montrer que pour n > 4

n−1∑
k=4

vk = u4 −un

(b) Justifier l’encadrement pour tout n > 4

0 ≤
n−1∑
k=4

vk ≤ 1

36

En déduire que la suite u converge vers un réel C qui vérifie

u4 − 1

36
≤C ≤ u4

(c) Montrer (en considérant son logarithme) que la quantité

n!

nn+ 1
2 e−n

admet une limite strictement positive K lorsque n tend vers l’infini.

En déduire l’équivalent n! ∼ K nn+ 1
2 e−n .

(d) En utilisant la question 3b, donner un encadrement de K à 10−2 près.
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Exercice 2 : Dans E =R4, on définit :

F = {(x, y, z, t ) ∈ E/ x +2y +2z + t = 0}, G = {(a,2a,2a, a) ∈ E/ a ∈R}, et H = {(x, y, z, t ) ∈ E/ y = z = 0}

1. (a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E de dimension 3. En donner une base.

(b) Montrer que G est un sous-espace vectoriel de E de dimension 1. En donner une base.

(c) Démontrer que F et G sont supplémentaires dans E .

2. On admet que H est un plan vectoriel de E .

(a) Montrer que −→u = (1,0,0,0) et −→v = (0,0,0,1) forment une base de H . En déduire dim(H).

(b) Donner un élément non nul de H ∩F . Qu’en conclure sur la dimension de H ∩F ?

(c) Donner un élément non nul de H \ (H ∩F ). Qu’en conclure sur la dimension de H ∩F ?

(d) Quelle est la dimension de H ∩F ? En donner une base.

(e) Donner dim(F +H). En déduire F +H .
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