Comment définir a puissance b 7

Nous nous intéressons ici au sens de a’, avec (a,b) € R x R. Dans le cas ou I'exposant
est un entier, on sait définir la puissance par récurrence :

-a =1,
-Vn €N, a" = a.a™.
On a alors la propriété suivante : Vm,n € N, a™*t" = a™.a". Essayons d’étendre

I’exponentiation sur R en conservant cette propriété; cherchons donc une application
fa : R — R telle que pour tout z,y € R, fo(x +y) = fao(x).f.(y). Nous supposerons de
plus que f, est dérivable sur R.

Remarquons d’abord que f,(0) = 1. En effet, f,(0) = f.(0 +0) = f,(0)? donc soit
fa(0) = 0 soit f,(0) = 1. Or, si f,(0) = 0 alors pour tout x € R, f,(x) = fo(z +0) =
fa(x).f2(0) = 0 et donc f, est la fonction nulle. Souhaitant étendre I’exponentiation sur
N, qui est non identiquement nulle, on écarte ce cas et on trouve ainsi f,(0) = 1.

— 1 —
Soit (z,h) € R x R*. On a Jo@ + 1) = Julw) = fa(x)—fa(hf)L = fa(:t)—fa(h) - fa(O).
Ainsi, pour h — 0 : f!(z) = f.(0)f.(z). Par conséquent, f, (si elle existe) est solution
y =ky (k € R)

y(0) =a

du systeme { . Le théoreme de Cauchy-Lipschitz assure alors 'existence

et 'unicité de f,.

Supposons f!(0) = 0. Alors f, est constante et identiquement égale & a. Alors nécessairement,
pour étendre I'exponentiation sur N, on doit avoir a = 1. Nous supposerons dans la suite

a # 1 (et donc f1(0) # 0).

Remarquons que f, est strictement positive et strictement monotone. En effet, suppo-
sons qu'il existe y € R tel que f,(y) = 0; alors pour tout = € R, f,(z) = fo(x —y+y) =
falx =) fuly) = 0, ce qui est impossible f, n’étant pas identiquement nulle. De plus, f,
est continue (puisque dérivable) et f,(0) =1 > 0, donc f, > 0. On en déduit alors que
fr=f10)fa > 0si f1(0) >0o0u f. <0si f/(0) < 0; ainsi, f, est strictement monotone.

Etudions les limites de fa en £oo. Distingons deux cas : si f, est strictement crois-
sante, alors f, admet une limite finie en —oo, que 1’on notera provisoirement [y, et soit
fa diverge vers l'infini en +o00 soit elle y converge en une hypothétique limite /5. En cas
de convergence f! tend vers 0, donc 'équation différentielle de f, implique iy = Iy = 0. 11
est cependant impossible que [, = 0, puisque I; = 0 et que f, est strictement croissante.
Donc f,(x) o, oo et fo(z) — 0

T—r—00
Si f, est strictement décroissante, alors le méme raisonnement conduit a f,(xz) — 0
T—+00

et fo(x) o oo



Une conséquence de ce qui précede est que f, est bijective de R dans R?.. Nous pouvons
donc définir sa réciproque f,; ' : R* — R. De plus, f, ne s’annulant jamais, f,'
dérivable sur RY.

Ayant par définition f, o f; ' = Id, on obtient dérivant : (f, ') =

. Donc f;!

est la primitve de x — s’annulant en 1.

1
fa(0)z
Soit z € R*. Posons ¢ : y — fo(yf. ' (x)). On a g(1) = f, o f,'(x) = x. De plus, g est
dérivable, et pour tout y € R, ¢'(y) = fo ' (x) fo(yfa ' (2)) = £ (@) fo(0) fu(yfe ' (2)) =
f2(0) fz(y). Par conséquent, g et f, sont solutions de la méme équation différentielle avec
une méme valeur particuliere. Ainsi, g = f,. Donc il suffit de connaitre une seule fonction
fa pour pouvoir définir toutes les puissances du type étudié. D’apres la caractérisation
de f, en terme de primitive, il est naturel de se donner la condition f/(0) = 0. Notons
e un réel tel que cette condition soit vérifiée.

Remarquons d’abord que I'équation différentielle vérifiée par f. implique que f. soit
de classe C*™. Soient =z € R et n G N. D’ aprés la formule du développement de Tay-

lor avec reste intégral, f.(x Z fe k) k:‘ / f ”+1 ) ————dt. Or pour tout

ke {l,.,n}, % = £ donc fe(x Z / fo(t)~———

fe- De plus, il existe N € N tel que pour tout £ > N,

N*lx n+1 T N71.12 1 n—N
k=1

k=1

n—>+oo

Sl Zk.

On vérifie de plus que la série entiere g o possede un rayon de convergence infini.
n>0

k
x
Par conséquent, f, est une fonction analytique et f, : x +— Z =k Ainsi, f, correspond
k=0
a la fonction exponentielle telle qu’on la définit usuellement.

oo
On en déduit également que e = f(1) = — est la constante d’Euler (ou de Ne-

k!
k=0

per), ce qui implique l'unicité de e tel que nous 'avons défini.

Définissons donc, pour tout (a,b) € R% xR, a” = exp(bIn(a)). On remarquera également
que lon retrouve 'expression que l'on souhaitait généraliser : pour tout (a,z,y) €
R% x R?, a™¥ = a”.a.



