Cours de Mathématiques de MPSI:

Partie Algebre

D’apres le cours de M. Moreau, les démonstrations et exemples retirés.
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CHAPITRE I : Lois de composition interne, Groupes.

1. Loi de composition interne

Définition : On appelle loi de composition interne sur un ensemble F
toute application de ¥ x E dans E notée * par exemple. Elle peut avoir les
qualités suivantes :

1) x associativite < V(z,y,2) € B3, x* (y*2) = (v xy) * 2
2) * commutative & V(z,y) € E?, zxy=yxx

Définition : On appelle :

1) élément neutre de * tout élément e € E tel que
Ve FE, rxe=x=exux.

2) élément absorbant de * tout élément 6 € E tel que
Vee E, xx0=0=0xux.

3) élément inversible de * tout élémént x € E' tel que
Jye E /x*xy=e=yx*xxoue est un élément neutre de x*.

Remarque : S’il y a existence d’'un élément neutre alors il y a unicité. De
meme si un élément est inversible et la loi associative alors il y a un unique
inverse.

2. Groupes

2.1. Définition

Définition : On dit que (G, *) est un groupe si il vérifie :

1)  est interne sur G

2) * est associative

3) * admet un élément neutre dans G

4) tout élément de G est inversible pour x*



Si % est commutative sur G alors le groupe sera dit abélien ou commuta-
tif.

Définition : Si (G, *) est un groupe avec GG de cardinal fini égal a n alors
le groupe sera dit d’odre n.

Définition : On dit que a € G est régulier pour x si et seulement si V(z,y) €
G?, rxa=y*xa=x=yetaxz=axy=1x=y.

Propriété 1 : Si (G, x) est un groupe alors tous ses éléménts sont réguliers.
Propriété 2 : V(a,b) € G?, e € G / axx =b.

Propriété 3 : Va € G, les applications

G - d G - 4

fa: et g, : sont des bijections.
r = axx T = T*xa

Propriété 4 : Vo € G, (z7')' = .

Propriété 5 : V(z,y) € G?, (xxy) t=y szl

2.2. Sous-groupe
Définition : Soit (G, %) un groupe et H C G, on dit que H est un sous-groupe
de (G, %) si:

1)* est interne a H
2)(H, *) est un groupe

Proposition : Une intersection de sous-groupes d’un groupe (G, *) est un sous
groupe de (G, *).

2.3. Morphisme de Groupe

Définition : Soit (G, *) et (H,¢) deux groupes et une application f : G — H.
On dit que f est un morphisme de groupe si V(z,y) € G?, f(z *xy) =
f(@)o fy)



Si f est bijective on 'appelle isomorphisme.
Si elle est de G sur G on I'appelle endomorphisme.
Un endomorphisme bijectif est appelé automorphisme.

Propriété 1 : Soit f un morphisme de (G,x*) dans (H,©) ou e est I’élément
neutre de (G, x) et €’ celui de (H, ) alors f(e) =€’

Propriété 2 : Vo € G, f(z7') = (f(x)>_1

Propriété 3 : De plus si g est un morphisme de (H,¢) dans un groupe (K, =)
alors g o f est un morphisme de (G, %) dans (K, |=).

Définition : On appelle noyau d’un morphisme f de (G,x*) sur (H,©) l'en-
semble noté Ker f et définit par Ker f = f~! ({e’ }) ou ¢ est 1’élément

neutre de H.

Proposition : Soit f un morphisme de (G, *) dans (H,o) alors Ker f est
un sous groupe de (G, *).

Théoreme : Soit f un morphisme de (G, *) dans (H,¢), alors

f est injective < Ker f = e ou e est 'élement neutre de (G, *).

Définition : On appelle image d’'un morphisme (G, x) dans (H,¢) 'ensemble
noté Im f définit par Im f = f(G).

Proposition : Im f est un sous-groupe de (H, ).

Remarque : f surjective < Im f=H.



CHAPITRE II : Anneaux, Arithmétique et Corps.

1. Anneaux

1.1. Définition

Définition : On appelle anneau tout triplet (A, +, X) o A est un ensemble
et 4+ et x sont des lois de composition internes sur A qui vérifient :

1) (A, +) est un groupe abélien

2) x est associative

3) x admet un élément neutre dans A

4) x est distributive par rapport a la loi +

s ax(b+c)=(axb)+ (axc)
& V(a,b,c) € A ona{ (a+b)xc=(axc)+(bxc)

Sila loi x y est commutative alors I'anneau sera dit commutatif.

On notera 04 ’élément neutre de + et 14 celui de x. On notera —x 'opposé
de z € A (inverse pour la loi +).

Propriété 1 : 04 est absorbant pour x <& Vr e A, t x 04 =04 =04 X
Propriété 2 : V(a,b) € A2,

(—a) xb=ax(=b)=—(axb)et (—a) x (=b)=axb

Propriété 3 : Soient a € A et (b;)icq1,... n} € A™. Alors on a
ax(Z@)—Zaxbi et (ZbZ)Xa—Zbixa
i=1 i=1 i=1 i=1

Propriété 4 : Soit (a,b) € A tel que a X b= b x a alors Vn € N* on a

wror =3 (4 Yat s

k=0

n—1
a" —b" = (a—0b) x ( a™ R x bk>

k=0

b}



2n
a2ntl + p2ntl — ((l+ b) % (Z(_l)kGan > bk)
k=0
1.2. Sous-anneau
Définition : Soit (A, +, X) un anneau et B C A, on dit que B est un sous-

anneau de (A, +, x) si :

1) (B, +) est un sous-groupe de (A, +)
2) B est stable par x
3)14€B

et alors (B, +, X) sera aussi un anneau.

1.3. Morphisme d’anneaux

Définition : Soient (A, +, x) et (B, ®, ®) deux anneaux et f : A — B.

V(a,b) € A% f(a+0b)= f(a)® f(b)
f morphisme d’anneaux < ¢ V(a,b) € A% f(a xb) = f(a)® f(b)
f(1a) =15

2. Arithmétique

2.1. Anneaux (Z, +, x) et division euclidienne

Proposition : (Z,+, X) est un anneau muni d’une relation d’ordre total <
compatible avec +, tel que toute partie non vide majorée (respectivement
minorée) de Z admet un plus grand élément (respectivement plus petit).

Propriété : Z est archimédien < Ve € N*, Vy € Z, In € N / nx > y.

Théoreme de la division euclidienne :

V(a,b) € Z x N*, 3l(q,r) € Z x N tel que {

a=0bq+r
0<r<b

Conséquence : Les seuls sous-groupes de (Z, +) sont les parties de la forme
nZ avec n € Z.

Définition : Soit A un sous-groupe non réduit a {O} de (Z,+), on appelle
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générateur de A son plus petit élément n non nul et positif, il est tel que
A =nZ.

2.2. Divisibilité
Définition : On appelle relation de divisibilité notée | sur (Z, +, x), la rela-
tion binaire définie par : V(a,b) € Z?, alb< Ic€Z / b= ac.

Proposition : La relation | est réfléxive, transitive mais non antisymétrique.

Définition : Comme | est non antisymétrique, il sera dit de (a,b) € Z? tel
que alb et bla qu’ils sont associées (car non nécessairement égaux).

Proposition : Soient (a,b) € Z? tel que a et b soient associées, alors a = b ou
a= —b.

Proposition : V(a,b) € Z?, alb < bZ C aZ.
Remarque : Dans N* alb = a < b.

Proposition : Soient (a, b) € (Z*)?, soit H(a,b) = aZ+bZ = {c €Z /I (u,v) €Z*c=au+ bv},

alors H(a,b) est un sous-groupe de (Z, +) non réduit a {0

2.3. PGCD

Définition : Soit (a,b) € (Z*)?, on appelle PGCD de a et de b le générateur
du sous-groupe aZ + bZ. On le notera PGCD(a, b) ou encore a A b.

Proposition : Soit (a,b,d) € (Z*)3, d|a et d|b = d|a A b.

Proposition : Soit (a,b) € (Z*)? a A b est le plus grand des entiers posi-
tifs divisant a et b.

Remarque : Soit a € Z*, alors a A a = |a|. Et pour tout bon aa Ab=">bAa.
Proposition : Soit (a,b) € (Z*)?, a Ab = |a| < alb.

Proposition : Soit (a,b,c) € (Z*)3, (ab) A (ac) = |a|(b A c).



Proposition : Soit (a,b,d) € (Z*)*> x N* tel que d|a et d|b alors 3(a’, V) €
(Z*)* Ja=ddetb=Vd. Onaalorsd=aAb&s d NV = 1.

2.4. PPCM

Proposition : Soit (a,b) € (Z*)?, aZ N bZ est un sous-groupe de (Z,+) non
véduit & {0}.

Définition : Soit (a,b) € (Z*)?, on appelle PPCM de a et de b le générateur
de aZ N bZ. On le notera PPCM (a,b) ou alors a V b.

Remarque : aZ NOZ = (a V b)Z.

Proposition : a V b est le plus petit des entiers positifs multiples communs a
a et b.

Proposition : Soit (a, b, c) € (Z*)? alors alc et blc = a V b]c.
Proposition : Soit (a,b) € (Z*)* :

1)avb=bVa
2) aVb=la| V||

3)aVa=]|al
4) aV1=]la
5)aVb=1bl < alb

Proposition : Soit (a,b,c) € (Z*)3, (ab) V (ac) = |a|(bV ¢).
Théoreme : Soit (a,b) € (Z*)?, (aV b)(a Ab) = |ab|.

2.5. Nombres premiers entre eux

Définition : On dit que a et b sont premiers entre eux si et seulement si
aNb=1.

Théoreme de Bézout : Soit (a,b) € (Z*)?,

anNb=1<3I(u,v) €Z [ au+bv=1.



Corollaire : Soit (a,b, c) € (Z*)?

an(bc)=1<aNb=1letanc=1
2)aANb=1=VY(m,n) € (N)? a™ AD" = 1.
3)aNb=1=aANbc=aAc.

Théoreme de Gauss : Soit (a,b,c) € (Z*)?, albcet aNb=1 = alc.

Corollaire : Soit(a,b,n) € (Z*)3, si a Ab=1, aln et bln alors abn.

Théoreme d’Euclide : Soit (a, b, q,7) € (Z*)* tel que a = bq + r alors a A b =
bAr

Recherche du PGCD de deux entiers : On suppose que (a,b) € (N*)2, car
on sait que a Ab = |a| A|b|. Et on suppose aussi a > b. On effectue la division
euclidienne de a par b, alors on obtient a = bg + r et 0 < r < b, mais aussi
aANb=bAr.Sir =0 alorsle PGCD est b, sinon on recommence le procédé
avec b et r, on obtient donc une suite strictement décroissante de restes dont
le dernier non nul est le PGC'D de a et de b.

2.6. Nombres premiers

Définition : On appelle nombre premier tout nombre entier p € N\{0, 1} qui
ne soit divisible que par 1 et par lui-méme.

Propriété 1 : Tout nombre premier est premier avec tout entier qu’il ne divise
pas.

Propriété 2 : Deux nombres premiers distincts sont premiers entre eux.
Propriété 3 : Soit p premier et (a,b) € (Z*)? alors plab = pla ou plb.
Propriété 4 : Tout entier n < 2 admet au moins un diviseur premier.
Propriété 5 : L’ensemble P des nombres premiers est infini.

2.7. Factorisation en nombres premiers

Définition : Soit n > 1 et p premier. On appelle p-valuation de n le plus
grand entier « tel que p*|n, et on le note V,(n). De plus on appelle support



premier de n 'ensemble des nombres premiers p tels que V,(n) > 1 et 'on
note cet ensemble V,(n).

Théoreme : Soient n un entier, (p1, -+, pm) € P™ distincts, et (aq, -+ , ) €
N™ tels que p{*|n, -, ptm|n alors pr‘ n.
i=1
Théoreme de la décomposition : Vn > 1, n = H p"»(™ et cette décomposition
pEP(n)

en produit de facteur premier est unique.

3. Corps

3.1. Définition

Définition : On dit que (K, 4+, X) est un corps si :

1) (K,+, x) est un anneau commutatif
2) (K\{0}, x) est un groupe commutatif.

Remarque : (K, +x) est un corps = K # {0k} donc 1x # Ok.
3.2. Sous-corps
Définition : On dit que H C K est un sous-corps du corps (K, +, x) si :

1) H est un sous anneau de (K, +, x)
2)Vhe H\{0}, h' € H

Remarque : Un sous-corps est un corps, et tous les corps sont commutatifs.
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CHAPITRE III : Algebre linéaire

1. Espace vectoriel sur un corps K

1.1. Définition

Définition : On dit que E est un K-espace vectoriel, ou K est un corps, si :

1) E est muni d’une loi notée + de composition interne tel que (E, +)
soit un groupe commutatif

2) E est muni d’une loi externe notée -, c’est a dire d’une application
de K x ' — FE qui vérifie :

()Vue E, lxu=u
(ii) VA € K,¥(u,v) € B2, A(u+v) = Au+ Awv
(iii) V(\, ) € K%, Yu € B, (A + p).u= Au+ pu
(iv) Y\, p) € K2, Yu € E, M\.(pu) = (A x p).u

Les éléments de E sont appelés les vecteurs, ceux de K les scalaires. L’élément
neutre de (£, +) sera noté 0 . Le vecteur opposé d'un vecteur u sera noté —u.

Propriété 1 : Vu € E, Og.u = ﬁ
Propriété 2 : VA € K| )\.ﬁ = 6)

Propriété 3: VA€ K, Vu € B, Au= 0 = A=0ouu= 0

Propriété 4 : VA € K, Yu € E, (—=\).u = A.(—u) = —(A\.u)

1.2. Structure d’espace vectoriel produit

Définition : Soient E et F' deux K-espace vectoriels. On définit sur £ x F
une loi + par (u,v)+ (v/,v") = (u+u',v+2"). Alors (E X F,+) est un groupe
commutatif tel que Ogxr = (0g,0p) et —(u,v) = (—u, —v). De méme on
définit une loi externe - sur £ x F' définie par A.(u,v) = (A.u, A.v). Et alors
muni de ces deux lois, (E' x F,+,-) est un K espace vectoriel.

On peut généraliser a n K-espaces vectoriels, Fy,--- , E,. On peut définir

11



sur £ = E; x 5 x---x E,, une loi interne + et une loi externe - relativement
a ce qui précede, tel que (E,+, x) soit un K-espace vectoriel.

1.3. Sous-espace vectoriel

Définition : Soit £ un K-espace vectoriel et F' C E. On dit que F' est un
sous-espace vectoriel de E si :

1) F est un sous-groupe de (E,+)
2) F est stable par la loi externe

De maniere équivalente si :

) F#0
2) F stable par +
3) F stable par -

On peut réunir 2) et 3) en F est stable par combinaison linéaire :
V(O pu) € K2, V(x,y) € F2, Ao +puy e F

. . —
Un sous-espace vectoriel est un espace vectoriel, et { 0 } est un sous-espace

vectoriel.

1.4. Intersection de sous-espace vectoriel

Proposition : Toute intersection de sous-espaces vectoriels d'un K-espace vec-
toriel £ est un sous-espace vectoriel de E.

Définition : Soit A C E ou E est un espace vectoriel, on appelle sous-espace
vectoriel engendré par A lintersection de tous les sous-espaces vectoriels
contenant A, et on le note Vect(A). Et alors Vect(A) est le plus petit sous-
espace vectoriel contenant A pour la relation C.

1.5. Somme de sous-espace vectoriel

Définition : Soit F' et G deux sous-espaces vectoriel d’'un méme K-espace
vectoriel £/. On appelle somme de F' et G notée F' + G la partie F' + G =

{wEE/EI(u,v)EFXG, w:u—i—v}.

Proposition : F'+ G est un sous-espace vectoriel de E.
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Définition : On dit que la somme F' + G est directe si F NG = {6)} Elle

sera alors notée ' @ G.

Définition : On dit que deux sous-espaces vectoriels F' et G d'un K-espace
vectoriel E sont supplémentaire si Vw € E, Jl(u,v) € F x G / w=u+v.

Proposition : F' et G supplémentaires < F & G = F.

2. Sous-espace affine d’un K-espace vectoriel

2.1. Translations
Définition : Soit E un K-espace vectoriel et u € F, on appelle translation de

Eo= B . On note T(E) l'ensemble des
= vtu
translations de E, alors (T(E), o) est un groupe commutatif isomorphe au

groupe (E, +).

vecteur u l'application t, :

2.2. Sous-espaces affines

Définition : Soit FF un K-espace vectoriel, on appelle sous-espace affine pas-
sant par a € E et de direction le sous-espace vectoriel F' I’ensemble des
vecteurs de la forme a + u ou € F. On le note a + F.

Propriété 1 : Soient F un sous-espace vectoriel de E, et (a,b) € E?,

bea+F& FveF /b=a+w.

_>
Propriété 2 : Soit a € E alors a + { 0 } = {a}.
Propriété 3 : Soient F' un sous-espace vectoriel de E, et (a,u) € E?

atu€at+F s ueklF.

Propriété 4 : Soient I’ un sous-espace vectoriel de F, et a € F,

a+F=F&aeckF.

Propriété 5 : Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E, (a,b) € E?,
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a+FCb+Gs FCcGetb—aed.

Propriété 6 : a+ F =b+G < F =G et b—a € F (respectivement G).
Propriété 7:a+ F=b+F < b—a€F
Propriété 8 :a+ F=a+ G < F =G

Définition : On dit que le sous-espace affine a + F' est parralele au sous-
espace affine b+ G si F' C G.

Proposition : L’intersection des deux sous-espaces affines a + F' et b + G
est soit vide soit un sous-espace affine de direction F' N G.

Définition : On dit que a + F' et b+ G sont supplémentaires si F' et G sont
supplémentaires.

Théoreme : L’intersection de deux sous-espaces affines supplémentaires est
réduite a un point.

Remarque : Tout vecteur d'un K-espace vectoriel peut-étre vu comme un

point. A deux points a et b de E on associe le vecteur % = b — a. La droite
affine passant par a et b est donc le sous-espace affine passant par a et de

direction K.% donc a + K.%.

Théoréme : Soient (ay,---,a,) € E™ ou E est un K-espace vecoriel et
n n

(o1, ,ap) € K™ Soit f:u+— Zai.iﬁz et a = Zai.
i=1 i=1

1) si & =0, f est constante sur E.

2) si aw # 0, alors f est bijective. Et on appelle barycentre des point_s)
a; pondérés des coefficients «; I'unique point g € E tel que f(g) = 0.

3. Application linéaire

3.1. Définition

Définition : On appelle application linéaire du K-espace vectoriel E dans le
K-espace vectoriel F' toute application f : E — F telle que :
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1) Y(u,v) € B2, flu+v)= f(u)+ f(v)
2)VAe K, Yue E, f(Au) = \.f(u)

Ce qui peut se regrouper en,

V(u,v) € E?, VA€ K, f(u+ Av) = f(u)+ \.f(v)

. p . SO e — —
On peut voir comme conséquence directe de la définition que f(0g) = 0 p
car f est un morphisme du groupe (E,+) vers le groupe (F,+).

Définition : Une application linéaire d'un K-espace vectoriel £ dans K (car
on sait que tout corps K peut-étre vu comme K-espace vectoriel) est appelée
forme linéaire.

Une application linéaire de E dans E est appelée endormorphisme de E.

Une application linéaire bijective de E sur F' est appelée isomorphisme de E
sur F'.

Un endomorphisme bijectif de E est appelée automorphisme de E.

3.2. Espace vectoriel L(E, F')

Définition : On appelle L(E, F') ’ensemble formépar les applications linéaires
de E sur F. On définit sur L(E, F') une loi + par :

E — F
V(f,9) € (L(E,F))? f+g:

u = fu)+g(u)
De méme on définit une loi externe - par :

VA€ K, Vf € L(E,F), \.f: E : /\ﬁu)

Théoreme : L(E, F) muni de la loi interne + et de la loi externe - est un
K-espace vectoriel.

Définition : On notera ’ensemble des endomorphismes de E de la maniere
suivante L(F) au lieu de L(E, E).

3.3. Composition d’applications linéaires
Proposition : Soit f € L(E,F) et g € L(F,G) ou E, F, et G sont trois K-

espaces vectoriels. Alors go f € L(E,G).
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Proprosition : Soient E, F' et G trois K-espaces vectoriels et f € L(FE,F)
L(F,G) — L(E,G)

g —  gof est une application linéaire

alors I'application ¢ :

de L (L’(F, Q), L(E, G)).
L(E, F)
f

L(E,G)

De méme soit g € L(F,G) alors I'application 1 : o f

%
'_)
est une application linéaire de £ (E(E, F),L(E, G))

Proposition : (£L(E), o) est un anneau non commutatif.

3.4. Noyau et image d’une application linéaire
Définition : Soit f € L(F, F) alors on appelle noyau de f I'ensemble ker f =
f1 ({ﬁ}) et on appelle I'image de f I’ensemble Im f = f(FE).

Proposition : Soit f € L(E, F) alors ker f est un sous-espace vectoriel de
E et Im f est un sous-espace vectoriel de F'.

Proposition : Soit H un sous-espace vectoriel de E, et f € L(E,F) alors
f(H) est un sous espace vectoriel de F.

3.5. Equation linéaire

Définition : On appelle équation linéaire toute équation de la forme f(u) = v
ou f € L(E,F), v € F et dinconnue u € E. Résoudre 1'équation revient a

déterminer S = f! ({v})
1¢" cas : S = () alors I’équation n’a pas de solution.

274 cas : S # (). Alors S admet au moins une solution wug et alors S est
le sous-espace affine S = ug + ker f.

3.6. Projecteurs

Définition : On appelle projecteur du K-espace vectoriel F tout endomor-
phisme p de E tel que pop = p.

Proposition : Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de F supplémentaires.
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Alors I'application f de E dans F' qui a tout vecteur w € E se décomposant
w=u+vouu€ F etve G associe le vecteur f(w) = u est un projecteur
de E appelé projecteur sur F' parralelement a G.

Théoreme : Soit p un projecteur de E alors p projette sur Im p parallelement
a ker p.

Proposition : Soit p le projecteur sur F' parallelement a G, et ¢ le projec-
teur sur GG parallelment a F alors ¢ = [dg — p ce qui nous donne Im p =
ker (Idg — p) et ker p = Im(Id — q).

3.7. Application réciproque d’un endormorphisme

Théoreme : Soit f un isomorphisme du K-espace vectoriel F sur le K-espace
vectoriel F'. Alors f~! est un isomorphisme de F sur E.

3.8. Affinités vectorielles

Définition : Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires du K-
espace vectoriel E. On appelle affinité de rapport A € K, d’axe F et de
direction G l'application f : F — FE qui a tout vecteur w = u + v avec
u € Fetve G associe f(w) = u+ Av On remarque que si A = O alors
cette affinité effectue en réalité une projection sur son axe parallelement a sa
direction.

3.9. Symétries vectorielles et involutions linéaires

Définition : Soient F' et G deux-sous espaces vectoriels supplémentaires du
K-espace vectoriel E. On appelle symétrie vectorielle d’axe F' et de direction
G Dafffinité vectorielle de rapport A = —1g.

On appelle involution de E tout application f : £ — E vérifiant fo f = Idg.
Toute involution est donc bijective et vérifie donc f=! = f.

Théoreme : Soit f un endomorphisme de £ alors :

f symétrie vectorielle de F < f involution linéaire de E.

3.10. Groupe linéaire GL(FE)
Définition : On appelle GL(E) 'ensemble des automorphisme de E.

Théoreme : (GL(E), o) est un groupe non commutatif.
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CHAPITRE IV : Polynoémes

1. K-Espace vectoriel des polyndémes

1.1. Définition

Définition : On appelle polyome a coefficients dans le corps infini K toute
suite P = (a,)nen € KN presque nulle, c’est a dire Ipy € N / Vn > py, a, = 0.

Définition : L’ensemble des polynomes sur K est noté K[X]. Le polynome
(0,0,0,---) est appelé polynome nul noté 0 et (1,0,0,---) polynéme unité
noté 1.

Définition : Soit P € K[X], si P # 0, soit A = {n €N/ a, # o}, A admet
un plus grand élément qu’on appelle degré de P noté deg P et ages p est
appelé coefficient dominant. Si ageg p = 1, P est dit unitaire. Par définition
deg 0 = —o0.

Proposition : Soit (P, Q) € (K[X])?, avec P = (a,) et Q = (by,),

P=Q&<vVneN, a, =b,.

1.2 Addition des polynémes

Définition : On définit sur K[X] la loi + par restriction de I'addition des
suites aux polynomes. Soit (P, Q) € (K[X])?, avec P = (a,) et Q = (b,),
alors P+ @ = (a, + b,). Si on a pg et gy tels que Yn > po, a, = 0 et
Vn > qo, b, = 0 donc Vn > max(po, qo), an + b, = 0, donc P + @ est bien
un polynome.

Propriété 1 : V(P,Q) € (K[X])?, deg(P + Q) < max(deg P,deg Q).

Propriété 2 : Soit (P, Q) € (K[X])?, si deg P #deg Q, alors deg(P+(Q) =max(deg
P.deg Q).

Propriété 3 : (K[X], o) est un groupe commutatif.
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1.3. Multiplication des polynomes
Définition : On définit sur K[X] une miltiplication x par V(P, Q) € (K[X])?,

n

avec Pa,) et QQ = (b,) alors on définit P x Q = (c,) par ¢, = Zakbn,k.
i=0

Propriété 1 : x est interne a K[X].

Propriété 2 : x est commutative sur K[X].

Propriété 3 : x est associative sur K[X].

Propriété 4 : x est distributive par rapport a la loi +.

Propriété 5 : x admet un élément neutre dans K[X] qui est 1 = (1,0,0,---)

Propriété 6 : deg(P x @) =deq P+deg Q.

Théoreme : (K[X], +, x) est un anneau commutatif integre, c’est a dire
Y(P,Q) € (KIX])2, PxQ=0=P=00uQ =0.

Remarque : (K[X], +, X) n’est pas un corps.

1.4. Multiplication par un scalaire
Définition : On définit dans K[X| une loi externe - depuis le corps K par
VAinK,VP € K[X], ou P = (a,) alors on définit \.P = (A.ay).

Théoreme : (K[X], +, ) est un espace vectoriel.

1.5. Générateur de K[X]

Définition : On pose X = (0,1,0,0,---). On remarque alors que X? =
(0,0,1,0,.---) et plus généralement, soit n € N, X" = (0,---,0,1,0,0,---)
———

n fois
avec XY = 1. Soit P € K[X], tel que P = (a,) alors on peut réécrire
deg P

P = Z ar X"
k=0

Définition : X est appelé générateur de K[X], on appelle aussi indéterminée.
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Définition : Soit n € N, on note K,[X] 'ensemble formé par les polynomes
de degré inférieur ou égaux a n.

Théoreme : Vn € N, K,[X] est un K-espace vectoriel.

Proposition : On identifie Ko[X]| & K par la bijection ¢ : Ki[iq : Hf
D’ou a présent on notera A au lieu de A.1.

1.6. Composition de polynémes

Définition : Soit P(X Zak XFet QX Zbk X% alors on définit le

k=0

polynome @ o P par () Z b;. (Z ak.Xk)
k=0

2. Divisibilité
2.1. Définition

Définition : On dit que le polynéme P divise le polynome @ si IR € K[X]
tel que @ = P X R, ce qui se note P|Q. Si P # 0 alors R - §’il existe - est
unique.

Proposition : Tout polynome est divisble par tout polynome de degré 0, et
tout polynome divise le polynome nul.

Proposition : | est une relation de préodre dans K[X]. Soit P € K[X], les
éléments associés a P sont tous de la forme \.P avec A # 0. Dans ’ensemble
des polynémes unitaires, la relation | devient une relation d’ordre.

2.2. Fonction polyndomiale associée

P
Définition : Soit P € K[X] définit par P(X) = Zak.Xk on associe l'appli-
k=0
K — K

. g p
cation P : &
T E QT

20



Théoreme : Notons F l'ensemble des applications polynomiales, muni des

lois + et - E est un K-espace vectoriel, et muni des lois + et X est un anneau

N , . KX] —- FE ) .
commutatif integre. L’application ¢ : p P est un isomorphisme

d’espace vectoriel et d’anneau si K est un corps infini tel R ou C et dans ce
cas la il convient de confondre P et P.

Propriété : Soit P € K[X] de degré deg P < n admettant m > n racines
alors P = 0.

2.3. Divisibilité par X —a
Théoreme : Soit a € K et P € K[X], (X —a)|P < P(a) =0.
Corollaire : Soit (a,b) € K2, et P € K[X], alors

a#b, (X —a)Pet(X—-0)|P=(X—a)X—0)|P.

Ce qui se généralise :

VP e K[X], VY(ay, - ,a,) € K", siV(i,7) € {1,--- ,n}* on a

i#j=a #ajetsiVie{l,--- ,n}ona (X —a;)|P alors H(X—a,-) |P.
i=1

2.4. Polynome dérivé

Définition : Soit P € K[X] tel que P(X) = > ¥_,a,.X". On appelle po-
lynéme dérivé de P le polynome noté P’ définit par
j4 p—1
P(X) = kap. X" = (k+ Dap X"
k=1 k=0

Propriété 1 : V(P,Q) € (K[X])?, (P+Q) =P +Q'.
Propriété 2 : VA € K, VP € K[X], (A\.P) = A\.P".

K[X]
P

Propriété 3 : L’application ¢p : KI[D)/(]

de K[X].

— .
s est un endormorphisme
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Propriété 4 : V(P,Q) € (K[X])?, (Px Q) =P xQ+ P xQ'.

Définition : On défini par récurrence les dérivées successives d'un polynome

p
P par Vk € N, P& = (PW)' i P(X) =) ", X" alors
k=0

p

VieN, POX)=) ——_X
(X) ;(k—z)!

Théoreme : Formule de Liebniz : V(P, Q) € (K[X])?, Vn € N, (P x Q)™ =

Xn:( Z ) phQr—k)

k=0
Théoreme : Formule de Taylor : Soit P € K[X], a € K et p =deg P, alors

P

P®)(a)
P(X+a)=)_ o Xk
k=0
. —~ P®(0)
Remarque : Si on prend a = 0 alors on trouve P(X) = o X" et
pn) B
donc on trouve Vn € N, a, = '<O).
n!
2.5. Divisibilité par (X — a)f
Théoreme : Soit P € K[X], a € K et k € N*.
(X —a)f|P & P(a)=Pl(a)=--=P*V(a)=0

Définition : On appelle racine du polynome P tout élément « de K tel que
P(a) = 0, et on appelle multiplicité de « le plus petit entier k tel que
P®) =£ 0, on note k = mult a.

Si A = mult «a alors par définition équivalente :

Vi€ {0,---, A =1}, P9D(a)=0et PN (a)#£0.

Théoreme : Soit P € K[X], et « une racine de P avec A = mult a. Alors
(X —a)|P et (X —a)*1t P, ce qui nous donne P(X) = (X —a)* x Q(X)
avec Q(«a) # 0.

22



3. Division Euclidienne suivant les puissances
croissantes

Théoreme de la division Euclidienne :

A=BQ+R

WABMHKWW/B#OJMQRMHKWWJdmw{d%R<d%B

p q

Remarque : Soit A = Zaka et B = Zkak avec a, # 0, by # 0 et
= k=0

p > q. On effectue une division euclidienne selon les puissances croissantes

donc on cherche a faire disparaitre a,X? grace a B. Et on obtient A(X) =

%X P=1B(X)+ A;(X) et on recommence, on effectue la division euclidienne
q

de A1 (X) = A(X) — %XP_QB(X) par B(X) et on s’arrete quand le reste a

q
un degré inférieur strictement a celui de B.

4. Factorisation

4.1. Polynéme irréductible
Définition : Soit P € K[X] de degré deg P > 1, on dit que P est irréductible
si P n’admet pas de diviseur @) € K[X] tel que 1 < deg @ < deg P.

Remarque : Les polynomes de degré 1 sont irréductibles.

Définition : On dit ge P € K[X] est scindé si P est un produit de polynome
du 1" degré de K[X].

4.2. Factorisation dans C[X]

Théoreme de d’Alembert :
VP eK[X] /deg P>1, 3acC/ P(a)=0.
Corollaire : VP € K[X] de degré deg P = n > 1, et de terme dominant

an, # 0, alors (o, -+ ,a,) € C" tel que P(X) = a,,. H(X — ag).

k=1
Théoreme : Tous les polynomes sur C[X] et les seuls polynémes irréductibles
sont ceux de degré 1.
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4.2. Factorisation dans R[X]

Théoreme : Les polynomes irréductibles de R[X] sont les polynomes de degré
1 et ceux de degré 2 de la forme P(X) = aX?+bX +c avec A = b* —4ac < 0.

Corollaire : Tout polynéme de R[X] peut se factoriser dans R[X]sous la forme
d’un produit de polynomes de degré 1 et de degré 2 a discriminant A < 0
donc sous la forme :
P q
P(X) = H(akX + by) H(CjX2 +d; X +e;) avec Vk € {1,--- ,p} a, # 0,
k=1 =1
Vie{l, - ,q} di —4cje; <0 et ¢; #0 et enfin p+ 2g = deg P.

Mais tout polynome de R[X| peut aussi se factoriser dans C[X] sous la forme
de produit de polynomes de degré 1 dont les racines sont soit réelles soit
conjuguées deux a deux, donc sous la forme :

P(X) = [[(arX +b) [ (X — 0))(X — @) avec Vk € {1, ,p} ax # 0,
k=1 =

J=1
Vie{l,---,q} ¢; #0et oy € C R et enfin p+ 2¢g = deg P.

5. Relation entre coeflicients et racines

Théoreme : Soit P € C[X] de degré n et de racines oy, as, - - - , o, distinctes
n

ou confondues, on a donc P(X) = anH(X — ;). Yk € {1,--- ,n}, on pose
i=1

oL = H a0, - - - oy, appelés polynomes symétriques élémentaire en

1<i1 < <ipg<n
les racines de P. Et on a alors la relation suivante :

Ap—f
Gp,

Vke{l,...,n} o= (=1)*

6. Divisibilité dans ’anneau K| X]|

6.1. PGCD

Définition : Soit P € K[X] on note I'ensemble des multiples de P de la fagon
suivante (P) = {P xQ/Qe K[X]}. Soit (P,Q) € (K[X])? on définit la

somme (P) + (Q) = {U xP+VxQ/(UV)e (K[XD2}
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Proposition : VP € K[X], (P) est un sous-groupe de (K[X],+).
Proposition : V(P, Q) € (K[X])?, (P)+ (Q) est un sous-groupe de (K[X], +).
Proposition : V(P, Q) € (K[X])?, P|Q & (Q) C (P).

Proposition : V(P,Q) € (K[X])?, (P) = (Q) & P et Q sont associés <
NEK/P=\0Q.

Proposition : Soit R € (P) + (Q) alors (R) C (P) + (Q).
Théoreme : V(P, Q) € (K[X])?, 3R € K[X] tel que (P) + (Q) = (R).

Définition : Soit (P, Q) € (K[X])?, On appelle PGC'D de P et @, noté PAQ
I'unique polyome unitaire R tel que (P) + (Q) = (R).

Théoreme : Le PGCD d’un couple (P, Q) est le polynéme unitaire accocié
au dernier reste non nul dans I’algorithme d’Euclide. Algorithme composé de
divisions euclidiennes successives de la méme maniere que dans Z.

6.2. PPCM

Proposition : Soit (P, Q) € (K[X])? non nuls, IM € K[X] / (M) = (P)N(Q).
Définition : On appelle PPCM d'un couple (P,Q) € (K[X])? non nuls -
noté PV @ - 'unique polynéme unitaire M € K[X] tel que (M) = (P)N(Q).

6.3. Polynome premiers entre eux
Définition : On dit que les polynomes P et () sont premiers entre eux si

PAQ=1.

Théoreme de Bézout :
V(P,Q)e (KIX])?>/PAQ=1, (U, V) e (KX]|)?/UP+VQ=1.

Théoréme de Gauss :
V(P,Q,R) € (K[X])3, PIQRet PANQ =1= P|Q.

Corollaire : P|R, Q[Ret PANQ =1 = PQ|R.
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7. Décomposition en élément simple d’une frac-
tion rationnelle

7.1. Corps K(X)

Définition : On définit I'ensemble des fractions rationnelles noté K(X) par

P(X) }
K(X)=< F(X)=—==/ (P,Q) € K[X] x K[X]* ;.
(x) {()pQ<XJ%/( ) € KIX] x K[X]
On peut voir que 0 =3 < PS = QR dans K[X]
P P
On définit une loi + par : @ + g = % d’élément neutre 0 comme
P\ -P P 0
dans K| X|, — | = | = — = —. On remarque que VP € K|X|*, — =0.
A (Q) Q~Q X P
On définit une loi x par : — X E = @ d’élément neutre 1 comme dans
Par 5”9 T Qs
P P\' 0
K[X]. Soit — avec P 0, alors on a | —= = — alors on remarque
= Q 7 (Q) P
P e KX, —=1.
vP e KX, &

Définition : On appelle forme irréductible de F' € K(X) 'unique écriture

de F' sous la forme — ou () est unitaires et P A Q) = 1.

Q

P
Définition : Soit F' = — écrite sous forme irréductible, on appelle pole de

F toute racine de ). On appelle multiplicité du pole v de F' la multiplicité
de o dans Q.

7.2. Fonctions rationnelles associées a une fraction ra-
tionnelle.

P
Définition : A une fraction rationnelle /' = — on peut associer la fonction

Q
D = K
rationnelle F : P(x) ot D=K~ {04 eK/Qla) = O}.
Q(x)

~ P P
Remarque : F' dépend du représentant @ choisit, si @ est la forme irréductible

de F' alors D sera le plus grand ensemble possible sur lequel F sera définie,
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on le note ici D,y,qq, mais si P A Q = R # 1 donc de degré deg R > 1 on
RP’ P’

ou — est la forme irreductible de F', alors ici
RQ Q'

D = Dy ™ {oz €K/ R(a) = O}, donc F' ne sera pas défini en les racines

peut alors écrire F' =

de R si distinctes de celles de @'. En tout point ou deux formes de F sont
définies, elles sont égales.

7.3. Décomposition en élément simple

Définition : On appelle élément simple dans C(X) toute fraction rationnelle
a
de la forme ————oua € C,a € Cet n € N".

(X —a)

P
Lemme : Toute fraction F' = — sous forme irréductible, se décompose de

R
maniere unique sous la forme F' = E + — avec deg R < deg Q.

Q

P
Théoreme : Soit ' = — € C(X) mise sous forme irréductible, de poles

aq, -, o, de multiplicités respectives Sy, - - -, 8,. Soit P = EQ + R la divi-
sion euclidienne de P par (). Alors F' peut se décomposer en éléments simples
sous la forme unique :

A/Bl [e%} A,Bl—l [e%1 Al aq
F(X)=FE(X J J . o
X) =B+ T T W e T Y )
Aﬁz,cm Aﬂz—l,fm 1,az
X  X—ap T X —m)
+ ..
Aﬁnyan Aﬁnflyan Alyan
X —a)p | K=t T X —an)

ou Ag, ars- A, 1 an_ 1 €6 Ag, o, sont tous non nuls.

Définition : E(X) s’appelle partie entiere de la fraction rationnelle F'(X),

et Asyo Asi—tay + 4 & est appelée la forme polaire
X —a)p (X —a)h! (X —ay) PP P

de F' relativement au pole ;.

Remarque : Si deg P < deg @ alors E(X) = 0.
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Proposition : Soit F/(X) = L sous forme irréductible de poles aq, - - -, ay,

. Q)
de multiplicités respectives Sy, - -+, B,.
P(a;)

Alors on trouve les premiers coefficients Ag, o, = Q0
i\

Pour les autres coeflicients :

1) on peut remplacer X par zp qui n’est pas un pole de F' et obtenir un
syteme :

P('TO) AB «a AB -1, Al a
— E T + 1,01 + 1 X1 . X1
Q(zo) (o) (xOA— )P (:COA— T (x?él_ )
+ B2,a2 - + 52—1#"; — 4+t _loee
(zo — ag)P (o — ag)? (2o — az)
+ .
Aﬁnyan Aﬁn_l,an Alyan
(o — ) (@o—an)P T (og— ap)
R o .
2) on a 6 =F+ 6 et alors on multiplie par X, on obtient donc
XR(X) _ Apion X A1, X P Ao, X
Q(X) (95'4— 041))(51 ();'1— 041)5)1(‘1 ()(;4_ )
+ B2,02 - /32—1,0625 — e 1,a2
(X — ag) 2 (X — 012) 2 (X — Ozg)
AﬁnyanX Aﬁn_lyanX AlyanX
X oo  X—a)it T X —an)

et on fait tendre X vers +o00, on obtient :

XR(X)

limyx 400 W =Aloy + Aray + 0+ Ara,-

c) si F' € R(X), les coefficients de méme ordre des racines conjuguées sont
conjugués. C'est a dire 4, = A5
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d) utiliser la partité possible de F' pour déduire d’éventuels rapports entre
les coefficients, ou ’annulation de certains.

n

Théoreme : Soit P(X) = K.H(X — ;)% avec K € C*. Alors on a la

=1 P,(X) ) " 51
P(X) z_; X —oy

décomposition en éléments simples suivante

Proposition : La décomposition en éléments simples permet de calculer des
primitives de toute fraction rationnelle, il suffit pour cela de savoir :

Va € C, a € N avec a > 2 alors on a :

1 1 1 .
/(t—a)a dt:l—a'(t—a)a—l—kc ouc e C.

Si Z,(a) # 0 alors :

/ﬁ dt = In[t — a| +i.Arctan (M)
—a

Si Z,(a) =0« a € R alors :

—a
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CHAPITRE V : Espaces vectoriels de dimension finie

1. Familles génératrices, libres et bases

1.1. Combinaison linéaire de vecteurs

Définition : On appelle combinaison linéaire des p vecteurs uy,--- ,u, du K-
P

espace vectoriel E tout vecteur v s’écrivant v = E A, ouVi, \; € K
i=1

Proposition : Tout espace vectoriel est stable par combinaison linéaire.

Proposition : Soit f € L(E,F), (u1, - ,u,) € E", (A1,--+,)y) € KP, alors

f <Z )\zuz> = Z)\zf(uz)

Définition : On appelle sous-espace vectoriel engendré par la famille de vec-
teurs (uq,---,u,) € EP 'ensemble des combinaisons linéaires des p-vecteurs
(w1, ,up). On le note Vect(uy,--- ,up).

Proposition : Vect(uy, - -+ ,u,) est un sous-espace vectoriel de E.

Remarque : Vect(us, - - - ,u,) est le sous-espace vectoriel egendré par la partie
A= {uy,- - ,u,} précédemment noté Vect(A) est aussi égal a l'intersection
des sous-espaces vectoriels contenant A.

1.2. Famille génératrice

Définition : Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On dit que la famille
(ug, - ,u,) € EP est génératrice de F si tout vecteur de F' est une com-
binaison linéaire des p-vecteurs uy, - - - ,u, donc si Vect(uy,--- ,u,) = F.

Remarque : Soit (uy,---,u,) une famille génératrice de F' et soit les vec-
) s Up

teurs (Upt1, -, Uprn) € E™, alors (uy, -+, Up, Upy1, -+ , Upsn) est une famille

génératrice de F'.

Proposition : Soit (uq,---,u,) € EP une famille génératrice du sous-espace

vectoriel F'; pour que la famille (vy,---,v,) € F™ soit génératrice de F' il
faut et il suffit que tout w; soit combinaison linéaire de la famille (vy, - - -, vy,).
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1.3 Familles libres, familles liées

Définition : Soit (uq, - -- ,u,) une famille de p-vecteurs du K-espace vectoriel
E, on dit que la famille (uy, - -, u,) est libre si :

p
VO A) €KP Y A= 0 = Vi€ {1, ,p}, A\ =0.
=1

Dans ce cas on dit que les vecteurs sont linéairement indépendants.
On dit qu’une famille (uy,--- ,u,) est liée si elle n’est pas libre.

Proposition : (uy,--- ,u,) est liée < (A1, -+, Ay) € KP~{(0,---,0)} tel

P

—>

que Z Auw; = 0.
i=1

Remarques : 1) Sila famille (uy, - - - , u,) est liée alors toute famille (uy, - - -, up, Upi1, - - -

est lice.
2) Toute sous-famille d'une famille libre est libre.
3) Toute famille contenant le vecteur 0 est lie.

Proposition : Pour qu'une famille soit liée il faut et il suffit qu'un vecteur
soit combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille.

Théoreme : Soit n € N*| soit (uy,---,u,) une famille de n vecteurs et
(v1,+++ ,Upq1) une famille de n + 1 vecteurs combinaison linéaire de la fa-
mille (uy, -+ ,uy,), alors (vy,- - ,v,41) est lide.

1.4. Base

Définition : On dit que la famille (uq,--- ,u,) est une base du sous-espace
vectoriel F' du K-espace vectoriel F si elle est libre et génératrice de F'.

1.5. Coordonnées

Théoreme : Soit B = (uy, -+ ,u,) une base du sous-espace vectoriel F' du K-
espace vectoriel E, alors pour tout vecteur v € F' il existe un unique n-uplet

(21, ,x,) € K™ tel que v = Za:zul

i=1
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Définition : La famille (xy,---,z,) est appelée famille de coordonnées du
vecteur v dans la base B = (u1, -+, uy).
x; est appelée i coordonnée du vecteur v dans la base B.

2. Dimension

2.1. Théoreme de la base incomplete

Définition : On dit que le K-espace vectoriel E est de dimension finie si £
admet une famille génératrice finie.

Théoreme de la base incomplete :

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et non réduit a { 0 } Soit

(u1, -, Uy,) une famille libre de E alors on peut compléter cette famille en
(i, Up, -+ ,uy,) telle que elle soit une base de E.

Remarque : 1) Ce théoreme prouve I'éxistence d’une base pour un K-espace
vectoriel de dimension finie, pour ce il suffit de compléter une famille trivia-
lement libre (u) avec u # 0.

2) En pratique on complete une famille libre avec des vecteurs d’une base
connue.

2.2. Dimension d’un espace vectoriel
Théoreme : Soient les 3 familles suivantes :

U= (u,- - ,u,) libre,

(é1,--+ ,e,) base de F,

V= (v, ,v,) génératrice de E.

Alors p < n < ¢q. De plus si :

1) p = n alors U est une base de F
2) ¢ = n alors V est une base de E.

Remarque : Toutes les bases d'un espace vectoriel E ont donc méme nombre

. - PR g
de vecteurs si celui-ci n’est pas réduit a { 0 }
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Définition : On appelle dimension d’un espace vectoriel F le nombre de vec-
teurs dans une base de E. On la note dim F, en précisant parfois sur quel
corps E est défini on note dimgF.

Par convention dim {6)} = 0.

Proposition : Soit E un espace vectoriel de dimension n, alors toute famille
libre ou génératrice de E' de n vecteurs est une base de E.

2.3. Dimension d’un sous-espace vectoriel

Définition : On appelle dimension du sous-espace vectoriel F' de E la dimen-
sion de 'espace vectoriel F'.

Proposition : Tout sous-espace vectoriel F' d’un espace vectoriel E de di-
mension finie est de dimension finie et dim F' < dim F£.

Théoreme : Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E de dimension
finie alors :

dim(F + Q) + dim(F N G) = dim F + dim G.

Remarque : si F' et G sont en somme directe alors dim(F & G) =dim F +
dim G.

Remarque : si F' est un sous-espace vectoriel de F de dimension finie et
si dim F' =dim FE alors F'= F.

2.4. Existence de supplémentaire

Proposition : Tout sous-espace vectoriel F' d’un espace vectoriel £ de dimen-
sion finie admet un sous-espace vectoriel G de E qui lui est supplémentaire.

2.5. Rang d’une famille de vecteurs

Définition : On appelle rang de la famille U = (uy, - -+ , u,) de vecteurs de F
la dimension du sous-espace vectoriel Vect(U). Si U est libre alors c¢’est une
base de Vect(U) et donc dim Vect(U) = n. Si U est liée alors Juy un des
vecteurs de U qui est combinaison linéaire des autres et dim Vect(U) < n.
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2.6. Dimension d’un espace vectoriel produit

Proposition : Soit E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie alors :

dim F X F =dim F + dim F'.
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CHAPITRE VI : Applications linéaires et matrices

1. Application linéaires

1.1. Rappels

Rappels : Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie, L(E, F)
est I'ensemble des applications linéaires de E dans F. L(F) 'ensemble des
endomorphismes de F. Soit f € L(E, F), alors on appelle noyaux de f l'en-

semble ker [ = {x eE/ flx)= 0} et 'image de f I’ensemble Im f = f(E).

1.2. Théoréme fondamental

Théoreme : Une application linéaire est totalement déterminée par l'image
d’une base. C’est a dire, étant la famille B = (e, -+ ,e,) base de E et une
famille de vecteurs (uq,--- ,u,) de F. Alors il existe une unique application
linéaire de E dans F telle que Vi € {1,--- ,n} f(e;) = u;.

Remarque : Etant donnée une famille de vecteurs (uq,--- ,u,) de E alors
il existe une unique application linéaire ¢ de K™ dans F liée a la base cano-
K" — E

. 7’ . n n
nique (ey, - ,e,) de K™ définie par Z Z
v = i€ > T;Us;
i—1 i=1

Si (uq,- -+ ,uy) est libre alors ¢ est injective.
Si (uq,- -+ ,uy) est génératrice alors ¢ est surjective.
Si (uq,- -+ ,u,) est une base alors ¢ est un isomorphisme.

1.3. Isomorphisme
Théoreme : Soit f € L(F,F) avec n = dim F et p = dim F.
f est un isomorphisme < n = p et f injective.

< I'image d’une base de E est une base de F.

Lemme 1 : Soit (uy,- -+ ,u,) une famille libre de E et f € L(FE, F) injective,
alors (f(u, -, f(u,)) est une famille libre de F.
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Lemme 2 : Soit (uy,- - ,u,) une famille génératrice de E et f € L(E,F)
alors (f(uq), -, f(uy,)) est génératrice de Im f.

Remarque : Deux K-espaces vectoriels de méme dimension finie sont iso-
morphes, et tout K-espace vectoriel de dimension n est isomorphe a K™.

1.4. Théoreme de la dimension

Proposition : Soit f € L(E, F'), et G un sous-espace vectoriel de £ supplémentaire
a ker f. Alors fi¢ est un isomorphisme de G sur Im f.

Théoréme de la dimension :

Soit f € L(E, F) alors dim £ = dim ker f + dim Im f.

Corollaire : Soit f € L(E, F') avec dim E = dim F alors :

f injective & f surjective < f bijective.

1.5. Rang d’une application linéaire

Définition : Soit f € L(FE, F') alors on appelle rang de f noté et défini par :

rg f=1Im f

Proposition : Soient (ej, -+ ,e,) une base de E et f € L(E, F) alors le rang
de f est égal au rang de la famille (f(e1),- -, f(en)).

1.6. Hyperplan

Définition : On appelle hyperplan d’un K-espace vectoriel E tout sous-espace
de F admettant un sous-espace vectoriel de £ supplémentaire de dimension 1.

Remarque : Si E est de dimension finie n, les hyperplans de E sont les sous-
espaces vectoriel de E de dimension n — 1.

Rappel : On appelle forme linéaire de E un K espace vectoriel, toute ap-
plication linéaire de F dans K.

Théoreme : Soit F un espace vectoriel de dimension finie, le noyau dune
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forme linéaire non nulle surl E est un hyperplan et réciproquement tout hy-
perplan de E est le noyau d’'une forme linéaire non nulle sur F.

Définition : Soit f une forme linéaire non nulle sur £ de dimension finie
de noyau I'hyperplan H. On dit alors que f(u) = 0 (& u € H) est une
équation cartésienne de H.

2. Matrices

2.1. Matrice d’une application linéaire

Remarque : D’apres le théoreme fondamental tout morphisme f € L(FE, F)
est totalement déterminée par I'image d'une base B = (eq,--- ,¢e,) de E.
On note f(B) = (f(e1),---, f(eq)), et on note relativement a une base

B = (fi, -, f,) de F la i®"® coordonnée de f(e;) sous la forme a; ;.

Ce qui nous donne :

( fle) =a1nfi+asifo+ - +apify

8 fle) =arifi+agifo+ -+ apify

\ f(eq) = al,qfl + CLQ’qu + -+ ap’qu

Donc f est totalement déterminée par le tableau de coordonnées suivant :

a1 a2 s ai,q — fi

a1 2.2 2.4 — fo

ap,1 ap,2 Tt Qpg — I
) ) )

fler) flea) --- fleg)

Définition : Ce tableau est appelé matrice de f relativement aux bases B =
(€1,---,eq) et B'=(f1,---, f,) que I'on note :

11 aro - 1.4

Q21 Q22 a2 ¢
Mpp f= . .

ap1  Qp2 "+ Gpg
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2.2. Matrice de type (p,q)

Définition : Une matrice (p, ¢) est un tableau formé de coefficients a;; € K
composée de p lignes et ¢ colonnes.
La matrice A formée des coefficients a; ; peut s’écrire sous forme réduite :

A= (ai,j)p,q-

On note M, ,(K) 'ensemble formé par les matrices de type (p,q) a coeffi-
cients dans K.

On notera M,,(K) I'ensemble des matrices carrées a n lignes et n colonnes
au lieu de M,, ,(K).

Proposition : Soient A = (a;;)pq €t B = (bij)pq de M, (K). Alors :

A:B<=>\V/('L,j)€{1, ,p}X{l,--- 7q} Onaai,j:bi,j

Définition : On définit sur M, ,(K) une addition par :

V(A, B) € (M, ,(K))? avec A = (a;;)pq et B = (b;;)p4 on donne :

A+ B = (¢ij)pq avec ¢;j = a;j + by ;.

Théoreme : (M, ,(K), +) est un groupe commutatif.
Définition : On définit sur M, ,(K) une multiplication externe - par :

VA e K, VA e M, ,(K) avec A = (a;;)p, on donne :
ANA= (bi,j)p,q avec b@j = )\Gz"j.

Théoreme : (M, ,(K),+, ) est un K-espace vectoriel de dimension pg donc
isomorphe a KP4,

Définition :

Les matrices de M,, 1(K) sont appelées matrices colonnes d’ordre n.
Les matrices de My, (K) sont appelées matrices lignes d’ordre n.
Les matrices de M,,(K) sont appelées matrices carrées d’ordre n.
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2.3. Matrice représentative d’une application linéaire re-
lativement a des bases données

Définition : On appelle matrice de I'application linéaire f € L(E, F') relati-
vement aux bases B = (ey,--- ,¢e,) de E et B’ = (fy,---, f,) une base de F.
p

Soit la matrice Mg f = (aij)pq o0 f(ej) = Z a; ;fi-

=1

ai,1 a2 s Q14 — fi
Q21 Q2.2 as, “— /2
Mpp = ! .
ap,1 ap,2 Tt Qpg I
) ) )

fler) flea) -+ fleg)
Si f € L(E) avec B une base de E alors on note Mpf = Mppf.

Théoreme d’isomorphisme : Soit B une base de E et B une base de F ou F et

F sont deux K-espaces vectoriels. L’application ¢ : L(ch’ F) : '/\](21”"(]1?
BB

est un isomorphisme de K-espace vectoriel.

Corollaire : Si dim E = g et dim F' = p alors :
dim L(E, F) = dim M,, ,(K) = pg.

Remarque : L’isomorphisme ¢ n’est pas canonique mais dépend clairement
des bases B et B'. Or il existe un isomorphisme canonique entre £(K? K?) et

M, ,(K) qui est 9 : LK?LKP) = M,,4(K)

ou Vn € N*, B, est la base
f = Mp,5,f
canonique de K".

2.4. Multiplication de matrices

Proposition : Soit f € L(E,F) et g € L(F,G) ou E,F et G sont trois K-
espaces vectoriels de dimension finie. Soit B = (e, - ,e,) une base de E,
B = (fi, -+, f;) une base de F' et B” = (g1,- - , g,) une base de G.

Soit A = MB,B’f = (am-)q’,a et B = MB’,B”g = (b@j)pﬂ.
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On a f(ej) Za”ﬁetgfZ megk

Ce qui nous donne :

g O (Z bk zaz,]> k-
k=1

=1

On pose ¢; b; ray ; et on obtient go f(e; ¢;.ig;- Donc la matrice
WJ 2J ] 5]
k=1 =1

de go f est MB,B”Q © f Cz,j p,r (Z bz kak,j>
p

NS

Définition : Soit A = (aij)q,, et B = (b;;)pq, alors on définit B x A par
Bx A= (Cij)pr avec ¢; j = Zbl kAL, j - Si A= MBB’f et B = MB’ Bg alors

BxA= Mgpgrgof.En prathue on multiplie les lignes de B avec les colonnes
de A comme le montre le schéma suivant :

A= Mg g f

1
¥

H = ;ifﬁr_ﬁu_q M

Remarque : Dans un produit B X A le nombre de colonnes de B doit étre
égal au nombre de lignes de A ce qui se voit sur le dessin précédent.

Propriété 1: MB’,B”Q X MB,B’f = MB,B"Q (e} f
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Propriété 2 : x est associative
V(A,B,C) e M, ,(K) x M, (K) x M, s(K) on a:
Ax(Bx(C)=(AxB)xC

Propriété 3 : x est distributive :

VA € M, (K) et ¥(B,C) € (Mg, (K)? Ax (B+C)=AxB+AxC

Y(A, B) € (M,4(K))? et VC € My, (K) (A+ B)x C=Ax C+BxC

Propriété 4 : VA € K, V(A4, B) € M, ,(K) x M, (K) on a :
(MA) x B=X.(A X B)

Remarque : Le produit matriciel n’est pas un produit commutatif et ce méme
si il peut dans certains cas s’effectuer dans les deux sens. Soit A € M,, ,(K)
il y a deux éléments neutres pour A avec la loi X :

1) I’élément neutre a gauche est la matrice carrée d’ordre p notée :

1 0 0
I,=1 0 . 0 |,cestadirel,x A=A
0 0 1

2) I’élément neutre a droite est la matrice carrée d’ordre g notée :

1 0 0
I,=| 0o . 0 |,cestadireAxI[,=A.
0 0 1

On peut remarquer que I, est la matrice de Idg et I, celle de Idp (exprimée
dans une base quelconque). Seul quand p = ¢ que 'on notera n, on peut
réellement parler d’élément neutre car I, est élément neutre a gauche et a
droite et appartient au méme ensemble que A étant M, (K).
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Définition : Soit f € L(E, F'), B= (e1,--- ,¢e,) une base de E et

q
B = (fi,---,f,) une base de F. Soit x € E tel que x = inei alors on lui

=1

T
associe le vecteur colonne X = : € M,1(K).
Lyq
p W
Au vecteur f(x) = Z y; f; on associe le vecteur Y = : e M, 1(K) et
i=1 Yp

soit A= Mg f = (a;;)pg € Mpy(K). On peut donc écrire une équivalence
entre la définition analytique de f et une équation matricielle de f suivante :

définition analytique de f < équation matricielle de f

y1=ai1fi+ax1fo+ -+ apify Y1 ain v Qig Ty
: A : = : . : :
Y; = al,ifl + ag,ifz + -+ ap,ifp Yp Ap1 =~ Qpg Lq
( Yg = oSt +azgfot+ -+ apgefp Y =AX

2.5. Ensemble M, (K), les matrices carrées d’ordre n.

Théoreme : (M, (K), +x) est un anneau non commutatif d’élément neutre

0 -0 0 0 1

Remarque : Soit (A, B) € (M,,(K))? tel que A et B commutent alors Vn € N*
on a les identités remarquables suivantes :



2n
A2nt1 + B2+l (A—I— B) x (Z(_l)kAan > Bk)

k=0

Théoreme d’isomorphisme :

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n et B une base de F.
L(E) — M,(K)

Al :
ors 7 s Mgf

est un isomorphisme d’anneau et d’espace

vectoriel.

Remarque : ¢ n’est pas canonique et dépend de la base B, il existe un iso-
LIK") — M,(K)

morphisme canonique ) : f Mg f
By

de K".

avec B, la base canonique

Définition : Soit A € M,,(K), on dit que A est inversible si 3B € M,,(K)
telle que BA = I,, = AB, et alors on notera B = A~

Théoreme : Soit B une base de E, f € L(E) et A= Mpgf alors :
A inversible & f € GL(E).

Définition : On notera GL,(K) I'ensemble des matrices inversibles.

Théoreme d’isomorphisme :

(GL,(K), x) est isomorphe a (GL(FE), o).

GL(E) — GL,(K)
/ = Mgf

Pour toute base B de E, I'application ¢ : réalise

cette relation isomorphisme.

Remarque : ¢ n’est pas canonique et dépend de la base B, il existe un isomor-
GLK") — GL,(K)"

phisme canonique v : f o M;g. f
B,

de K".

avec B, la base canonique

2.6. Matrice de changement de base

Définition : Soit B = (e, - ,€,) une base de E et (uy,--- ,u,) une famille

P
de vecteurs de F, avec u; = E ; j€;.
i=1
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Alors on appelle matrice de la famille u; relativement a la base B la matrice
A = (ai;)pq-

a1 Q2 - Qg — e
e As1 G229 a?’q < €9

ap1  Ap2 az'mq — €

T 7 T

Uy Uy -+ Ug

Définition : Soient B et B’ deux base de E. On appelle matrice de passage de
B a B’ la matrice de la famille B’ relativement a la base B et on la note MgB'.

Remarques : 1) MpB' = Mp g(Idg)
2) MyB = I,

3) MgB' est la matrice dans la base B de I'unique endomrphisme f de F
qui envoie B sur B, c’est a dire tel que f(B) = B'.

4) Soit « € E de coordonnées (zy,--- ,z,) dans la base B de E et de co-
ordonnées (x7,--- , ) dans la base B’ de E.
T )
Si on pose X = : , X' = : et P = MghB' alors on a :
Tn, x
X =PX’

Ou alors en notation moins compacte si 'on pose zp le vecteur colonne
correspondant a x dans la base B alors on a :

rp = MBB/ZL’B/

Théoreme : Soit P = MgB' avec B et B deux bases de E. Alors P est inver-
sible et P! = My B.

Réciproquement toute matrice inversible est une matrice de changement de
base, de plus pour toute matrice P inversible et toute base B il existe une
unique base B’ telle que P = MgB'.
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Théoreme de changement de base : Soit f € L(E,F) avec dim E = ¢ et
dim F' = p, sooient B et B} deux bases de F, soient By et B} deux bases
de F, si on pose A = Mp, 5, f et A" = Mg, 5 f, ainsi que P = Mp B et
Q) = Mp, B}, alors :

A'=Q AP
Ou alors en notation moins compacte :
Mg, g, f = Mpy By X Mg, 5, f x Mg, B

Pour un endomorphisme f de E, B et B’ deux bases de F, on pose A = Mpf
et A" = My f ainsi que P = MgB' alors on a :

A= P71AP
Ou alors en notation moins compacte :
MB’f = MB/B X MBf X MBB,.

Réciproquement, soient (A, C) € (M, 4(K))? et (P,Q) € GL,(K) x GL,(K)
telles que C' = Q *AP alors A et C sont les matrcie d'une méme aplication
linéaire exprimées dans des bases différentes.

Cas d’un endomorphisme, soient (A, C) € (M, (K))? et P € GL,(K) telles
que C' = P7YAP alors A et C sont les matrices d'un méme endomorphisme
exprimées dans une base différente.

2.7. Rang d’une matrice

Définition : On appelle rang d’une matrice A € M, ,(K) le rang de I'unique
application linéaire f € L(KP,K7). dont A est la matrice relativement aux
bases canoniques B, et B,. On note rg A =g f.

Remarque : Le rang de A est aussi celui de ses vecteurs colonnes, ou de
ses vecteurs lignes.

Théoréme : Le rang d’'une application f € L(E, F) est égal au rang de sa
matrice A relativement a des bases de B de E et B’ de F' quelconques.

Théoreme : Soit A € M, ,(K) alors A est de rang r si et seulement si A est de

la forme A = U x J, xV avec (U, V) € GLy(K) xGL,(K) et J, = ( {)T 8 )
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2.8. Matrices particulieres

Définition : On dit que la matrice A € M,,(K) est diagonale
siV(i,j) € {1l,---,n}? i #j=a;; =0.

Proposition : L’ensemble des matrices diagonales D, (K) de M,,(K) avec n
fixé est un sous-espace vectoriel et un sous-anneau de M, (K).

Définition : On appelle matrice scalaire toute matrice A.I,, avec A € K, \.1,
est la matrice de A\.Idg et ce dans n’importe qu’elle base.

Définition : On dit que la matrice A € M,,(K) est triangulaire supérieure
siV(i,j) €{l,--,n}* i>j=a;; =0

De méme on dit que la matrice A € M,,(K) est triangulaire inférieure si
V(Z,]) - {1, ,H}Q, 7 <j:> Qg j =0

Proposition : L’ensemble des matrices triangulaires supérieures T'Sup,(K)
et I'ensemble des matrices inférieures T'Inf,,(K) de M,,(K) avec n fixé sont
des sous-espaces vectoriels et des sous-anneaux de M,,(K).

Remarque : T'Sup,(K) N TInf,(K) = D, (K).

Définition : Soit A = (a;;)pq € Bp4(K) alors on appelle transposée de A
la matrice noté A = (b; ;),, de B,,(K) définie par b; ; = a;;.

Prorpiété 1: V(4, B) € (B,,(K))?, "(A+B)= 'A+'B
Prorpiété 2 : VA € B, ,(K) et VA € K, "(A\.A) = \'A

MPLZ(K> : M;;;l(K) est un isomorphisme

M, (K) — M,(K)
A — tA

Propriété 3 : I'application v :

d’espace vectoriel. De plus si p = ¢ = n alors on a I'application 1 :

qui est un automorphisme d’espace vectoriel.
Propriété 4 : V(A, B) € M, ,(K) x M, ,.(K), /(A x B) = 'B x" A.

Propritété 5 : VA € M, (K), A€ GL,(K) = 'A € GL,(K) et de plus
(4 = (A7)

Définition : A € M,,(K) est dite symétrique si *A = A équivalent &

V(Zu?) S {17 T an} Qj5 = Qjg-
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On note 'ensemble des matrice symétrique de la forme S,,(K)

Définition : A € M,,(K) est dite antisymétrique si A = — A équivalent &
V(i,j) € {1,--- ,n} a;j; = —a;;. On voit alors que les termes de la diagonales
sont nuls.

On note I'ensemble des matrices antisymétrique de la forme A, (K).

Théoreme : S,(K) et A,(K) sont deux sous espaces vectoriels de M,,(K),
de plus ils sont supplémentaires < S,,(K) & A,(K) = M,,(K)

2.9. Operation élémentaire sur les lignes et les colonnes
d’une matrice

Définition : On appelle opération élémentaire toute opération sur les lignes
ou les colonnes du type :

1) Addition d’'un multiple d’une ligne & une autre :
L+ L+ a.L; avec j #1

2) Addition d’un multiple d’une colonne a une autre :
C; + C;+ a.Cj avec j # i

Ces deux opérations reviennent a multiplier a gauche pour les lignes et droite
pour les colonnes par une certaine matrice P, ;; inversible d'inverse P_,; ;
avec :

1 0 0
0
L a : « ligne ¢
Poij =
1
0
0 0 1
/I\
colonne j
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3) Echange de deux lignes :

1 # 3, L; < L,
4) Echange de deux colonnes :

i # 7,0 < O

Ces deux opérations reviennent a multiplier a gauche pour les lignes et droite
pour les colonnes par une certaine matrice F; ; inversible d’inverse elle méme
avec :

1 0 0
0
0 ... 1 : + ligne ¢
P =
1 e 0 . <« ligne j
SO
0 R (|
T T

colonne ¢ colonne j

5) Multiplication d’une ligne par un scalaire A # 0 :
L; < \L;

6) Multiplication d’une colonne par un scalaire A # 0 :
C; < \C;

Ces deux opérations reviennent a multiplier a gauche pour les lignes et droite
pour les colonnes par une certaine matrice P, ; inversible d’inverse P ; avec :
le% b

1 0 0
0

P,;, = : o : + ligne ¢
0 0 1
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Proposition : Soit A € GL,,(K) donc Ax A™! = I,,. On effectue des opérations
élémentaires comme celles précédentes, d’'une maniere a ramener A en I,,.

Si par exemple on arrive a avoir :
/ /
Byx--PAXAXP X - xP =1,

Ot les P, sont des opérations élémentaires sur les lignes et les P/ des opérations
sur les colonnes alors on trouve :

/ /
Pyx - PiXAXP x---xP =1,

A=P ' x---x Pt x 1, ><P,f1 X -oox P

donc

A™M =P x - X P/ X I, X Pyx - xPy.

Pour plus de logique :

AN = (I x P X -+ X Py x (P, x --- x P x I).

On applique donc les transformations sur les colonnes a I,,, on applique les
transformations sur les lignes a part a I, et on multiplie le premier résultat
avec le second, le premier a gauche et le second a droite.

On remarque que si on ne fait que des opérations sur les lignes ou seule-
ment sur les colonnes alors on effectue simultanement les mémes a I,, pour
arriver a A7%.

Théoreme : Le rang d'une matrice reste inchangé par opérations élémentaires.

Remarque : Pour trouver le rang de A on tente de ramener A par opérations

élémentaires jusqu’a une matrice de la forme ou plus rapidement

0 0

0 O 0
laire supérieure et T'I, triangulaire inférieur et alors r sera le rang de A.

a une matrice de la forme ( T5. 0 ) ou ( Tl 8 ) avec T'S, triangu-
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CHAPITRE VII : Déterminant

1. Groupe symétrique

1.1. Groupe (S,,0)

Définition : &,, est I'ensemble des bijections de {1,--- ,n}, appelées aussi
permutations.

Proposition : (&,,,0) est un groupe non commutatif.

1.2. Orbites

Définition : Soit s € &,, et a € {1,--- ,n}. On appelle orbite de a I'ensemble
des éléments z € {1,--- ,n} tel que Ik € Z / = = s*(a) soit

O(a) = {xe {1,---,n}/ EIkEZ,xzsk(a)}

On appelle longueur de l'orbite de a le cardinal de O(a).
On définit par récurrence :

sik>0,sf=s50---0s5
k fois

sik<0,s"=sto-- 057!
—k fois

si k=0 alors s* =s* = TIdg ..
Remarque : O(a) = {a} & s(a) = a.

1.3. Décomposition d’une permutation en produit de
cycles

Définition : On appelle cycle toute permutation ne comptant qu’une orbite
de plus de 2 éléments. Et on appelle ordre du cyle la longueur de cette orbite.
On note (i, - ,i,) le cycle de longueur r tel que Vk € {1,--- ;r—1}, s(i) =
ik+1,5(1,) = 11 et tel que tout autre élément soit un point fixe de s.

Théoreme de décomposition : Toute permutation se décompose en un pro-
duit commutatif de cycles.
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1.4. Décomposition en produit de transposition
Définition : On appelle transposition tout cycle d’ordre 2. On note (i, j) la

transposition qui échange 7 et j distincts.

Théoreme de décomposition : Toute permutation se décompose en produit
non commutatif de transposition.

1.5. Signature d’une permutation

Définition : Soit s € G,,, on appelle signature de la permutation s le nombre
noté £(s) égal a :

Proposition : Vs € &,,, £(s) = £1.

Théoreme : La signature d'une transposition est égale a —1.

6, — {-1,1}
s = e(s)
dans le groupe ({—1,1}, x).

Théoreme : ¢ : est un morphisme de groupe de (&,,,0)

Proposition : Soit s € &, £(s) = (—=1)* si s est le produit de k transpo-
sitions, et est unique modulo 2.

Définition : On appelle groupe alterné d’ordre n le sous-groupe de &,, noté
2A,, défini par A, = ker ¢ = {s €6, /ce(s) = 1}.

2. Applications multilinéaire

2.1. Définition

Définition : Soient Fy, --- , F, et F des K-espaces vectoriels. On dit que I'ap-
plication f de Fy X --- x E, dans F est n-linéaire si Vi € {1,---,n}, et
V(ur, - Uim1, Uiga, o0 5 Un) € By X oo X By X Ejq X -+ x E,, I'applica-
tion : est linéaire.

= f(ula"' y Wi—1, Uy Uiy, aun)

Ne pas confondre multilinéarité et linéarité sur l'espace produit.
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Définition : On dit que 'application n-linéaire f de F; X --- x E,, dans F' est
symétrique si V(uy, -+ ,u,) € By X -+ X E, et Vs € G, on a :

f(u8(1)7 tU 7us(n)) = f(ub T 7un)

Définition : On dit que 'application n-linéaire f de E; x - -- x E,, dans F' est
antisymétrique si V(uq, -+ ,u,) € By X -+ X E, et Vs € 6, on a :

f(us(1)7 o 7us(n)) = E(S)f(ulv T >un)

Définition : On dit que 'application n-linéaire f de F; X --- x E,, dans F est
alternée si V(uy,--- ,u,) € By X -+ X E, et Vs € G,, on a :

3(i,j) € {1,--- ,n}, avec i # j tel que u; = uj; = f(ug, -+ ,u,) =0

2.2. Forme multilinéaire

Définition : Soit F un K-espace vectoriel, une application n linéaire de E"
dans K, est appelée forme n-linéaire sur F.

Propriété 1 : Soit f une forme n-linéaire sur F,
f antisymétrique < f alternée

Propriété 2 : Soit f une forme n-linéaire sur £ antisymétrique. V(uy, - -+ ,u,) €
E"etVje{2,--- ,n} ona:

f(uj7u1> o Uj—1, Ujgr, ,Un) = (—1)j_1f(U1, T >Un)-

3. Déterminants

3.1. Déterminant de n vecteurs

Théoreme : Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n > 1, et
B = (e, - ,e,) une base de E. Alors il existe une unique forme n-linéaire
alternée f sur E telle que f(ey, -+ ,e,) = 1.

Définition : Soit B = (ey,--- ,e,) une base de E, on appelle 'unique forme

n-linéaire alternée f sur E telle que f(ey,- - ,e,) = 1 déterminant dans la
base B et notée detg.
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n
Définition : Si (vy, - - -, v,) sont des vecteurs tels que v; = E x; ;€;. Alors on
=1

note sous la forme suivante :

11 - Tin
detp(vi, -+, vp) =
Tn,1 e Tn,n
L1,1
Proposition : Pour calculer le déterminant suivant detg(vq, -+ ,v,) =
xn,l
on va mettre en place un procédé de récurrence. On appelle A, ; le déterminant
extrait de detg(vy, - - ,v,) auquel on a retiré la i ligne et la j™¢ colonne.

On a donc alors la relation de récurrence suivante :

n

detB(Ul, T 7/071) = Z(_1)1+Jx17]AZJ

i=1

appelée développement par rapport a la j¥™¢ colonne (j fixée).

Ou encore :

n

detg(vr, -+, va) = > (1) ;A

=1

appelée développement par rapport a la i ligne (i fixée).

3.2. Déterminant d’une matrice carrée

Définition : On appelle déterminant de la matrice carrée d’ordre n,
A = (a;;)n € My,(K), le déterminant des vecteurs colonnes de A pris comme
vecteurs de K™ et exprimés dans la base canonique B,,, donc

a1 ++ Q1n
det A = detp(Cy, -+ ,Cy) =

an1 T Qpon

De méme on le calcule en développant par rapport aux colonnes ou aux lignes
avec les formules :

det A = Z(—l)i“am det(A; ;) par rapport a la j™ colonne
i=1
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ou alors :

det A = Z(—l)”jai,j det(A; ;) par rapport a la i®"¢ ligne.
7j=1

ou A;; est la matrice carrée d’ordre n — 1 obtenue en otant la "¢ ligne et

-eme

la 7™ colonne.

Les éléments det(A; ;) sont appelées les déterminants mineurs de A. La valeur
(—=1)""7 det(A; ;) est appelée cofacteur de a; ;.

3.3. Déterminant d’une matrice triangulaire

Proposition : Soit A = (a; ), € M,(K) une matrice triangulaire supérieure

ou inférieure. Alors si on développe toujours par rapport a la 1°"¢ colonne

si A est triangulaire supérieure, ou alors par rapport & la 1¢7¢ ligne si A est
n

triangulaire inférieure alors on trouve : det A = H @
i=1
3.4. Action du groupe symétrique

Théoreme 1 : Soit B une base de E alors detz est antisymétrique

< Y(ug, -+ ,u,) € E"et Vs € G, on a:
detp(usay, -+, Usn)) = €(s) detp(ug, -+, uy)
Théoreme 2 : Soit B = (ey,- - - ,enn) une base de E et les vecteurs
(w1, ,u,) € E™ tels que u; = Z:Em-e,- alors :
i=1

detp(u, - ,u,) = Z e(s) Hxs(i),i

Théoreme 3 : Soit A € M,,(K) alors det (*A) = det(A).

4. Applications du déterminant

4.1. Indépendance linéaire de n vecteurs

Théoreme 1 : Soit E de dimension n, B = (e1,--- ,e,) une base de E et les
n vecteurs (vy, -« ,v,) € E™. Alors :
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(U1, ,vn) lie & detp(vr, -+ ,v,) =0

(vi, -+ ,v,) libre & detg(vy, -+ ,v,) #0

4.2. Changement de base de calcul d’'un déterminant

Théoreme 2 : Soient B et B’ deux bases de E alors :

V(vi, -+ ,v,) € E™, detg/(vy, -+, vp) detg(vy, -+ ,v,)

- detB B’

4.3. Déterminant d’un endormorphisme

Théoreme 3 : Soit f € L(FE) alors 'K € K tel que VB une base de E et
V(v1,- -+ ,v,) € E™, on ait :

detp(f(vy), -, f(vn)) = K detg(vy, -+, vp)

Définition : On appelera déterminant de 'endormorphisme f la constante K
précédemment citée et on le note det f.

Propriété 1 : Soit f € L(E) et B une base de E alors det Mpf = det f
Propriété 2 : Soit (f,g) € (L(F))? alors det(g o f) = det g x det f
Propriété 3 : Soit (A, B) € (£,(K))?, alors det(A x B) = det A x det B.

Propriété 4 : Soit A € M,,(K) alors :

A inversible < det A # 0

1
Dans ce cas alors det(Afl) = -

det A
GL,(K) — K
A —  det A
groupe (GL,(K), o) dans le groupe (K*, x).

Propriété 5 : ¢ : est un morphisme de groupe du

4.4. Calcul de 'inverse d’une matrice

Définition : On appelle comatrice de A la matrice notée com A égale a com
A = (det(4;,)) avec A;; la sous-matrice d’ordre n — 1 obtenue en oOtant la
i®™¢ ligne et la §¥™¢ colonne.

tcomA.

Théore : Soit A L,(K) alors A~ =
éoreme : Soit A € GL,(K) alors ot A
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4.5. Regles de calcul
Proposition : 1) Soit A € K, et A € M,,(K) alors det(A\.A) = \"det A

2) det(A + B) # det A + det B en général.
3) Le déterminant change de signe si on échange deux colonnes ou 2 lignes.

4) Si 2 colonnes ou deux lignes sont proportionnelles alors le déterminant
est nul.

5) On peut ajouter a une colonne (resp a une ligne) une combinaison linaire
des autres colonnes (resp lignes) dans changer la valeur du déterminant.
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CHAPITRE VIII : Systéemes linéaires
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