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Durée 2h - Notes de cours autorisées

Les 2 problemes sont indépendants.

Probleme 1.
On se donne m,n € IN*, A une matrice carée réelle de taille n, symétrique et posi-
tive définie, b, d;, ds, - - - d,,, des vecteurs de IR" et ¢y, ca, - - - ¢,, des constantes réelles. On
considere 'application quadratique

1
J:IR" — IR, J(x):§<Ax,x>—<b,x>

(ou < -,- > représente le produit scalaire usuel en IR") et ’ensemble des contraintes:
U={zeR", <dixz> <¢, i=1,2,---m}.
On suppose U # (). On considere le probleme de minimisation

(1) Trouver z* € U, J(z¥) = rrgg J(y).

a) Montrer qu’il existe une solution unique de (1).
b) Ecrire le lagrangien et le probleme dual associés au probleme de minimisation (1).
c) Ecrire l'algorithme d’Uzawa pour 'approximation numérique de la solution de (1). On
note par (z®, p®)) € IR" x IRT la suite construite par cet algorithme ( p(© € IR donné).
d) Montrer que pour un facteur p > 0 bien choisi, on a la convergence de z*) vers z* (les
notations sont celles du cours).
e) Cas particulier. On considere ici
2 1
(1)
b=(2,3)", d=(1,1)".

m=1,n=2 ¢ =0

el) Montrer que U # () et calculer la solution du probléme (1) dans ce cas.

e2) En prennant P9 =0etp= %, calculer les deux premieres itérations obtenues par
I'algorithme d’Uzawa (calculer 20, p() z(1) p@)),

Probleme 2. (Un cas particulier de pénalisation intérieure)
Partie I
Soit n € IN avec n > 2 et J : IR" — IR une fonction continue, coercive et strictement
convexe. Dans la suite pour tout § > 0 on va noter Us = IR"™" x [§, +-00[ et
U = IR" 'x]0, 4+o0[ (remarquer que U est I'intérieur de Up).
Pour tout & € IN* on introduit la fonction J,, : U — IR définie par

1
Jk(J/’):J(ZL’)—Fg, Vx:(x1,~--xn)T€U.
"



2

Ia) Montrer que le probleme: trouver x* € Uy tel que
2 *) = mi
(2) J(z") = min J{y)

a une solution et une seule.
Ib) Montrer que pour tout k& € IN* le probleme: trouver z¥) € U tel que

(3) Jp(z®)) = ryrg[? Ji(y)

a une solution et une seule.
Indication: Montrer que pour § > 0 assez petit (a préciser) on a

ot Ji(y) > inf Jy(y).

Ic) Montrer que la suite J(z*)) est bornée et en déduire que la suite 2*) est bornée.
Id) Montrer que la suite 2*) converge vers z* pour k — +oo0.

Partie II: Application

On considere dans cette partie n = 2 et J : IR* — IR donnée par

1
J(xq,x9) = 5:15% + x% — X1To — To.

ITa) Montrer que les hypotheses de la Partie I sont satisfaites pour J.
IIb) Trouver la solution z* du probleme (2) dans ce cas.

T
IIc) Ecrire le probleme satisfait par la solution 2*) = <x§k), xgk)> de (3). En éliminant

xg ) montrer que pour résoudre ce probleme il suffit de résoudre une équation scalaire avec

inconnue :cgk). Montrer que cette équation a une solution strictement positive et une seule,
et que cette solution appartient a Uintervalle |1,1 + %[ En déduire que =z — z* pour

k — +oo0.



