PREAMBULE

Si I'idée merveilleuse de Fermat était :
Ou choisir un couple de paramétresp et g, formant un triplet deracines carrées:
X', y', Z vérifiant I’ égalité

X+Y=Ztdque x"+y"=2z" 2

Laformule destriplets pythagoriciens donne un triplet de racines carr ées.
VX VY, VZ ;avec X=x": Y =yN et 2 = Z"

Elle donnetoutesles solutionsentieres, X +Y =Z. soit : (p> g2 + (2pQg)2 = (p? + g?)?
avec p et g, qui parcourent |’ ensemble des entiers naturels, dans la puissance N =1.

En utilisant larelation du théoreme de Pythagore on vérifie par laméme une éguation de
Fermat sans perte de généralité !

p2- q2=VX , 2pq =VY, et p+q2=+Z

Contrairement al’idéegénérale, en démontrant lecasN > 2 et pair ; peut on alors
résoudre de fagon généralelecas N premier >2. C’est ce quel’on va montrer.

Deslorsil a pu se demander :

Est cequ’un couplep’ et g’ : réds, algébriques ou non, peut donner un triplet d’entiers,
verifiant son égalité, dansun premierstempspour N > 2 et pair ; qui ne serait pas
donné, ou différent , de ceux donnépar p et g entiersnon nuls premiersentre eux !

Avec un facteur commun K ; pour K >1; il yen auneinfinité pour lepremier ;
p’=2(2),etq =V2donnépar p=2,q=1et K =2; soit letriplet 6, 8 et 10 .

Donc les seules solutions qui nous intér essent sont les primitivesavecK =1 ;

car bien entendu, ces solutions multiples d’une solution primitive, donnéespar p’ e g’
réels, ne sont pasdifférentes de celle donnée justement par p et g et un facteur K >1, ce
qui n"apporterien de plusni une contradiction!

Dans un triplet pythagoricien défini par laformule pythagorique, p?- g2 = X, 2pg =Y et
p2+ 2=2Z, avec X,Y et Z entiers naturels non nuls, premiers entre eux ; ou p et g sont
choisis dans les racines carrées c'est-a-dire dans les entiers naturels ala puissance N =1 ;
premiers entre eux et de parité différente, et ou X, Y et Z sont trois racines carrées entiéres;
donc des produits de puissance N = 1,2, 3 ..n premiers !

Il est impossible d’ obtenir une solution, dans une puissance pair > 2 ; tel que:

(= gd2 + (2pg)? = (p? + g?)2 Soit I’ égalité X2 + Y2 = 72,

(« Equivalent alanotation X + Y =Z dansN=1; ex: 9+ 16 = 25 qui vé&rifiel’ équation de
Fermat pour N = 2, et larelation de Pythagor e, en mettant les ssgmentsdu triangle
rectangle aux carrés, soit : 3, 4 et 5 pour cet exemple. Bien entendu o' +16' =25

Ne peut en aucun cas étreun triplet Pythagoricien 9 et 16 formerait un angle plat 180°
sur lequel se superpose, I’ hypoténuse! »)

Du fait qu’il ne peut exister, tout d’aord ; pour N=4:



a) x2et y?dansuntriplet pythagoriciente que p?- 2=x2=X ,et2pg=y?=Y

(« Descente infinie de Fermat et leslemmes 4,3,2 et 1 en annexe A, alafin, qui vont avec,
pour démontrer le cas N = 4, voir sur internet. Dont Fermat n’ avait nul besoin & priori, et ceci
est valablepour p’ et g’ réel. Donc s il existe X2 et y2 alors, z 0’ est pas un entier et ce triplet
ne pourrait étre donné par p et q entier. Ceci fait remarquer : quep’ et g' ne donnent un tel
triplet primitif dans N=1 ainsi que dans N=2, avec z entier !»)

b) x? et 22dansuntriplet pythagoricientel que p?-?=x2=X ,epP?+r=22=Z
En effet :
1) Untriplet Pythagoricien n'est jamais solution, sans ére mis au carré, ou la formule qui
donne les triplets Pythagoricien serait fausse, (« elle ne peut donner une solution qui soit un
triplet, avec le méme couple de paramétres !( les deux cotés doivent former un angle de
90°) »)

2)d p?-g2=X =x'2dorsp, qetx’ sont pythagoriques, p et g ont été choisis dans un triplet
pythagorique inférieur, donné par p1’ etq,’ <petq.Onpeutdirep=27 etq=y oit:

Z2-y'2=x'2 (« note et par supposition : p’ et q' peuvent étre desentiers, réelsou réels
algébriques »)

Maiss p?+ 2=2Z =22 p(qetzont auss pythagoriques; et p et q ont éé choisisdansle
mémetriplet pythagorique inférieur, donné par le méme couple de paramétre p,’ et q,’ ; ce
qui est absurde, X £ Z0ou z2+y'2=22;72#X ; pP?- 2 #p?+ . (« L hypoténuse ne peut
étre égale au coté opposé a I’ hypoténuse.

Donc letriplet ne peut étre donné par la formule pythagorique. p et g change de valeur pour
chague triplet Pythagoricien ; maisil en ressort, que ceci est aussi valable pour p’ et q’ réels,
ils ne pourraient donner ces deux triplets. Mais surtout, ils ne pourraient avoir paramétrés
cesdeux solutions: zZ2+y'2=2z2et Z2- y'2=x'2 Donc pasdetriplets de cetypesdansN =1
et 2 »)

Conclusion et propriété: un triplet Pythagoricien, ne peut étre solution par addition et
soustraction tel que:

p2-g2= X =x2 vrd, (donc il existe une solution inférieur z'2 - y'2 = x2, avec un couple de
paramétre<petq!) Masp?+ 2= Z = 22 soit

Z2+y'2=27 il faudrait quez =x’, cequi est absurde, donc p =z’ ou X’ mais pasles deux !

Ou de facon différente, il existerait :
2p’qr=q=y ainsquezpygx=q=Yy cest-a-dire:p’ =p; =p g’ =02 =q"
deux tripletsdonnés par un méme couple de parametrep’ et q'’ ce qui est absurde!

Alorss et seulement s il existe dans un triplet Pythagoricien, tel que défini, X2 et 2 ; les
paramétres p et g ne peuvent é&redesentierset 2pq =Y non plus! par conséquent ce ne
pourrait étre une solution primitive dansN = 2, avec Y entier, en choisissant p’ et g dans
les réels algébriques ou non ; alarigueur une solution dans N = 1 uniquement, par exemple :
1+80=281!

(« il devient d&§a évident , que p et q vont ce généraliser et interdire une solution dans une
puissance pair > 2, c'et-adire quep et g, ne peuvent étre deux produits de puissance N
premier et devant donner X" et 2" par addition et soustraction, ce que nous verrons en

détail. »)




3)
Démonstration du cas Z2 et Y2 égalea : p2+g2eta 2pg

c) |l ne peut exister, z2 et y? dans un triplet pythagoricien tel que :
p?+?=Z=22et2pq=Y =y2 Eneffet :idem2) deb ) car :

)SspP+g?=Z=27et2pq=Y =y?alorsp, q et dtel qued = p-q sont pythagorique. Car,
dans un triplet primitif, (p2 +g? — (2pqg) = (p — g)? donc z2- y2 = d?, par conséquent : p , g et d,
sont pythagoriques, ¢’ est adire, choisis dans un triplet inférieur donnéparp’ et <petq;
ce qui est impossible car:

[d2=(p-9)?] # [X =p*g? etencore moinslasolution: (p?+ g?)?- (2pq)? = (p-q)? mais
plutét (p% g?)?!

a)
Le contraire laisserait supposer que d? + y2 = 22 vérifie le théoréme de Pythagore sans que les
deux cotés y? et 2 |” hypoténuse, soit misau carré!

(«deplusX =pz g2=d2+ (dn),avecn=2, pourg=1,doun=2q;etq+d=p; exemple
avec letriplet 15,8 et 17: X =15,d2=9,(dn)=6
(dn)/d=29=2,x0it2/2=g=1etl+d=p=4 soit 42-12=X =15; formule permettant
deretrouver p et q en fonction de x, y et z quel qu'ils soient.» )

b’)

Le carré de |’ hypoténuse (« et non I" hypoténuse ») est égal, ala somme des carrés des cotés
deI’angle drait,

(« et nonavec un coté Y et sadifférenced au carré, avec I’ hypoténuse ! c'est-a-dire:
(P?+092- (2pg) = (p - g)2 cequi est absurde.») .

Laencore laformule des triplets Pythagoriciens, serait fausse, ainsi que I’ égalité suivante :
(22+Vy?) (22- y?) £ (X¥?2du fait de lapropriété pythagorique qui donne:

(z+y) (z-y)= (X)?,avec X qui peut é&reun carrédes |’instant ou p et g sont pythagorique
=Z eyl

Sans oublier la contradiction 2) de b) ci-dessus, qui serait auss fausse, en remplagant z et
ypar petq.soit: p2+g2=u? (1) et p?-g2=v2 (2); ou (u?v?) =(x?)2ou tout
simplement X2,

On en déduit bien ques z et y éait deux carrésalors X et d, neserait desentiers; et
Cceci est toujoursauss valable pour p’ et ' réels!

Soit I'égalité : ((p?+ g? + (2pq)) ((P* + 93 - (2pq)) = (p? - )2 .

Enfin, s z et y avait été deux carrés, on retombe dans une descente infini d’ entiers (que le
lecteur pourra vérifier, Mais dont Fermat n’ignorait pas) ; car ces deux nombres (z2 + y?) et
(22 - y?) devant donner (x?)2 et commeils sont premiers entre eux deux a deux, il sont eux
méme des carrés (z22+ y?) = W et (2 - y?) = v2 cequel’on vient de montrer impossible, par
addition et soustraction.

(«p2+02=2Z2et 2pq=V2 |l existealors: p’ e q' <p et q tel que:

p'2-q2=p=x"et 2p'q =qg=Yy.Cequi donnebien: x'2+y2=22et 2xX’y’ =y2; or s
2pq =y?, («p et un carré et g un demi carré ») ceci est équivalent a:

2(p'2-92) (2p" q') =y> qui est égalead(p’2- q'?) (p' q') !



On retrouve la descente infinie découverte par Fermat. (p’'2- g'2) doit é&reun carré donc
X2, ains que(p’ q'), c'est-a-direquel’on retrouvep’ =a'2et q'=b’2 et comme::
p'2-q'2=x'2 est égal a: (a'd)2- (b'?)2?; il suffit deremplacer a’2par z'2 et bien sur, b’2
par y'’'2; pour retrouver une solution inférieur !

Nous voyons bien que quelque soit la naturedep’ et g, qui par supposition sont choisis
danslesracines carréesentiere; quand bien mémeils seraient desréel, il ne peuvent
donc donner un triplet d’entiers avec une tel solution, le cas N= 4 serait alor s faux, mais
auss lethéoremede Fermat, aind quelaformuledestriplets pythagoriciens, qui donne
toute les solutions entiéres, avec p et g entiers; lecontraire serait absurde !»)

Ou defagon plusexplicite:

Zryp=e ()
2-p v (4

L’ égalité (3) est une égquation de Pythagore, qui admet pour solution primitive letriplet :
(z, y et u) paramétrés de maniéere unique par le couple p; et g tels que :

P2? +0u?= U
P1?-Qi2=2 )
2pqu =Yy

L’ égalité (4) est également une équation de Pythagore, qui admet pour solution primitive le
triplet :
(v ,y et ) paramétrés de maniéere unique par le couple pz et gz tels que :

P2+02=2
P2-g2=Vv (6)
2P =Yy

Or, 2piqu =yet2p,qe =y; aors:pr=p2=p e g1 =gx=q’ cequi nousdonne deux
triplets (z, y et u) et (v ,y et z) donnés par un méme couple de paramétresp’ et q’ ! Ce qui est
impossible, et évidement il enest demémes p’ et ' étaient deux réels!

D'ou: p’ et q' réel nepeut paramétrer un triangle rectangle primitif avec des produits
de puissance N > 1, qui ne serait donné par p et g entiers!

Cas N =4:
si dans un triplet pythagoricien, X est un carré Y ne peut en étre un! (1)

si dans un triplet pythagoricien, X est un carré Z ne peut en étre un! (2)

si dans un triplet pythagoricien, y est un carré Z ne peut en étre un! (3)

de ces trois égalités, il devient évident qu'un couple de parameétres p' et q' réel, ne peut
donner un triplet primitif avec solution dans N = 2 ; qui ne serait donné par p et q

entiers ! Propriété (A)
note:



(il en serait de méme, pour un triplet multiple d'un primitif ou p' et q' ne pourraient
donner un triplet différent, qui ne serait pas donné par p et q et un facteur K >1 entier
non nul! K 2pq, k p2-g2, et K p2+g?2)

I'égalité (2) confirme (3) et inversement

si un triplet x2,y2 et z2 paramétré par p et g, soit la solution :

@)z + (y?)* = (z3)?

on obtiendrait la contradiction 2, qui correspond a I’égalité (2) !

p2-g2 =(x2) et p2+g2 = (z2) impossible, z#x. ref 2): démonstration du cas x2 et z=2.

de plus on obtient propriété (B)
(X®)2 = (z2+y?32)(z2-y2) impossible, z2 et y2 ne peuvent exister contradiction 2 et 3,
correspondant a I’'égalité (2) et (3)! ref 3): démonstration du cas y2 et z2

(B) nous indique que z et y premiers entre eux, donnent deux carrés , en effet le produit
de ces deux nombres, premiers entre eux deux a deux doivent donner : (x2)2; tel que :
(z2+ y2) =u2 et (z2 - y2)=v2.d'ou :

(x2)2 = (U2 v23) si et seulement si (B) était faux !

de (B), on en retire une autre évidence, propriété (c)

en effet:

(z2+y2) =uz ainsi que (z2 - y2)= v2 ; est équivalent a I'égalité (2) c'est a dire que je
pourrais remplacer z et y par p et g si de tel triplets existaient, c'est-a-dire si I’égalité (2)
était fausse!

ou encore mieux, je peux utiliser deux réels algébriques p' et q', choisis dans les racines
carrées des entiers a la puissance N>2 et premier : 3, 5 ,7..etc!

qui me donnerait: p'2+ '2 = u2 et p'2 - q'2 = v2 avec solution dans (N®”?) mais aussi
dans N=2, « car on pourrait supposer que u et v sont des produits de puissance 3...etc
ainsi que p'2et q'2 »

ce qui est absurde le cas N = 4 serait faux ainsi que I'égalité (3) et (2)

Donc deux “réels algébriques” choisis dans les racines carrées, des entiers a la puissance
N=2 sont deux entiers p et q ; Mais devient impossible pour N > 2 et premier, car en
mettant ces deux réels algébriques p’ et g’ au carré, on obtient la contradiction
(3),(2)..etc!

deux réels, non algébriques ne peuvent non plus exister et me donner ces deux
solutions primitives,en paramétrant un tel triplet !

c'est a dire me donner un triplet de racines carrée entiéres dans N=1! ni méme dans
N=2!

en démontrant le cas N=4, il devient évident que p et g entiers, ne sauraient donner un
triplet de produits de puissance N > 2, car I'égalité (2) et (3) serait contredite!

en remplacant I'exposant 2, par N premier, car il faudrait bien choisir p et g dans les
racines carrées de ces entiers a la puissance N > 2 et pair!

Exemple, avec le triplet:

xN3, y"3 et z™3, alors il existe, de par la propriété de Pythagore

(x™3)2 = (Z2+y®)(Z3-y®) ; ol : comme pour N=2 je devrais obtenir deux produits de
puissance N = 3

soit:

(x"3)2 = (u2)® (v@)?3; mais aussi (x2)% = (U2)® (v3)3!

deux solutions par addition et soustraction comme la contradiction du cas N=4,



de plus, si p et g sont des racines carrées entiéres on aurait aussi p>et g° qui doivent
donner Z* et x® avec 2p3g® = y°!

Z° + yH= (u®)
(2 - y®) = (v®), on pourrait remplacer z et y par p et qg.
(la démo de Euler serait fausse.. mais aussi 2) et 3)..etc)

propriété (D)

il ne peut exister deux réel algébriques p' et q" ; qui donne un triplet de produits
cubique, et plus généralement de produit de puissance premiére; avec p’ et g’ qui
seraient choisis dans les racines carrée entiéres ou non, de ces produits de puissance N
premier! ni deux réels! On en conclu :

Pas de solution guelgue soit N pair =2 !

Propriété (D)

il ne peut alors, exister deux réels qui auraient paramétré ces deux solutions
cubiques, (z° + y®)= (U®) et (2° - y®) = (v®) dans N=3;(« car il existerait un triplet de
produits de puissance 3 ce que I'on vient de monter impossible ! »)

C'est-a-dire : ces deux triangles rectangles mesurés par des réels algébriques;

que sont les racines carrées des entiers x, y et z a la puissance 3, ou x y et z ne
peuvent étre 3 carrés parfait, au maximum il pourrait en exister qu’un ! (« de
part la supposition, leurs racines carrées n’étant pas entiéres »)!

Observation sur(D’):

Ce cas nous indique clairement, que deux couples de réel p’, g’ et p”, q” ne peuvent en
aucun cas donner deux solutions de cette forme ; donc ne peuvent paramétrer un triplet
primitif d’entiers, a la puissance N premiéres = 2, ainsi qu’ un triplet primitif dans N =1,
ni a plus forte raison, deux triplets de racines carrées algébriques, puisque ces deux
solutions sont parametres par un seul couple p et g comme le cas 2) de b)!

Mais cela ne peut résoudre de facon formel le cas N = 3, car il pourrait exister un triplet
de racines algébriques, et donner quand méme une solution dans N =3 ; c’est le méme
cas que N=4 il n’existe pas deux solutions, de cette forme avec z2 et y2, mais il existe
des solutions dans N=2 paramétrés par p et q entiers, choisis dans les racines carrées,
c’est a dire dans N=1!

Ce qui indique que si : ces deux solutions existe avec z2 et y2, donné par deux couples
de réels, tel que : z2+y2 =u2 et z2 - y2 =v2, alors u et v ne sont des entiers ce qui est
idiot, z2 et y2 sont des carrés parfaits par supposition !

Or supposons, qu’il existe un triplet de racines algébriques d’entiers a la puissance 3,
alors il existe p’ et q’ algébriques qui peuvent étre choisis dans ces racines carrées,
comme pour N =2 ;

et redonner une solution qui est supposée existé,(« soit par addition ou soustraction »)
en recréant un triplet supérieur.

Ce qui est impossible ! En effet en mettant p’ et q’ au carré, on se retrouve avec
deux entiers X et Z ce qui est contraire a cette supposition, il me faudrait 3
racines non entieres, algébriques et au minimum 2! De plus :

X et Z sont supposés étre deux produits de puissance N=3 pour cet exemple, puisque
I'on cherche deux racines carrées algébriques dans n=3, ce qui est absurde on retrouve
la contradiction 2) du cas générale pour N pair !

Il est donc impossible de trouver et choisir deux réel algébriques p’ et q’
supposer vérifier et redonner un triplet de racines algébriques quelque soit la



puissance N premiere 2 3, c’est a dire reconstruire un triplet de racines supposé
existé | Ce qui n’est pas le cas pour N=2 avec p et g entiers, 1 et 2!

Propriété E : c'est qu'il n’existe pas un triplet algébrigue de racines carrées d’entiers a
la puissance N = 3, ou I'on pourrait choisir un couple de paramétres algébriques p’ et g’
Et de facon plus générale il en est de méme pour N premier > 2!

Ci_cette propriété E, ne serait suffisante pour résoudre le cas N=3 :

Il ne reste plus qu’alors la solution avec :

P’ et g’ réels tout simplement ; or en démontrant le cas N=3, L. Euler montre que
méme sous cette condition, il N’existe pas un couple p’ et q’ réels pouvant donner un
triplet primitif de racines algébriques dans N=3 ! Et de facon plus générale il en est
de méme pour N premier > 2, alors il n’existe pas de solution !

Ce qui est vrai pour N=1,2 .3..etc, est aussi vrai pour_les racines carrées
algébrigues des entiers a la puissance N = 3!

En démontrant le cas N pair, on démontre la propriété (D’ et E) : car au
minimum il existerait des solution dans N=4. 3 et 6 si un couple de réel p’et g’
avait existé, de plus un couple de réels p’ et q’ pourrait donner un triplet de

racines carrées entiéres, dans une puissance premiére en commencant par N=2
1

P de Fermat c'est arrété au cas N = 3, ce qui était largement suffisant.
Ce qui es parfaitement valable, pour avoir démontré ce théoréme a son époque;
mais aussi actuellement....

Ceci conclu mon raisonnement.

Annexe A
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Lemme 1.2.3.4 utilisés pour la descente infinie du cas N = 4.
Mais dont Fermat n’ aurait pu utiliser, Gauss et postérieur & Fermat.
Néanmoins Fermat n’ avait aucun probléme pour X2 et Y2 impossible dans un triplet

Pythagoricien.

Lemmel: s p”q=1,petqdeparitédistincte, alorsp + g et p - q sont premiers
entre eux.

Preuve : si d est un diviseur premier communap + qetp - g, alorsd divise 2p et 2q (par
addition et soustraction). Si d divise 2, dlorsd = 2 : pas possible car vu la parité distincte de p
et g, p+qetp-qsontimpairs. Donc d divise p et d divise q (théoréme de Gauss). Pas
possible puisquep * g = 1.

Lemme?2: s mAn=1,aorsm?’”n?=1et, deplus, lesnombres m, n et m? - n
sont premiers entre eux (deux a deux).

Preuve : m et n peuvent sécrire sous forme d'un produit des puissances de leurs facteurs
premiers. Les diviseurs premiers de m? et de n® sont leurs facteurs premiers respectifs. La
premiére assertion m? A n? = 1 est donc évidente. Quant alaseconde, s ddivisem, alorsil



divise m?. Donc, s d divisem et m? - n?, il diviseaussi n>. Orm>~n?=1,doncd=1. On
raisonnerait de méme avec n.

Lemme3:sm’An’=1adorsm~n=1.

Lemme 4 : Si un produit de nombres premiers entre eux (deux a deux) est un carré,
alors ces nombres sont eux-mémes des carreés.

Preuve : Supposons pged(p,q,r) =1 (pris2 a2, le pged est 1) et pgr = t2. L'entier t se
décompose en un produit de facteurs premiers. Par suite t? est un produit de facteurs premiers
dont les exposants sont pairs. Puisque par = t%, les diviseurs premiersde p, q et r sont extraits
de ceux det. Soit d un diviseur premier det, apparaissant, danst?, sous laforme d®. Il ne peut
diviser deux des nombresp, q et r. Sil divise p, alors d*" qui divise t? divise nécessairement p
(théoreme de Gauss). Donc, par éuisement des cas, p est un carré et on obtiendraqueq et r
sont des carrés.

Leslemmes 2 et 4 permet d'affirmer que p, q et p? - g* sont des carrés. Posonsp =
m?,q=n’etp?-g*=r Ainsi :

r2:p2_q2:m4_n4:(m2+n2)(m2_n2);

Contradiction, b) ; I’auteur aurait pu conclurelecasN =4 acepassage! z # x



