Une demonstration du theoreme de Fermat-Wiles

Jamel Ghanouchi
e-mail:ghanouchi.jamel@planet.tn

Resume

(MSC=11) Le theoreme est le suivant
YU >0,X >0,Y >0,n>2 PGCD(X,Y)=1
entiers
Un £ X"+ Y"

La presente demonstration commence par un changement dans les donnees du probleme. Au
lieu d’une seule equation, la traditionnelle X > 0, Y >0, U > 0, n > 2, PGCD(X,Y) =1
entiers

Xt =—yr_yn

qui est (a), nous en definissons deux autres, equivalentes

r=u—y
qui est (1) et
111
z oz oy

qui est (2). z,y,z,u entiers. Ce qui permet de construire des suites convergentes. Nous les
etudions rapidement. Un calcul de convergence de series permet de conclure qu’il n’y a pas de
solution.

La demonstration

Notre but est de prouver que si U > 0, X >0, Y > 0, n > 2, PGCD(X,Y) = 1, sont des
entiers, ils ne verifient jamais I'equation qui suit (a)

Xn=—pynr_yn
Notre demonstration s’appuie sur un raisonnement par ’absurde. Nous supposons que
FU>0,X>0,Y >0,n>2

entiers et que PGCD(X,Y) = 1, et qu’ils verifient (a). Si nous choisissons u, x, y, z entiers
comme suit. Soit

u=U™m
z=U"X"
z=X"Y"

alors,



u=U"=U"X"+Y") =z +y

c’est (1) et
1 1 U U r+y 1 1

> Xnyn  UnxnUnyn Ty  xy z oy
c’est (2). Si U, X, Y sont des entiers verifiant (a), alors u, x, y, z comme definis plus haut
verifient simultanement (1) et (2) qui suivent

LEMME 1 (1)

u=x+y
et (2)

1 1

=4

z Ty
Fin du lemme 1 Donc

z=X"Y"

u:(Xn+Yn)2

z=X"(X"+Y")

y=Y"(X"+Y")

Maintenant, nous savons qu’il existe des solutions pour n < 2, nous supposerons donc dans ce

qui suit : n > 2. Posons
r1 =2

et
n=y

Vx1,y; entier, dz; verifiant



et

Ty
z1 = =z
x+y
et
(71 +y1)21 = 2101
soit
r1(y1 — 21) = 2101
posons
2191
Y2=Yy1 —21 = —
x1
et
yi(z1 — 21) = 2111
posons
2121
X9 =1 — 21 = —
A
et
T2Y2 = Z%
alors
T = T2+ 21 = T2 + /X222
et
Y1 = Y2 + 21 = Y2 + /22
et

up =u=(z1+y1) = (Va2 + Vy2)? > z9 +y2 > 1

(z1 + y1) entier

21 = Vaa(Vaz + ) > 72 > 0



1 entier

Y1

41 entier

T1Y1

zZ1 =
1+ Y1

z9 rationnel
car

= VBT + \/R) > 2 > 0

L2Y2

= Xy’ = VI2Y2 > 29 =
T2+ Y2

Vo, yo entiers, dzo rationnel verifiant ’equation suivante

jusqu’a l'infini. A D'ordre i

>0

(i +yi) = (V@1 + \/?/i+1)2 > Tip1 + Y1 > 1

et x; + y; rationnel pour ¢ > 2

i = VTin1(VTit1 + VYit1) > Tip1 > 0

x; rationnel pour ¢ > 2

Yi = VYir1(VTit1 + VYir1) > Yig1 > 0

y; rationnel pour ¢ > 2

_ Tl
Zi +Yi

Zi

z; rationnel pour ¢ > 1 et

avec cette recurrence

Ti+1Yi+1

= VTit1Yi+1 > Zi41 =

1

Zi+1

1

Tit+1

1

Yi+1

(zi + i) = (VZi1 + Y1)’

Tit1 + Yit+1

>0



LEMME 2 z; et y; ont pour expression

e
qui est (H)

vi=y? [ ¥+
qui est (H’)
Fin du lemme 2

Preuve du lemme 2 nous allons prouver le lemme 2 comme suit

= VE(VEz + Vi2) = VER(a + )

2

T
2= T4y
de meme )
Y2 = Y
r+y

c’est verifie pour ¢ = 2. Nous supposons (H) et (H’) vraies a l'ordre i et nous en deduirons
qu’elles sont vraies a l'ordre 7 + 1

N|=

T = /Tir1(VTir1 + VYir1) = VTir1 (T + ys)

soit

Ti+1 = Ty (xz + yz) !

Jj=i—2 J=i=2
@ i—1 i— 1
zip =22 ] (@ +y%) 2 (2 v ) H 2 4y

_1_[3:—1-3/1

et c’est vrai a 'ordre ¢ + 1, de meme pour y;



Fin de le preuve du lemme 2 donc

Jj=i=2 .
e | e
§=0
de meme pour y;
i—1 j:i_2 J
vi=y" I &% +y*)7
j=0
Vi > 1
Or, Va,b
- Ly == _
a—b=(a® —b*) (a® + ')
§=0
c’est (E). Donc
1 1 JZi2 j
r—y=@" —y") (@ + %)
§=0
c’est (E)
j=i—2 ) ) gi=1  gi—1
(332] + y2ﬂ) — ( Yy )
j=0 vy
nous en concluons avec
T #Y
donc avec
Ti # Yi
le lemme 3 suivant
LEMME 3 - -
2t n2'~
T X
Ti = 332_17—?/2_1(96 —y)=U" Xn2l _yn2i-l (X" =Y")
et
27,'71 n2i71
Y Y
Yi = W(ﬂﬁ —y) = UanQH —yn2il (X" =Y")



Xn2i71 + Yn2i71
X n2i-l _ yn2i-t

up = +y; = U" (X" =Y")

Fin du lemme 3

LEMME 4 1ly a des constantes

T—Y=x; —Yi

Fin du lemme 4 Le lemme 4 est evident. D’autre part, x; est solution de
27 — 1T — Tip1yi = 0
et y; est solution de

Y2 — Yit1Yi — Yir12; =0

LEMME 5 La solution de ces equations est

Ti = Yi = 2xi11 = 2yi11
soit

et
U=X=Y=0

car
PGCD(X,Y) =1

Fin du lemme 5

Demonstration du lemme 5

Tiy1 + /2, + 4yz’$z’+1)

(Tis1yi = 77 — Tip137) = (7 = 5

= ((Yi — Yi1)Tit1 = T2 — Tig 105 — Tis1Yiv1)

2
= (I‘z - $i+1)$i+1 = TiTi+1 — Tjqq

= (2] = 2mimip + zipi(z —y) = 0) = (w = g1 + \/LU?H —Zip1(z —y))

Yir1 +\/yi + 4$iyi+1)

(Yit1yi = y? — Yit1%i) = (yi = 5

= ((Yi = Yir1)Vit1 = ¥i — Yir1Ti — Yiv1)

de meme

6



= (i — Tit1)Yit1 = TilYit1 — Tit1Yit1

= (¥ — 22Yi+1 + Yir1(z — y) = 0) = (¥ — 2yi¥it1 + Vi1 (T — Y) — 2T3¥i1 + 29iYis1)

= y7 — 2YiYit1 — Yir1 (z —y) = 0= (y; = yis1 + \/yfﬂ +yir1(z —y))

donc
R 2 (20541 — x4) _ Yi(—2yi+1 + ¥i)
Ti+1 Yi+1
donc
r—y=0% (v; =y =201 = 2Yiy1)
or

T — Ti+1 = \/Ti+1Yi+1
Ti—1 — T = /XY

T] —T2 =T — T2 = /T2Y2
ce qui implique
j=i+1
Z (VTjy;) = — 22 + T2 — 23+ ... + 2 — Tip1 = T — Tiqq
j=2
donc ,
j=00
Z (VZiy;) = lim (z —xi41)
]:2 1—>00
mais si
>y
yzi—l
.hm (yz) = .hm ( 9i—1 9i—1 (.%' - y)) =0
i——00 1—00 I —
et .
x21—1
.hm (xl) = ,lim ( i—1 i—1 (m—y)) =T -y
i——00 i—s00 2’ 2
donc
j=o00
(VZjyj) = lim (z—zip) =z —(z-y) =y
j=2
et
VO2Y2 =T — T2
—VI3Y3z = T3 — T2
VE4Y4 = T3 — T4

VE2%KY2k = T2k—1 — T2k
“VI2k4+1Y2k+1 = T2k4+1 — T2k



donc

j=2k+1
Z ((—1)],/.%]‘3/3') = — 229+ 223 — 224 + ... + 22951 — 2Tok + Tok+1
=2

=x—2((x2 —x3) + (x4 — x5) + ... + (Top—2 — Tok—1)) — 2Tk + Tog+1

—2(\/x3ys + \/T5ys + ... + \/Top—1Y2k—1) — 2Tk + Tok41

mais
VE2k-1Y2k—1 > T2k Y2k
et
j=2k-+1 ‘
0< > (-1 @) <@ — JT3y3 — /Tays — . — \/T2kY2k — \/T2ki1Y2kt1 — T2k
=2
soit
J=00
0< Z TVEG5) < @+ Tage — Y (VIY;) — (x —y) = /T2y
7j=2
et
j:OO
l"J?JJ)
]:2
est convergente,
j=o00
Z VZiY5)
7j=2
est convergente donc
Jj=00 ' Jj=o0 .
y—2y (V)= > (1759
j=2 Jj=2
est convergente, ce qui veut dire que
J=o0 '
(=1zj) =5
j=2

or
ldim () =x—y
1—>00
soit
r—y=0= (v; =y = 2Tiy1 = 2Yiy1)
et si
r<y
y2i—1
hm (yl)_ hm ( 2i—1 2i—1 (‘r_y)):y_x
i——00 i—00 -y
et )
1‘2271
lim (z;) = lim (——F=(@—-y)) =0
1——00 i—00 I



alors

j=o00
> (VEy) = lim (2 — i) =
j:2 1—00
et
VEI2Y2 =Y — Y2
—VI3Y3 = Y3 — Y2
VT4aYs = Y3 — Ya
VI2kY2k = Y2k—1 — Y2k
“VEL2k+1Y2k+1 = Y2k+1 — Y2k
donc
j=2k+1 A
Z (=1 y/x;95) =y — 2y2 + 2y3 — 2ys + ... + 2y2k—1 — 29k + Yor+1
j=2
=y —2((y2 —y3) + (ya — y5) + . + (Yor—2 — Yor—1)) — 2Yok + Yokt1
— 2(/x3ys + /T5ys + ... + /Ton—1Y2k—1) — 2Yok + Yok+1
or
VT2 1Y2k—1 > /TorY2k
et
§=2k+1 A
0< > (1Y Ew;) <y — VT3Yys — /Tays — - — /T2uY2k — /T2t 1Y2k41 — Yok
j=2
soit
j=00
0< Z x]yj) VZiY5) <y+/r2y2 — Z (VZy5) — (y — ) = /2212
j=2
et
j:OO
nyJ>
]22
est convergente,
j=o00
(VZ;95)
=2
est convergente donc
Jj=o00 j=o00
z—2> ((=y) =D (-1 z5;)
j=2 =2
est convergente, ce qui signifie que
j=00 A
(~1Yy) =
=2



mais
lim (y;)=y—=z

11—
donc
y—x=0= (v, =y = 2Ti11 = 2¥i+1)

Fin de la demonstration du lemme 5 Le lemme 5 est demontre et, par suite, le the-
oreme est demontre ! La question qui se pose maintenant est : pourquoi n = 2 est-il un cas
particulier ? Pour repondre, nous utiliserons les formules. D’abord, il est important de noter
que pour n = 1, il y a trivialement une infinite de solutions. Or, pour n = 1, nous avons le le
LEMME 3

9i—1 2i—1
T X
Ty = 22T 9i—1 (‘77 y) UXQifl y2i-! (X Y)
x 2272
- UX22F2 _y22i2 (X -Y)
et
9i—1 2i—1
__ v -
b= g e 00 = U e (XY
y22i7?
- UX22’F2 _y22i2 (X -Y)
22172 | 222 X227 py2r?
u =z +y; =U ks (X-Y)= * (X2 =v?)

X22i72 o Y22i—2 X22i—2 o Y227;—2

soit a U? pres I'expression de u/;_1, le uj_1 de 'exposant 2. Le cas n = 2 est donc equivalent au
cas n = 1 et il y aura une infinite de solutions !

Conclusion

Nous avons demontre que pour tout X,Y,U,n > 2 entiers
Ur#+X"+Y"

Et, si c’est vrai pour des entiers, cela ’est egalement pour des rationnels.
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