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1 Introduction

Le but de ce chapitre est la généralistion de la notion de valeur absolue pour les réels ou
le module pour les complexes dans le cas d"un K— espace vectoriel E. E peut étre R", C",
I'espace des fonctions continues ou n’importe quel autre espace vectoriel. Nous pourrons
ainsi généraliser
— lanotion de limite de suite d’éléments de £
— la continuité d’une application d"un espace vectoriel £ vers un autre espace vectoriel
F.

2 Normes et Distances

2.1 Définitions

DEFINITION 2.1 (Norme). Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C. Une norme sur
E est une application N : E — RT qui possede les propriétés suivantes :

N1. Yue E, Nu)=0<=u=0 (Séparation)
N2. VYA eKVYu € E,N(Au) = |A\|N(u) ( Homogénéité)
N3. VYu,v€ E, N(u+v) < N(u)+ N(v) ( Inégalité triangulaire)

Notation : La norme N est notée || || ou || || -
Un espace vectoriel £ muni d'une norme || || est dit un espace vectoriel normé. On le note

par (E, [ ).
Quelques remarques concernant la définition de la norme :

— La propriété N2. entraine que N(—u) = N(u) et dans le cas complexe (K = C) N (iu) =
N(u).

— La norme sert, dans un espace vectoriel, non seulement a savoir la taille des objets
constituant I’espce vectoriel mais aussi a connaitre la distance entre ces objets.

E si et seulement si elle possede les propriétés suivantes :

D1. d est une application de E x E dans R*

D2. Vu,v € E, du,v)=0<=u=v (Séparation)
D3. VYu,v € E,d(u,v) =d(v,u) ( Symétrie)
D4. Yu,v,w € E, d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) ( Inégalité triangulaire)

DEFINITION 2.2 (Distance). Soit E un ensemble quelconque. On dit que d est une distance sur

Si d est une distance sur E alors (E, d) est appelé espace métrique.

REMARQUE 2.3. Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. Alors l'application (u,v) € E x E —
d(u,v) = ||u — v|| € R est une distance sur E appelée distance associée i la norme || - ||.

PROPRIETE 2.4. Si (E, || ||) est un espace vectoriel normé, alors :

V(u,v) € E*, | lull = |lo] | < [lu—v]|
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2.2 Exemples fondamentaux

221 E=K'avecK=RouC

Pour une matrice A = (a;;) de type (m,n) on appelle matrice adjointe de A et on note
A*, la matrice de type (n,m) définie par a; = aj;, aj; étant le nombre complexe cojugué
de aj;. Dnas le cas o1 la matrice A est réelle, la matrice adjointe A* est la transposée de la
matrice A.

Le produit scalaire dans K" est défini par

(zly) = szyz =y'z

Dans K" on a les normes suivantes :

Pour z = (z,x9, -+ ,z,) € K"

n

D) el =

Démonstration. Toutes les conditions de la définition d"une norme se démontrent facilement
sauf I'inégalité triangulaire qu’on démontrera pour les trois exemples :

Nous avons pour tout «, 3 réels ou complexes : |a + | < |a| + |B]. Soit z = (z1, 22, - - , Tp)
ety = (y1,¥2,- -, Yn) deux vecteurs de K".

1. Inégalité triangulaire pour || - ||
n n
lz +yll = Y i+ il < Y (Il + [wil)
i=1 i=1
n n
= Z || + Z |yil
i=1 i=1

= [ll[x + [yl

2. Inégalité triangulaire pour || - ||
Nous avons pour: =1,2,...n

i 4 33l < [l + [yl < ll2lloo + 1ylloo

d’ot + [1Y]]oo-

3. Inégalité triangulaire pour || - ||2
Montrons tout d’abord 1'inégalité de Cauchy-Schwarz suivante

Re(aly)P (ZW) - (Zm)

M. Jai 4
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On a pour tout A € R,(z + Ay, z + Ay) > 0. Ce qui est équivalent a
N lyllz + 2X((2ly) + (zly)) + [l2]l3 >0 VA €K

L'inégalité précédente n’est vraie que si A = 4(|Re(z|y)|” — ||lz||2||y/|2) < 0, ce qui est
justement 1'inégalité de Cauchy-Schwarz demandée.
Montrons maintenant 1'inégalité triangulaire.

Iz + yllz = ll=]l5 + 2Re(z]y) + llyll3
et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient 1'inégalité triangulaire.

U
1

—_

REMARQUE 2.5. Si E =R", ||z|» = (Zx ) = (‘zz) 5 est une norme euclidienne. C’est la

norme associée au produit scalaire usuel de R".

2.2.2 Norme définie a partir d’un produit scalaire

Soient E' un espace vectoriel et f une forme bilinéaire symétrique et définie positive
(d.p) sur E. Soit ¢q la forme quadratique associée. L'application N définie par :

N: F — Rt
r — N(2) = 4@)

est une norme sur E.
Preuve : Vérifions les trois propriétés d"une norme :
N1.Siz =0, alors N(z) = 0. Vérifions la réciproque : Soit z € E tel que N(z) = 0, alors,
d’apres la définition de N, ¢(z) = 0 et puisque q est définie positive z est forcément égal a
0.
N2.VX € K,Vz € E, N(Az) = v/g(A\z) = \/A%q(z) = |A[\/q(z). = [A|N ()
N3.Vz,y € E, N(z + y) = q(z + y) = flz+y,z+y) = f(w z) +2f(z,y) + f(y,y) car
[ est bilinéaire et symétrique De plus f est un produit scalaire donc, d’apres l'inégalité

de Cauchy Schwarz, |f(z,y)| \/ 7)v/q(y) = N(z . Donc N(z + y)* < N(z)?
IN(Z)N(y) + N(y)? = (N(z) + N(y)

2.2.3 Normes définies sur les espaces fonctionnels

Dans cette partie nous considérons 1'espace C([a, b], R), ensemble des fonctions conti-
nues sur [a, b] a valeurs dans R.
Dans C([a, b], R) nous avons les normes suivantes :

Pour tout f € C([a, b], R)
b
N Iflh = / £ (2)|dz

2 [1fll = / f(2)2ds
3) [Iflle = sup ()]

z€[a,b]

M. Jai 5
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Montrons que l'application || ||; est une norme.

N1.Si f = 0 = ||f]y = 0. Réciproquement, si ||f||; = f;\f(x)|dx = 0, comme |f| est
positive est continue, on doit avoir f(z) = 0, pour tout = € [a, b].

N2.YA€RYS € B, Ml =[] M (@)ldz = \| [ |£(2)|dz = \A|||f||1
N3.Yf,g € E,Y € [a,0], |f(2)+g()| < |f(2)|+]g(x)|. Donc [} |f(z)+g(z)|dz < [ |f(z)|dz+
2 1g(@)ldz = [If]l + llglls.

2.2.4 Normes matricielles induites

Soit £ = M, (K), ensemble des matrices carrées d’ordre n.
Pour une matrice A € E, on note A = (a;;); je[1,n]-

Théoréeme et définition : Si || || est une norme de K" alors

VA € M,(K),|[|A|ll = ”” ”” définit une norme de M, (K).

C’est la norme matr1c1elle induite par la norme || || de K".

DEFINITION 2.6. Le rayon spectral d’une matrice B, noté p(B) est le plus grand des modules des
valeurs propres de B.

PROPRIETE 2.7. La norme ||| ||| vérifie les propriétés suivantes :

1. VA € My (K),[[[A[ll = sup [|Az]

lal|=1
2. vz e K, [|Az| < [[|A[lll|=]
3. VA, B € My (K), [[|AB]|| < [|A[lI-[I[B]l]
4. VA € M,(C), p(A) < [[[A]ll.

Dans le cas des trois normes usuelles de R", les normes matricielles induites correspon-

dantes sont données dans le tableau suivant :
Norme de R” ou C* | Norme matricielle induite

A = a7
I 1 14l = max <ZH>

Il 14l = max (Dam)
b j:l

I ll2 ANl = V/p (FAA)
(R" seulement)

Démonstration. 1. Preuve de ||| Al||1
Soitz e K",z #0

sl =3

=1

n n
Z%% < (Z\aiﬂ |37j\)
j=1 i=1 j=1

n n n
o (z \am) < el (maxz \am)
j=1 i=1 -

M. Jai 6



4 VALV ALALIY Ad A LA AL AL NN

Donc

|| Az]] ~
sup A7 < o™ oy
zeK™ ||x|| J i=1
T#0 =

Il reste a montrer 1’autre inégalité. Soit £ tel que

n

n
max Y lai| = ) |au]
J S
=1

i=1
Considérons le vecteur v de composantes v; :

. 0 sij#k
Tl sij=k

Alors

n

[Avlly =)

=1

n
E CLij’Uj

j=1

n n
= lag| =max ) |a;;]
=1 T

2.3 Normes équivalentes

DEFINITION 2.8. Dans un espace vectoriel E, deux normes || ||1 et || ||2 sont dites équivalentes si
et seulement si il existe deux constantes positives K, K, telles que :

Vu € E: Ki||ully < ||ull2 < Ka|ull1

2.3.1 Dans un espace de dimension finie

Dans E = K", les trois normes usuelles sont équivalentes. Plus précisément on a :

Vo € K" : |[z]loo <lll2 < flzfl < nllloo

Plus généralement nous avons le théoreme suivant :

THEOREME 2.9. Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, toute les normes sont équiva-
lentes.

2.3.2 Dans un espace de dimension infinie

REMARQUE 2.10. Le théoreme précédent n’est plus valable dans un espace vectoriel normé de
dimension infinie. En effet, considérons l'espace E des fonctions continues, et les normes usuelles
sur E, définies dans la section 2.2.3. Nous avons les inégalitées suivantes :

Vi€ E, [[flli < vVb—alfle < vVb—alflls

M. Jai 7
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Mais les normes || f||1, ||f|l2; ||fllc Ne sont pas équivalentes deux a deux. Montrons
par 'absurde, par exemple, que les normes ||f||; et || f||2 ne sont pas équivalentes. Pour
simplifier nous considérons le cas a = 0 et b = 1. Supposons que les deux normes sont
équivalentes, c’est a dire il existe une constante positive K telle que

Vi€ E, [[fllh <fllz < Kl f[lx (1)

et prenons la suite de fonctions f,, définie par

foo [0,1] — R

( 1
2nx si0<e << —
2n
1 1
x > folr) =49 2nzx+2 si — <<~
2n )

) 1

0 si x> —

N n

. 1 3
D’apres la relation (1), nous avons || f,|l2 < K| fall1. Or || fall1 = o et || full2 = ‘/2—. Par
n n

) 3 , ) .
suite 5\/5 < K. Or K est une constante donnée, donc pour n suffisamment grand l'in-

égalité est impossible.

REMARQUE 2.11. A l'aide de ce résultat on montre que l'espace E est de dimension infinie. Car
sil était de dimension finie on aurait équivalence entre les normes.

3 Continuité

3.1 Définitions

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. Soit a € E et r € R". On a les définitions sui-
vantes :

— Boule ouverte :
On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r 'ensemble B(a, r) définit par

B(a,r):{ueE,Hu—aH <T}

— Boule fermée:
On appelle boule fermée de centre a et de rayon r I’ensemble B(a, ) définit par

B(a,r) ={u € E,|Ju—a| <r}

— Sphere:
On appelle sphére de centre a et de rayon r ’ensemble S(a, r) définit par

S(a,r)={u € E,||lu—al] =r}

M. Jai 8
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Exemple :
Soit E = R?. Dans ce cas les boules ouvertes B;(0,1), By(0,1) et B,(0,1) correspondant
successivement aux normes || ||1,|| ||2 et || || SONt comme suit :

DEFINITION 3.1. Une partie A d’un espace vectoriel normé (E, || ||) est dite bornée si et seulement
si il existe un réel positif K tel que ||u|| < K pour tout u € A.

DEFINITION 3.2. On dit qu'une application f d'un espace vectoriel normé (E, || || i) vers un espace
vectoriel normé (F, || ||r) est bornée si et seulement si la partie f(E) de F est bornée. Autrement
dit, si et seulement si il existe un réel positif K tel que || f(u)|| < K pour tout u € E.

DEFINITION 3.3 (Ouvert). Un ensemble U de E est dit ouvert si

Vu € U,3r > 0 tel que B(u,r) C U

DEFINITION 3.4 (Fermé). Un ensemble U de E est dit fermé si son complémentaire dans E est un
ouvert.

PROPOSITION 3.5. Une boule ouverte est un ensemble ouvert.

Exemples : Dans £ = R
— Les ensembles du type |a, b] sont des ouverts.
— L'ensemble [0, 1] n’est pas un ouvert. En effet il n’existe pas de réel » > 0 tel que
| —r,r[C[0,1].

3.2 Limite d’'une suite de points de £

Les définitions de suites de vecteurs d'un espace vectoriel normés, de suites extraites,
sont similaires a celles des nombres réels (ou complexes).

DEFINITION 3.6. On appelle suite bornée de ’espace vectoriel normé E toute suite (uy)nen
d’éléments de E telle qu’il existe K € RY tel que

VneN, |u <K

DEFINITION 3.7. Soit (un)nen une suite d’éléments de I'espace vectoriel normé (E, || ||), c’est a
dire une application
neEN—u, € K

On dit que (u,) une suite convergente vers la limite | € E, on note lim wu,, = [, si la suite des

n—oo

nombres ||u,, — l|| tend vers zéro lorsque n tend vers l'infini, autrement dit
lim u, = <= lim |ju, — || =0
n—oo n—oo

Une suite qui ne converge pas est dite divergente.

M. Jai 9
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Propriétés

— Toute suite convergente est bornée.

— Si (An)nen est une suite de scalaires de K convergente vers A et si (u,,)nen €st une suite
d’éléments d'un espace vectoriel normé (E, || ||) convergente vers u alors la suite
(AnUn)nen cOnverge vers Au.

— Si|| ||1 et || ||2 sont deux normes équivalentes d'un espace vectoriel E alors on a

Ji)rgoun =ldans (E,|| |1) <= nh_)ngoun =l dans (E, || ||2)
Ainsi, dans un sepace de dimension finie (toutes les normes sont équivalentes), pour
prouver qu’une suite est convergente on choisit la norme la mieux adaptée.

— Si (u,,) converge vers a alors (||u,||) converge vers ||a|.

— Toute suite extraite d"une suite convergente, converge vers la méme limite.

3.3 Limite d’'une fonction

Soient (E, || ||r) et (¥, ] ||r) deux espaces vectoriels normés sur K et f une application
de E dans F'. Soit up un point de E.
On dit que f admet une limite | € F' au point u, si et seulement si

Ve>0,3n>0,Vu € E, (lu—ulle <n=[If(u) - lllr <e)

Notation : lim f (u) =1.
uck
Propriétés

— Une fonction f admet [ pour limite en un point a € FE si, et seulement si pour toute
suite (a, ), de points de E tendant vers q, la suite (f(a,)), tend vers [.

— Pour montrer que f ne tend pas vers [ il suffit donc de trouver une suite (a,), de
points de E tendant vers a, la suite (f(an)), ne tendant pas vers 1.

3.4 Continuité d’une fonction

DEFINITION 3.8. On considere les méme hypothéses que la section 3.3. On dit que f est continue
au point ug si et seulement si

lim f(u) = f(uo)

U—>UQ
uelE

En pratique : pour étudier une notion de limite, de continuité, de différentibilité dans
(E, || |l1), on peut remplacer la norme || ||; par une norme équivalente || |5, c’est a dire :
u, — ldans (E, || ||1) <= u, — [ dans (E, || ||2)
lorsque || |1 et || || sont équivalentes

4 Espaces vectoriels normés complets

Soit (E, || ||) espace vectoriel normé.

M. Jai 10
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4.1 Suites de Cauchy

Une suite (up)nen d’éléments de E est dite une suite de Cauchy de (E, || ||) si et seule-
ment si

Ve > 0,3ng e N,Vp € NNVn € N, (n = ng = ||[tn4p — tnl| <€)

REMARQUE 4.1. De méme que la notion de convergence ne dépendait pas de la norme équivalente
choisie sur E, de méme la notion de suite de Cauchy n’en dépend pas. Plus précisément :

(Un)nen est une suite de Cauchy de (E,|| ||1) <= (un)nen est une
suite de Cauchy de (E, || ||2)

lorsque || ||1 et || ||2 sont équivalentes

PROPOSITION 4.2. Toute suite convergente de (E, || ||) est une suite de Cauchy de (E, || ||) mais
la réciproque est fausse en général.

4.2 Espaces vectoriels normés complets

Définition :
1. L'espace vectoriel normé (E, || ||) est dit complet si toute suite de Cauchy de (E, || ||)
est convergente.

2. Plus généralement, une partie U d’'un espace vectoriel normé (E, || ||) est complete si
toute suite de Cauchy d’éléments de U converge vers un élément de U.

Exemple : (R, | ||) et (C,| ||) sont des espaces vectoriels normés complets.

Ainsi dans un espace complet il y’a identité entre “suite de Cauchy” et “suite convergen-
te”. Puisque les notions de “suite de Cauchy” et “suite convergente” ne dépendent pas des
normes équivalentes choisies, on a :

PROPOSITION 4.3. Si || || et || ||2 sont deux normes équivalentes de E et si U est une partie de E
alors :
U est complete pour la norme || ||, <= U est compléte pour la norme || ||o.

Exemple : Dans E = R, les intervalles de la forme [a, b], [a, +00[, | — 00, a] sont des parties
completes de (R, | |]).

4.3 Exemples fondamentaux

4.3.1 Dans un espace de dimension finie

Tout espace vectoriel normé sur K = R ou C de dimension finie est complet.

4.3.2 Dans un espace de dimension infinie

L'espace vectoriel des fonctions continues sur l'intervalle [a, b] et & valeurs dans R, noté
C([a, b], R), muni de la norme || || est complet.

M. Jai 11
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5 Théoreme du point fixe

But : On s’intéresse a la recherche des solutions d’équations de la forme

fla) =z

DEFINITION 5.1. Une solution de I'équation x = f(z) s’appelle point fixe de f.

. Sous certaines conditions, on peut affirmer existence et 1'unicité de ce point fixe et égale-
ment lui trouver une approximation.

Soient (E, || ||r) et (F,|| ||r) deux espaces vectoriels normés sur K et f une application de
E dans F.

DEFINITION 5.2. Une fonction f : U C E — F est dite lipschitzienne sur U si :
3k > 0 telle que Vu,v € U, || f(u) — f(v)||r < k||lu — v||&
On dit que f est lipschitzienne sur U de rapport k.

DEFINITION 5.3. Si la constante k est strictement plut petite que k la fonction f est dite contrac-
tante sur U de rapport k.

PROPOSITION 5.4. Une fonction lipschitzienne sur U est continue sur U.

5.1 Le théoreme de point fixe global

THEOREME 5.5 (Point fixe global). Soit (E, || ||) un espace vectoriel norméet f : E — E une
application .
Si
1. E est complet,
2. f est contractante sur E de rapport k,
alors

(i) f admet un unique point fixe o dans E,

uy € B
Uny1 = f(un)

(ii) la suite itérée :

est convergente vers o

(iii) nous avons l'estimation d’erreur

kn
€ Nl = ol < (127 ) s = ol

Démonstration. — Unicité Supposons que f admet deux points fixes x et y distincts
(f(x) ==z, f(y) = y etx # y). Comme f est contractante on a

e =yl = £ (z) = FW)Il < kllz -yl

or ||z — y|| # 0, donc k > 1, ce qui est absurde.

M. Jai 12
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— Convergence et existence Comme E est complet il suffit de montrer que (uy),en est
une suite de Cauchy de (£, || ||). Pour tout entier m on a

[tmir = Umll = [[f (um) = f(Um- )l < klltm = tm |l <0 SE{lur —uoll - (2)

Grace a l'inégalité triangulaire, et en utilisant I'inégalité (2), on a pour tout entiers p

etn:
[untp = tnll = |(Untp — Unip-1) + (Untp—1 = Unip—2) + -+ (Unt1 — us)||
(KM g2 R B ||y — |
k,n
=1 k”ul — |

n

P s — ol
]_—k,'UI Ug||-

Comme f est contractante, £ < 1 et donc k" — 0 quand n — +o0. Pour € > 0 donné,
n

k
1—-k
prouve que la suite (uy,)nen est de Cauchy de (E, || ||). Comme (E, || ||) est complet, la
suite (un)nen est convergente vers un élément o de E. Il suffit de montrer que o est
un point fixe de f.

On a alors montré que : ||ty+p — up|| <

on peut alors trouver ng assez grand tel quesin > ngetp > 0 ||u1—uol| < €. Ceci

O

5.2 Le théoreme de point fixe local

THEOREME 5.6. Soient (E, || ||) un espace vectoriel normé complet, U une partiede E et f : U —
E une application .
Si

1. U est une partie fermée de E,

2. f est contractante sur U de rapport k,

3. U est stable par f (c.a.d. f(U) C U)

alors f admet un unique point fixe o dans U, et de plus la suite itérée :

ug € U
Upy1 = f(un)

est convergente vers o et nous avons l'estimation d’erreur

k'fl
Vn e N, ||lu, —af| < (1 — k) ||u1 — uol|

5.3 Exemple en dimension 1

Dans cette partie nous considerons £ = R. Nous allons appliquer le théoreme du point
tixe pour la résolution de 1'équation

x = 3in(z) 3)

M. Jai 13



5.3.1 Graphiguement

On voit graphiquement que I'équation (3) admet deux solutions notées a (la solution de
droite) et b (la solution de gauche). En utilisant les itérations de point fixe et en prenant =, =
3 on converge vers la solution de droite. On peut vérifier que quelque soit le point initial

xo on atteindra jamais la solution de gauche. Pour I’obtenir on prend l'équation inverse de
T

(3), cesta dire x = e3.

5.3.2 Calcul

On applique le théoreme du point fixe local. Il faut trouver un intervalle fermé I stable
par f et sur lequel f est contractante. Pour cela on utilise le résultat suivant :

PROPOSITION 5.7. Si f est de classe C' sur un intervalle I, alors on a

Vo € 111() ~ ) < (sup 1)) -

En appliquant cette proposition on montre qu’on peut appliquer le théoréme du point
fixe local a la fonction f(z) = 3in(x) sur I = [3.1, +o0o[. On obtient ainsi la solution de droite
b.



5.3.3 Programme Maple

ptfixe:=proc(f,nmax: :posint,tol::numeric,Xx0::numeric)
local x,xanc,n;
:=x0;n:=0;
label 1:
Xanc:=x;
x:=evalf(f(x));
if ((evalf(abs(x-xanc)) < tol) or (n > nmax)) then
print(*'La méthode a convergée'™);
else
n:=n+1;
goto(label _1);
Ti;
printf("'Nombre d’itérations: %d\nL’approximation de a \ a %f
est: %f",n,tol,x);
end proc;

VVVVVVYVVVYVVYVYVVYV

ApprOX|mat|on deb
T:=x->3*log(x);

> ptfixe(f,10,0.0001,3);
f:=x — 3log(z)
“La méthode a convergée”

Nombre d’it\’erations: 11

L”approximation de b a .000100 est: 4.514026

Approximation de a
>  Fr=x->exp(x/3);
> ptfixe(f,10,0.0001,1);

fi=z— el1/32)

“La méthode a convergée”
Nombre d”it\’erations: 11

L”approximation de a a .000100 est: 1.855222

6 Reésolution des systemes linéaires

6.1 Introduction

La résolution de grands systemes (linéaires et non linéaires) est pratique courante de
nos jours, spécialement en Génie civil, Génie Mécanique et Construction, Génie Mécanique
et Développement, Génie Electrique, et de facon générale, dans tous les domaines ot1 I'on
s’intéresse a la résolution numérique d’équations aux dérivées partielles.

Dans ce chapitre on s’intéresse a la résolution des systémes linéaires de n équations n in-
connues :
Az =1b 4)



qui est équivalent a

(
a1, + @199 + - - - + ATy = b1

911 + Q999 + - - - + AonTp = b2

\anlml + apoTo + 0+ ATy = bn

ol A est une matrice carrée d’ordre n (4 € M, (K),K = R ou C), x et b sont des vecteurs de
K"™.

On rappelle que si le déterminant de A est non nul, le systéme est dit de Cramer et la
solution existe et est unique. Dans ce cas, la solution x peut étre déterminée par la méthode
det(A)
de A par le vecteur colonne b du second membre du systeme. Cette méthode n’est pas sa-
tisfaisante car elle suppose le calcul de n + 1 déterminants, et le calcul d’un déterminant est
trés cotiteux. Si D,, est le nombre d’opérations a effectuer pour le calcul d'un déterminant
d’ordre n, alors D,, = nD,,_{ +n > nl.

Un cas particulierement simple de systeme de Cramer est celui des matrices triangu-
laires avec une trace non nulle (pour mémoire, le déterminant d’une matrice A triangulaire
est égal au produit de ses éléments diagonaux ).

Pour le cas général d"un systeme linéaire de n équations a n inconnues, il existe deux
types de méthodes :

— les méthodes directes

— les méthodes itératives
Les méthodes directes permettent d’obtenir la solution exacte d"un systéme en un nombre
fini d’étapes :

— Le procédé d’élimination de Gauss

— Méthode de Choleski

— Décomposition LU

— Méthode de Crout ...

Les méthodes itératives consistent a générer une suite de vecteurs qui converge vers la
solution du systéeme

— Méthode de Jacobi

— Méthode de Gauss

— Méthode de relaxation

des déterminants : z; = ou B, est la matrice obtenue en remplacant la iéme colonne

6.2 Principe des méthodes itératives

Dans ce chapitre on ne s’intéressera qu’aux méthodes itératives de Jacobi et de Gauss
Seidel.
Le principe des méthodes itératives est basé sur 1’écriture de la matrice A sous la forme

A=M-—-N

ou M et N sont deux matrices carrées d’ordre n. M est une matrice inversible (det(M) # 0)
a choisir de telle fagon a ce que M ™! se calcule facilement. En général on la choisit triangu-
laire.



Dans ce cas le systéme linéaire (4) devient
Mx=Nx+b
ce qui est équivalent a
r=Fx+d (5)

avec E =M 'Netd=M"b.
Le probleme (5) est alors un probleme de point fixe, du type z = f(z), avec f : z € K* —
f(z) =Fx+de K"

THEOREME 6.1. La suite itérée de K" définie par

20 e K®
xlc-l—l — E.Z'k +d

converge vers I'unique solution de (5) pour tout z° € K" et donc vers I'unique solution (4) si et
seulement si p(E) < 1.

6.3 Méthode de Jacobi

La méthode de Jacobi consiste a prendre

a1 0 e 0 0 —a12 ... —Qip
M= 0 a/.22 .. .. 0 et N — — Q21 0 ... —Q9p
0 0 B ¢ ) —Qp1 —Qpo ... 0

Danscecas E =M 'N=1—- M~'A =], avec

a; 0 ... 0
v 0 ap 0
0 0 al

nn
La matrice J s’appelle matrice d’itération de Jacobi.
— La méthode n’est donc applicable que si a;; # 0, pouri =1,2,...,n.

— La méthode converge si et seulement si p(J) < 1.
Les itérations de la méthode de Jacobi sont, d’apres le théoréme 6.1

1 n
E+1 _ k :
z, = bi—g aijr; [, 1=1,2,....n
Qi —
]7

6.4 Programme Maple

# D\”eclaration des variables globales et chargement



# des packages n\’ecessaires

restart:

with(linalg):

n:=100:

T:=(x,y)->evalt(1/(x+y)):

A:=Matrix(n,n,f): # Cr\”eation d’une matrice a diag. strictement dominante
for 1 from 1 to n do A[1,1]:=A[1,1]+100: od:
B:=Vector(n,1);

X:=Vector(n,0): # A initialiser !

Al := array(l..n,1..n):

Bl := array(l1..n):

for 1 from 1 to n do

for j from 1 to n do Al[i,j] := A[i,j]: od:

Bi[i] := B[i]:
X1[i] := X[i]:
od:

epsilon:=10"(-6): # Pr\’ecision recherch\’ee
itermax:=1000: # Nombre max d’it\’erations

Jacobi :=proc(AA,BB,nn)

# R\”esolution de AX=B par la m\”’ethode de Jacobi. J’ai mis 2 conditions
# suffisantes de sortie : "|Xn-Xn+l]<epsilon"™ et "convergence trop lente"
global epsilon,itermax;

local XXX,1,jJ,k,s,erreur,Xprime;

Xprime:=vector(nn,0):

XXX = vector(nn,0):

erreur:=2:

for k from 1 to itermax while erreur>epsilon do

for 1 from 1 to nn do

s:=evalt(BB[i]):

for J from 1 to nn do if i<>j then s:=s-AA[I,J]*XXX[j]: Fi: od:
Xprime[i]:=s/AA[i,i]:

od:

erreur:=norm(evalm(Xprime-XXX),2):

for 1 from 1 to nn do XXX[i]:=Xprime[i]: od: # Mise a jour du vecteur d’it\’e
od:

if erreur<epsilon # Affichage des r\’esultats

then print(cat(“AX-B = “,evalm(AA&*XXX-BB)));

print(cat(“Nombre d’it\’erations : “,k));

else print(cat(“Pas convergence en “,itermax,“ 1t\’erations®));

fi:

# Ex\’ecution



t:=time(): Jacobi(Al,Bl,n); Temps mis_par_Jdacobi:=time()-t;

6.5 Méthode de Gauss Seidel

La méthode de Gauss-Seidel repose sur la constatation que l'itération dans la méthode
de Jacobi nécessite, pour calculer 25", tous les éléments (z¥)1<j<i—1. Pourquoi ne pas uti-
liser, a la place de ces éléments les éléments (x§+1)1<j<i_1, fraichement calculés ?Cette mé-
thode correspond au choix de décomposition de la matrice comme suit

A=D—-E-F

avec D est la matrice diagonale, —FE est la partie inférieure de A et —F' la partie supérieure.
Dansce cas M = D — E et N = —F et la matrice, dite d’itération de Gauss Seidel, est
G=(D-E)'F.

1 i—1 n
k+1 __ § : k+1 § : k ;—
x; = a— bz— aijxj — aijxj y 2—1,2,...,71
i

j=1 j=i+1

6.6 Programme Maple

GaussSeidel :=proc(AA,BB,nn)

global epsilon,itermax;

local XXX,1,]J,k,s,erreur;

XXX = vector(nn,0):

erreur:=2:

for k from 1 to itermax while erreur>epsilon do

for 1 from 1 to nn do

s:=evalTt(BB[i]):

for J from 1 to nn do if i<>j then s:=s-AA[I,J]*XXX[j]: Fi: od:
XXX[1]:=s/AA[i,1]:

od:

erreur:=norm(evalm(AA&*XXX-BB),2):

od:

1T erreur<=epsilon

then print(cat(“AX-B = “,evalm(AA&*XXX-BB)));

print(cat(“Nombre d’it\’erations : “,k));

else print(cat(“Pas convergence en “,itermax,“ 1t\’erations®));
fi:

t:=time(): GaussSeidel(Al,B1l,n); Temps mis_par_GaussSeidel:=time()-t;






7 EXxercices

Exercice 1

Pour tout (z,y) € R?, on pose N;(z,y) = max (/22 + y2, |[z—y|) et Nao(z, y) = 1/22/9 + y2/4.
1. Montrer que N; et N, sont des normes sur R? et représenter les boules unités fermées
associées a ces normes.

2. Montrer que Ny < || - [loo < || - |l2 < N1 < | - |1 € 4N,

3. Déterminer le plus petit réel £ > 0, tel que || - ||; < kN»(utiliser Cauchy-Schwarz).

Exercice 2 (Normes de polyndmes)

Soit E = R[X], I'espace vectoriel des polyndomes réels. Pour P = Z ax X*, on pose

k=0
n
1Pl = laxl, |IPllso = maz{|aol, lail,..., la|), [Pl = max [P(t)]
k:() NRYR

Montrer qu’elles sont des normes et qu’elles sont deux a deux non équivalentes. (On consi-
dérera P,(t) = (t —1)"etQ,(t) =1+t + >+ ...t")

Exercice 3

Soit (E, d) un espace métrique.

1. Montrer que d;(z,y) = y/d(z, y) est une distance sur E. Enoncer des conditions suffi-
santes sur une fonction f, définie de R* dans R* pour que (z,y) — f(d(z,y)) soit une
distance sur E.

d
2. Montrer que I'application d, définie sur E x E par dy(z,y) = H(ziiy)y) est une dis-
"Li,

tance sur E. Si la distance d est associée a une norme, est-il de méme pour d.

3. Comparer les distances d et ds.

Exercice 4

Soit £ = C([0, 1], R) 'espace vectoriel réel des fonctions continues définies sur I = [0, 1],
a valeurs dans R.

1. Montrer que 1’on définit sur E trois normes en posant respectivement, pour tout f €
E:

Noo(f) = sup [f(z)]; Nl(f)=/0 |f(z)ldz, Na(f) = Ni(f) + Neo(f)

z€[0,1]

a. Montrer que N et N, sont équivalentes.



b. Montrer que N, et N; ne sont pas équivalentes.

Exercice 5

Soit E = C([—1,1],R) I'espace vectoriel réel des fonctions continues définies sur I =
[—1, 1], a valeurs dans R, muni de la norme :

1
1= ([ sarar)?

Montrer que (E, || ||) n’est pas complet, en considérant la suite f,, définie par

0 si —1<2<0
) 1
folz) = { Nz 8101<:E<ﬁ
1 si —<z<«<l1
n

Exercice 6

On considere 'espace vectoriel E des fonctions de classe C? sur [0, 27] et vérifiant :
VimE, f(0) = f'(0) = 0.
1. On pose pour tout f € E':
Ni(f) = sup [f(z)|+ sup [f"(z)l

z€[0,27] z€[0,27)
No(f) = sup [f(z)+ f"(z)]

z€[0,27]

N(f)= sup |f(z)|

z€[0,27]
Montrer que Ny, N, et N sont des normes sur F.
2. Montrer N; et N, sont deux normes équivalentes.

3. Montrer N; et N ne sont pas équivalentes.

Exercice 7

Soit M, (R) I'ensemble des matrices réelles carrées d’ordre n || || la norme euclidienne
sur R". Le but de cet exercice est de montrer que |||A ||o = /p(*AA).

1. Montrer que si S est une matrice symétrique réelle de M,,(R) et si m (respectivement
M) designent la plus petite (respectivement la plus grande) valeur propre de S alors :

a. Vo € R"\{0}, ‘oS € [m, M]

b. 3z € R*\{0} "””05“ =M

)
tl“ofﬂo



2. Soit A € M,(R).

a. Montrer que *AA est une matrice symétrique réelle dont les valeurs propres sont
toutes positives ou nulles.

b. Montrer que |||A |2 = /p(*AA)
$2y2
a?y? + (z —y)*

Exercice 8. Soit f : R2\{(0,0)} = R, f(z,y) =

Démontrer que

lim lim f(z,y) = lim hm flz,y)=0
z—0y—0 y—0z—

etque lim z,y) n'existe pas.
que tim = f(z.y) p

Soit
Rk ey (et st
’ ’ 0 sizy =0

Démontrer que les deux limites

lim lim f(x,y) et hm hm f(z,y)

z—0y—0

n’existent pas, et que
lim  f(z,y)

(z,y9)—(0,0)

existe et est égale a 0.

Exercice 9

Etudier la continuité des fonctions définies sur R? par

L f@y) = 5 si@y) # (0,00 7(0,0)=0
3 3

2 f@) = Tt si(e.0) #0,0) F(0,0)=0

3 @) = " i (0,9) £ (0,0) £(0,0) =0
ol +

4. f(z,y) =y—2*, siy>a®> flz,y)=0 siy<a?
5. flz,y) =y+2? siy>z® f(z,y)=0siy<

4
6 o) = S siey) £ 0,0) 10.0)=0
zty )
7. f(may):m: Sl(.I,y);é(0,0) f(OaO):O
8. f(0,0) = Sy si(e) £ (0,0) £(0,0) =0

9. flz,y) =€, siy#0 f(z,y)=0siy=0



Soit E l'espace vectoriel des fonctions continues de [—1, 1] a valeurs dans R muni de la
norme

1l = / 1f(@)lds

On conidere I'application L : E — R définie par L(f) = f(1)
1. Montrer que L est une application linéaire.

2. En considérant les fonctions f, : € [—1,1] — y/n2™, montrer que L n’est pas conti-
nue.

Appliquer le théoreme du point fixe aux fonctions suivantes dans leur intervalle I ( a
trouver) :

flz)=e" g(z) =e3
h(z) = %(x +9) @0 e(x) = hin()

On considere la fonction

F: RxR — RxR
(m,y) — F(x,y) = (fl(m’y):fQ .’17,21))

= (2 —y*+0.1,2° — > + 0.1)
On munit R? de la norme infine.

1. Montrer qu’il existe un nombre réel positif r tel que F' soit contractante sur la boule
fermée B(O, )

2. Monrer que B(O, r) est stable par F.

3. Appliquer le théoréme du point fixe pour la résolution du systeme non linéaire

r=x2—9y?>+0.1
y=x°—1y3+0.1

Montrer que le systeme

1,0,
x1 = —(2sinz; + cosxy)

Ty = g(cos x1 + 3sinxy)



admet une solution unique (7, 7;) € R?.
Exercice 15. Soit E 'espace vectoriel des fonctions continues de [—1, 1] a valeurs dans R
muni de la norme

I = [ \f@)da

On va montrer que E muni de cette norme n’est pas complet. Pour cela, on définit une suite

(fa)nen par

1. Vérifier que f, € E pour tout n > 1.

2. Montrer que
||fn+p o fn”l <

et en déduire que (f,,) est une suite de Cauchy.

S

3. Supposons qu’il existe une fonction fBE telle que (f,) converge vers f dans (£, |- 1)
Montrer qu’alors on a

im [ [fu(t) = f(t)dt=0et lim /l\fn(t)—f(t)\dt:O
1 n—+oo [,

n—+oo J_

pour tout 0 < o < 1. En déduire que

f(t)=—-1 Vte[-1,0]
ft)=1 Vte€]o,1]

Conclure.

Soit E = C([—1,1],R) muni de la norme de la convergence uniforme. On considere
I"application

F: E — E

W — Fu) | F(u)(a:):1—|—2/0z fqﬁg
Vz e [-1,1]

dt

1. Montrer que F' est contractante sur E.
2. Trouver la solution y de I'équation y = F'(y) en dérivant par rapport a z.

3. On considere, dans F, la suite définie par

{uo(x) =1 Vze[-1,1]

Upt1 = F(uy)

a. Calculer uq, ug, us, us puis uy,.



b. En étudiant les fonctions ug — y, vy — y puis u,, — y calculer ||up — yl|oo, |21 — Yl|oo/
|tr, — Y||oo- En déduire que la limite

1. Soit
2 -1 1
A= 2 2 2
-1 -1 2

Montrer que pour la résolution du systeme Ax = b, la méthode de Jacobi diverge
tandis que celle de Gauss Seidel converge.

2. Montrer qu’on obtient le résultat inverse avec la matrice

-2
1

1
A=11
2 1

[N )



