Théoreme de Schroeder-Bernstein

Théoréme : S'il existe une injection f: A — B et une injection g: B — A4, alors il existe une
bijectionde A — B.

Démonstration : Soit C = gf (A). En rebaptisant B I'image g(B), on a la situation du
sandwich suivante: C € B C A.

A est équipotent a C par une bijection h: 4 — C.

Notons E I'’ensemble :
E = {e €EB|dx€B—-C,An €N (h---h(x) = e)}
n

Définissons h’

h'(x)=h(x) six€E
h(x)=x six€eB-E

h':B - C par{
Montrons que h' est une bijection B —» C
Tout d’abord h' prend bien ses valeurs dans C.
Montrons que h’ est injectif.
Il faut montrer que : Vx,y € B (f(x) = f(y) = x =)
Sih'(x) =h'(y)ona

e Soith'(x) € B— E Correspond au cas ot h'(x) = x

o Soith'(x) €EESih'(x)& B—Ealorsh’(x) e C—(B—E)etcommeC S Bona
h(x)eC—-—(B—E)e h'(x) EE

Sih'(x)eB—E

Danscecasonax,y €E B—Edoncx=h'(x) =h'(y) =y
Sih'(x) EE
Danscecasonax,y € E donch(x) = h'(x) = h'(y) = h(y).
Comme h est injectif, on a bienx = y.

1) Montrons que h’ est surjectif.

Il faut montrer que : Vz € C Ax € B (z = h’(x))

Soitz € C.
SizeB—F
Alors z = h'(2).
SizeE

Alors il existe x € B — C tel que z = hh(x),avecn >0carz¢ B—C.?
n

Siy=h -
n

1h(x), alorsz = h(y) = h'(y) avecy € E.

Conclusion

Comme il existe une bijection de h : A — C et une bijection h' : B — C alors il existe une
bijection de A — B.



