Mkmir

Considérations sur deux conjectures :
la conjecture de Goldbach
et la conjecture des nombres premiers jumeaux.

Nous allons traiter d’'une approche originale dedajecture de Goldbach.

Puis, dans un second temps, nous verrons qu'ilserasnécessaire de la lier a la conjecture des
nombres premiers jumeaux.

Et dans un troisieme temps de proposer une gésettiah de la conjecture des jumeaux.

Avertissement: pour ce faire, il nous est indispensable d'irelientier 1 a I'ensemble des nombres
premiers.

Voici donc I'affirmation que nous allons expliciter

Tout entier pair n est la somme des éléments de BELOUPLES de nombres premiers pris deux
a deux :

n=pl+p2

n=p3+p4

pl, p2, p3 et p4 étant des nombres premiers

Convention: comme on sera souvent amené a parler de dewssttnombres premiers, autant les
différentier d'emblée:

- On nommera « ouverts »" ceux qui sont immédiatesuivis d'un nombre premier jumeau,

- On nommera « saturés » ceux qui sont immédiatesugvis d'un entier impair non-premier.

| - Premiere approche : étude des nombres pairs siples

Ici, la situation est facilitée par la présence hmmse des nombres premiers jumeaux.
On verra par la suite qu'il est aisé d'agir de mpme les autres.

1 - Quelques exemples simples:

On remarquera que les premiers entiers pairs g&xdrious de deux fagons. (On commence par 6,
mais on pourrait tout aussi bien le faire a paeid'entier 4, a la condition d'introduire tres
exceptionnellement I'entier 2 a I'ensemble des mespremiers) :

- Le nombre 6:
6=1+5
6=3+3

- Ainsi que 8:
8=7+1
8=3+5

- Et 10:
10=3+7
10=5+5

- Et ainsi de suite...



2 — tableaux récapitulatifs

1§
4 3 1
6 5 3 1
8 7 5 3 1
10 % 7 5 3 =
12 11 e 7 5 - 1
14 13 11 ) 1 s 3 1
16 5 13 11 L + 5 3 +
18 17 b 13 11 L 7 5 =
20 19 1/ i 13 -+ = 7 ) 1
2 |
4 3 2|
6 5 3 1
8 7, 5 3 i
10 * 1 5 3 *
12 11 * 7 5 * i
14 13 11 * 7 * 3 3
16 * 13 2 i | * * 5 3
18 17 * 13 3 B * 7 5 : |
20 19 17 * 13 * * 7 3 1
Explication :

- La premiére colonne indique les entiers pairs

- Les autres colonnes indiquent les nombres premigrsn composent la ou les matrices.
Exemple :
4 31 ==>4=3+1
6 5 3 1==>6=5+1;etaussi:6«3

- Ont été barrés su premier tableau, et supprimégciond tableau, non seulement les non-
premiers, mais aussi les nombres premiers quslentrassociés pour obtenir la somme.
Exemple: 10=9+1

20=15+5

3 — transcription :

Ce constat nous permet d’écrire les entiers paurs forme de matrices composées des éléments des
2 couples associés.



6-->(§ i) : 8-->(§ Z) ;10 >(§ ;) : etc.

Note: on ne manquera pas de souligner les multipléticns qui lient chaque élément aux trois
autres (nous y reviendrons plus bas).

4 - Une récurrence immédiate :

Pour I'neure, contentons-nous de cette observgtipest valable uniquement dans les cas simples et
évidents, a savoir lorsqu’il s'agit de nombres peesn « ouverts », c’est-a-dire suivis de jumeaux:

” . . rampiva - P2 p4)
Supposons qu'’il nous soit possible d’écrire : pf p3)’

pl, p2, p3 et p4 étant nombres premiers, tels que :

n=pl+p2
n=p3+ p4,

- Sitous les éléments de la matrice sont jumeaors alous n'aurons aucun mal a composer
la matrice de I'entier (n+2) :

L P2 :) = . {: :] oo [2+p2 2+pl
n = [pl - = (n+ 2) > pl p2 > pl p2
o pd [: :) [2+p3 2+p3)
PR === = 2 [R— ===
n = [: 3 = [+ 2) = p3 pa > p3 pl

Exemple : apartirde lamatrice [f g ) del'entier6, onobtient 2 possibilités pourl'entiers:

B——.‘:—[El):etﬁ——}[sa).
. 37 5 5
Soitdone : [5 1}&1.’.[3 3}.

37

Cequi nous donnera (aprés fusion) @ 8 -- = [5 1

Il — Seconde approche : étude des situations a nom@s premiers
« saturés »

1 — remargue importante :

On remarquera que les couples (pl, p2) et (p3npdervent pas seulement qu'a I'entier (n+2),
quand c'est possible, mais a tous les entiers gairgants (quand c'est possible).

lllustrons cette affirmation par un exemple:



3 *
44— (1 *)
Cela nous donne :

3 5 5 7 11 13 17 19
5__}[31 ,B——}[Sl ,14__}[3 ; ,2[:__}[3 L) ete

Et méme d'autres entiers pairs le reprennent diepar

= 7

10 —— {
T l1 3

11 o
P12 { }:
* 3

1 16——}{: 13 FIB——}{lT:}F

i 3

2 - Une récurrence « décalée »

Comme on vient de le voir :

__ PZIH)_ . €+p22+p3 .
n-—-> <p1 p3) == (n+2) — —> p1 02 ) dans les cas oul p1 et p2 sont des
premiers "ouverts".

a — cas compliqués
Par contre, dans les cas ou ils sont « saturéfamdra poursuivre l'itération a (n-2), voire adjh a

étant un entier pair.
De telle sorte qu'on aura :

(@24 p2)—a *)
(+2)-—> (1077
Ou encore :

__(@+p2)+a *)
(n+2) > ( pl—a .

b - lllustrons notre propos par quelques exempbemcrets :

- 1% exemple :
Trouver la matrice de 22 -- >: :) sachant que : 20 --6173 119).

Dans ce cas, I'entier 1 est « ouvert », et nousgiedonc de passer du couple (1, 19) qui compose
I'entier 20, au couple (3, 19) qui donne I'enti@r, 2

On aura une premiéere colonngz — —> (: 139).

Pour la seconde, les autres éléments de la md&i20 sont « saturés ». Si I'on devait appliquer la
méthode simple, on écrirait :

ne- G p)=o (3

7 13 7 13
et:
22— G 1*9) === (211 139)



On le voit ici, a part le couple (3, 19), aucunrawtouple ne peut étre retenu.
Pour trouver des couples valables, il faudra « réero» & 18 en diminuant soit 7, soit 13.

- Siondiminue 7, on aura : 20 -->(7,13) ===>18(5, 13)
- Siondiminue 13, on aura 20 -->(7,13) ===>18 (7, 11).

Ce qui donne les progressions inverses suivantes :

18 --> (5, 13)
20 --> (5,15, ici le couple sert uniguement de transition
22 --> (5, 17)
De méme :
18 --> (7, 11)
20 --> (9 11), couple de transition
22 --> (11, 11)
oy (11 17
Donc :22 —— (11 5 )

Remarque : si nous combinons le couple (3, 1952 amuples, on aura 3 matrices.

Dans des cas plus compligués, on fera de méme.

2°™ exemple :

Comment agir avec le couple « saturé » (19, 23edger 42, afin d’obtenir la matrice de I'entier
pair : 44.

23 41)

42— (19 1

Notons déja que le couple « ouvert » : (1, 41) mmrmet de trouver 2 couples de 44 :

41

42 >( ; 43 3 )

:); nous donne44 —— ( 1 a1

Mais poursuivons avec le couple saturé : (19, 3B)'on utilise la méthode simple, on obtiendra:

42 --> (19, 23) ;

Soit donc : 44 -->42123) -—->44 —— (: ;Zz_i)
1)

Et: 44 --> (19;/25--> 44 —— (: ™

Ces deux couples ne sont pas valables. Il nousltaga poursuivre l'itération plus loin :
- Essayons le premier rang :

42 --> (19, 23) ==>40--> (17, 23) ; ou bierrere : 40 --> (1921

On aura donc :

40 --> (17, 23)
42 --> (17 ,-2%, couple de transition



D’ou : 44 --> (17-2Y, couple non valable

On aura de méme :
40 --> (19/-2), couple de transition
42 --> (19-3), couple de transition

D'ou : 44 --> (17-8), non valable

Dans les deux cas, ¢a ne marche pas.

Il faut donc pousser l'itération plus loin encore.

Pour aller plus vite, signalons que le second rendonnera rien, non plus.
Il faudra partir de I'entier 36.

Soit donc :

36 --> (13, 23)
et
36 --> (17, 19)

Alors :

36 --> (13, 23)

38 --> (13, 25), couple de transition
40 --> (13, 27), couple de transition
42 --> (13, 29)

Et enfin :

44 --> (13, 31) ; ca marche.
o aa s (3141
Dot 44— (15 )

Par contre, le couple (17, 19) ne nous est d’agecnurs. Mais signalons qu’il nous permettra de
trouver d’autres matrices, telle, par exemple ecad I'entier 46 ---> (17, 29).

Premiére conclusion malgré son apparence laborieuseette approche de la conjecture de
Goldbach est bonne et juste.
Toutefois, elle présuppose que deux conditionstgemplies, deux conditions de taille :

1% condition : il faudrait que la conjecture des nomds premiers jumeaux soit vérifiée, a
savoir que I'on puisse avoir des nombres premienmigaux en quantité infinie.

2°™ condition : il faudrait aussi que les couples dembres premiers & méme écart soient
eux aussi en quantité infinie.
Ceci est en quelque sorte une généralisation dedajecture des jumeaux.

Nous allons nous atteler maintenant a exploreliess...



Il - Deux propriétés principales

1 - Premiére propriété:

Soit un entier pair n, et soient les nombres presmipl, p2, p3 et p4, tels que :

n=pl+p2;avec:pl<p2
n=p3+p4;avec:p3<pd

p2 p4)
pl p3
Il en découle plusieurs propriétés. En premiereeeill:

Ce qui nous donnen: — —> (

p3—pl=p2-pa
C’est ce que nous appellerons dans cet artistart des matricegu simplemenécart
Donc :
N (a +p3 a+ pl)

pl p3

2 - propriétés consécutives

On en déduit alors trivialement les propriétés aunigs :

Silona:

alors on aura :

(P1 +p3) < (pl1+p2) < (p2 + p4)
et:

(P2 + p3) < (p1 +p2) < (pl+p4)

mais aussi :

(p1 + p3) + (p2 + p4) = 2*(p1l+p2)
et:
(P1 + p4) + (p2 + p3) = 2*(pl+p2)

Hatons-nous d'illustrer ces observations par umele concret :

Soit l'entier pair 36, tel que :
36 = (13+23)

et:

36 = (17+19)



19 23)

Alors, on écrira ;: 36—> (17 13

Ainsi, on peut écrire :

(17 + 13) < (17 + 19) < (19 + 23)
et:

(19 +13) < (17 + 19) < (17 + 23)

De méme :

(17 + 13) + (19 + 23) = 2%(17+19)
et:

(19 + 13) + (17 + 23) = 2*(17+19)

Constat : la somme 36 est « associée » a 4 autres1®es :
36 -->{30;32;40; 42}

L . . . N . 2 4
Plus généralement : si I'entier pair n est asa)ta\ematrlce(:g1 53) de telle sorte que:
pl<p2
et:
p3 < p4

et de telle sorte que :

n=pl+p2
et:
n=p3+p4

Alors il est aussi associé a I'ensemble des ergars suivants:

{(p1+p3) ; (p2+p3); (p1+p4); (p2+p4)}

3 - Application de ces propriétés :

Comme les sommes de nombres premiers sont aasiilitimement entre elles, on pourra s'y
appuyer dans la suite de notre recherche.

De ce fait, on n'aura pas besoin de faire — a lighee- l'itération laborieuse que nous avons
proposée précédemment.

L'explication formelle de cette affirmation estédsn soi, mais elle n’éclaire malheureusement pas
le lecteur.

Aussi, nous nous bornerons a lillustrer par umgte édifiant :

Comment trouver la matrice de 32 a partir de kzr8D, sachant que 30 peut se présenter sous forme
de trois matrices distinctes :

e e e Y L )

Déja, pour trouver une colonne de la matrice del 32ffit de s'appuyer sur lI'unique jumeau
"ouvert”, a savoir : 11.
(11, 19), devient ainsi : (13, 19) :



32— —> (19 ")

13 =

Comme tous les autres éléments des 3 matricesamés, alors, pour trouver le couple suivant,
nous avons vu plus haut qu’il nous faudrait, dassaas, remonter plus loin que 30.

Toutefois, pour éviter notre laborieuse itératien2den 2, nous allons nous appuyer sur les
« sommes associées » telles qu'on vient de leidéfin

Supposons que I'on veuille s’appuyer sur le co(ip)3) pour construire la matrice de 32 :

32 * *
—
(7 23)
Comme 7 et 23 sont des nombres premiers "saturés”, nous aurions:

25 9

32——>(7 s

); ¢a ne marche pas.

Mais qu'a cela ne tienne. Utilisons la diagon(l? : ?)

7 + 9 =16.
Or:
16 — —> (151 133);

Ce qui nous donne, en remplacant (9 + 7), soit (8 + 3), soit par : (5 + 11).

13\ (29 13y,
32— (3 N ) ===> 32 > ( 3 19), ¢a marche.
Par contre, ¢ca ne marche pas avec le second d&@,dl#), car alors on aurait :

27 11\
32— —> ( ; 2_})
En fait, nous I'avons déja signalé, les couples/pruétre liés a des « ensembles » différents.i Ains
le couple (5, 11) doit servir a une autre sommajrae 34, par exemple84d — —> (259 %é)

Quoi qu'il en soit, si la somme (7 + 9 = 16) ne si0lwNnait pas satisfaction, on aurait choisi une
somme plus petite dans la matrice de 16, et recormenda méme opération.

En conséquence, cela nous évite une itératiorasoi de 2.
Si I'on poursuit le raisonnement avec 16, aloraora :

11 13

16__>(5 3

), nous donne deux somm sl*.;l ;);et: (; ;)

Ainsi, 14 nous donnerait le nombre 13 par : (1,et3 nous donnerait le nombre 3 par : (3, 5).
Etc.

4 — Autre propriété:

Soient :
pl, p2, p3 et p4, des nombres premiers, tels que:

pl<p2et p3<p4



et
=pl+p2
n=p3+p4

et tels que :

a+p3 a+p1)

o (2 1) e
n p3)’ Oou encoren pl p3

pl

Alors, on en déduit les 2 propriétés suivantes :

(P3-pl) + (p4 -p3)=p4-pl
et:

(p4 - pl1) + (p2 —p4) =p2-pl

NB : Ces propriétés sont de haute importance : glf®us serviront plus tard en vue d'une autre
démonstration.

IV - Matrices de jumeaux

1 - Constat

Nous allons maintenant établir 'ensemble des mnpiairs dont les matrices sont composées
exclusivement de nombres premiers jumeaux deuxid de

1,3)—- G i)(i g)q 2)2(113 131);(119 137);(311 239);etc'

659G DG DG DG W D Dy

=G EDE DE D D E D
(4

arw (G D B0 G A D
tc.

2 — propriétes
Si I'on considére I'ensemble des sommes en ligmesplonnes et en diagonales, on obtient ceci :

Pour le couple (1, 3) :

(3 1) —— {2; 4; 6}

(Fl) g) —— {4; 6; 8}

1 3 ; 05

(Z g) —— {4; 6; 8; 10;12}

(113 131) —— {4; 12; 14; 16; 24}

10



(19 17

1 3
Etc.

) ——> {4 18; 20; 22; 36}

Pour le couple (3, 5):

G H—-wes
(g g) —{6; 8; 10}
(Z g) —{8; 10; 12}
(13 11
3 5
Etc.

)——> (8 14; 16; 18; 24}

Pour le couple (5, 7):

31

7

: )——> {4; 6; 8; 10; 12}
g 3) —{8; 10; 12}
7
5
1

5

7) — {10; 12; 14}
171) — {12; 16; 18; 20; 24}
19 17

S ) == (12; 22; 24; 26; 36}

Remarque : on aura beau multiplier les exemplessi doin que I'on voudrayn notera que tous
les entiers pairs sont associés en tant que somrdeine maniere ou d'une autre (ligne,
colonne ou diagonale), a une matrice composée exaltement de nombres jumeaux
deux a deux.

3 — Démonstration

a — illustration par un exemple :

Soit I'entier 28. Pour savoir de quelle facon il @ssocié » & une matrice de jumeaux deux a deux,
nous allons forcer la construction d’'une matricescaou sans nombres premiers, mais utilisant le
couple des jumeaux (1, 3):

28—— (217 Qf)

Gréace a la méthode des sommes diagonales, quediond’expliciter, on peut écrire :

28— (2—7— 25) s (* 25

5 : *)——>26.

Et:26 — —> (215 233) —==> G‘ 2*3) — > 24,

A ce stade, le couple (1, 23) est valable. || dedve pour 26 --> (3, 23), et enfin :

28 --> (5, 23).
Notons que I'entier 5 est un élément jumeau (3e5{5, 7)

11



Mais poursuivons :

24— —> (Zi ?9) == (1 )-—>22
22— —> ( T )

Et enfin :

20 — —> (119 137), ¢a marche.

On en déduit aisément :

28— —> (* *)===>30——>(

11 2_79)

1 19

* *

Ainsi que : 28-—> (3 1

)===>30-—> (¥ 1)

3 17

Soit finalement :

28— —> (253 ﬂ)

Relevons que 3 des ses éléments sont des élémeayx : {5, 11, 17}
5--->(3,5)

11 ---> (11, 13)

17 ---> (17, 19)

b — généralisation :

Soit un entier pair : m.
Traduisons-le en matrice — avec ou sans hombresigne— mais avec le couple de jumeaux (1, 3) :

m-—1 m—3)

m"’( 1 3

* m—3

On aura :(1 .

)-—>m-2

Puis :(m — 2) — —> (m1_3 m;S)

et:(* ™75 - >
Etc.

Comme cette itération se fait de 2 en 2, inévitalelet on rencontrera des nombres premiers qui
nous permettront de reconstruire une « vraie »iogattomposée exclusivement de nombres
premiers.

Et parmi ceux-ci, on rencontrera inévitablementr@sbres premiers jumeaux.

Ce qui nous donnera :

(m=r) --->(m B ({ +1) m-— (; + 3)), tel que :

r, étant un entier naturel < m ;
m — (r+ 1),etm — (r + 2), étant des nombres premiers jumeaux.

12



Ainsi, on pourra rechercher la (ou les) colonna{ahquante(s) de la matrice de m :

m > G . (*r 4 1)), ou bien : m >(; m— (*r + 3))

Soient donc :

m___>(m—1 r+1 )
1 m-—(r+1)

et:

m___><m—3 r+3 )
3 m— (r+ 3)

Remarque importante : les colonnes de la matrigender) ne seront pas toutes toujours valables
pour m, car comme on 'a vu justement plus hagtctdonnes non-valables pour m le seront pour
un autre entier pair de son voisinage.

Dans ces conditions, on pourra alors reprendérdiion a partir de ce hombre « voisin ».

V — Généralisation de la conjecture des jumeaux :

1 - Constat :

Comme on I'a vu, toutes les matrices sont associéles matrices a jumeaux deux a deux.
Mieux : toutes les familles de matrices « naisseig celles-ci.

Ainsi par exemple, de la matric@ é)

On a non seulement les couples jumeaux (1, 3) et (3,5), dont I'écart est de 2,
mais on a aussi le couple (1,5) dont 1'écart est de 4.
On pourra donc construire la famille de couplesartét :

1,5)->{@3,7);(7,11);13;17), ...}
De méme pour le couple (1, 7) de la matrié% : g)
a,7)--> {(5;11); (7,13);(13,19); ...}

NB : On remarquera qu’on ne peut pas avoir toutlegrts a partir de I'entier 1, comme par
exemple I'écart 8 : (15)90u I'écart 14 : (1,-1), ou encore I'écart 20 : (121
Toutefois, on les retrouvera TOUS avec les autoeshies premiers jumeaux a méme écart.
Ainsi :
Pour 8, et pour 14, au lieu de 1 de : {}, &n aura 5, soit :
5+ 8=13 ---> (5, 13),
5+ 14 + 19---> (5, 19).
Pour 20, on aura 11, soit :
11 +20 =31 ---> (11, 31)
Etc.

Si I'on compose toutes les matrices pour tous lesgarts », y compris I'écart 2, on aura ainsi
tissé toute une toile de matrices dont les sommes kkurs éléments (deux a deux : en lignes,
colonnes, et en diagonales), couvrent 'ensemblesdentiers naturels pairs...

Exemple de I'écart 4 :

13



D’abord avec le couple (1, 5) :

3 Ceia1n-
5) —>{4:6:8:10:; 12}
1 7
5

1
(117 153)---> {61418 ;22 ; 30}
13 )-->1{6:20;24; 28 ; 42}

)---> {6;8;12;16; 18}

19
5

Ensuite avec le couple (3, 7) :

1 7 s

(137 zz ~->{10; 14 ; 18}

(233 179) ~->{10:16;20; 24 ; 30}
; 7)...>{10;22;26;30;42}

2 — Premiére conséqguence

Plus haut, nous avons choisi de construire uneceatvec un couple a écart 2. Mais rien ne nous y
oblige : on peut tout aussi bien choisir un aut@(inférieur a I'entier concerné, voire infénieu
sa moitié)

On aurait eu, par exemple, comme matrice de départ

Eoart: 4===>8——> (%7 **); ouencore:8-—> (¥ 3!)
Ou encore :

Ecart: 6 ===>8 — —> (315 371) 3> (371 ﬁ) ;

Etc.

Ce qui nous permet d’'affirmer ceci :
Toutes les matrices de nombres premiers associéedes entiers pairs contiennent au moins un

élément appartenant a un couple jumeau. Et de ceifaelles sont associés in fine a — au moins -
une matrice de jumeaux deux a deux.

VI — En quise de conclusion :

1 — une « toile » compléte et infinie :

14



Au-dela de ce que nous avons essayé de montrengltsil faut noter toutefois que les nombres
premiers appartiennent chacun a plusieurs familda fois : un jumeau, par exemple, fait aussi
partie d’autres familles a autres écarts.

37 31)

lllustrons nos propos par les éléments de la nea#gsociée a I'entier 83- —> ( 1 7

- 1 appartient aux familles a écarts suivants :42 6;10; 12 ; ...}.
- 7:{2;4;6;10; ...}

- 31:{2:;8:;14; ...}

- 37:{6:;8;14;18; ...}

2 — une nouvelle conjecture ?

Ainsi, I'infinité des jumeaux implique nécessairemet I'infinité des autres familles a autres
écarts. Si cette affirmation se vérifie, alors elleonstituerait une généralisation de la conjecture
des jumeaux.

En conséquence de la conjecture de Goldbach, draffemer ceci tout nombre premier est a
égale distance de deux autres nombres premiers.

Enfin, si ces explications s'averent justes eisafftes, il y aura de nombreuses autres déductions
pour la théorie des nombres.

Ainsi, en tout cas, a I'échelle des nombres presnger dessinent de nombreux ordres, ou du moins
de nombreux sous-ordres, susceptibles de rendrpteata ce qui nous apparait comme un désordre
global et insondable...

Mkmir
Juillet 2013
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