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0.1 Sédénion Conique S
0.1.1 Introduction

L’ensemble des sédénions coniques est une R-algebre de dimension 16 qui est une variation sur les sédénions,
et que l'on retrouve dans les travaux de Museés (niveau 3 des hypernombres de Muses).

Dans certains articles les sédénions coniques sont appelés Sédénions, ce qui peut étre source de confusions ;
c’est le cas en particulier dans les études qui suivent les travaux de Muses.

0.1.2 Définition

L’ensemble des sédénions coniques est une R-algebre de dimension 16 qui peut se construire directement

suivant certaines régles (cf. infra le mode de construction), ce qui justifie la notation utilisée ici S, et 1’écriture
15

z = Z Zp - €y (OU €9 = 1), ou comme le produit O ® C, ce qui justifie le nom de Octonions Complezes, la
n=0
notation Q¢, ou encore O @ 10, et I’écriture z = o9 + 7 - 01. S est donc le résultat de la complexification des
octonions.
Les sédénions coniques ne peuvent s’obtenir comme sous-algebre de My (C), ni comme résultat de la méthode
de Cayley-Dickson.
Par contre S peut facilement étre reconnu dans une sous-algebre de My (0), plus exactement, la sous-algébre

. 01 —02
des matrices de la forme <O o > avec (01,09) € Q2
2 01

0.1.3 Mode de construction

S peut se construire avec les élements suivants :

1 élément de base réelle (noté 1 ou ep).

7 éléments de base imaginaires (vérifiant e2 = —1, pour n entre 1 et 7, comme d’habitude, nous noterons
i, j et k les trois premiers).

< 1,i,4,k, eq,es5,eq,e7 >= O (cette sous-base engendre les octonions).

7 éléments de base < contre-imaginaire > (vérifiant e2 = 1, pour n entre 9 et 15).

1 élément de base <« composé > noté eg vérifiant e§ = —1leteg e, =e,tg pour n entre 0 et 7.

~

S est souvent décrite sous la forme suivante (en particulier par les mathématiciens qui suivent Muses) :

e 1 élément de base réelle (noté 1).

e 7 éléments de base imaginaires (vérifiant i2 = —1, pour n entre 1 et 7.

e 7 éléments de base < contre-imaginaire > (vérifiant €2 = 1, pour n entre 1 et 7).

e 1 élément de base < composé > mnoté iy vérifiant i% =—1,%-€, =1, €t 19 iy, = —€, pour n entre 1 et 7.

Si on considere les sédénions coniques comme O ® C, alors tout s € S peut s’écrire : s = 01 +1i- 02, ou (1,1)
est une base d’une algebre isomorphe & C'.

C’est & dire que la multiplication est définie par : (01 +i-02) - (0] +i-05) = 010] — 0205 +1i- (0105 + 020))
ou les mutiplications oiog- sont tout simplement des multiplications entre octonions standard.

1. nous avons noté i le nouveau générateur afin de ne pas le confondre avec le ¢ de Q.



0.1.4 Table de multiplication

La table de multiplication ci-dessous est celle déduite des définitions ci-dessus ; celle de Musés est 1égerement
différente, mais isomorphe.

1 i J k eq es €6 e7 es €9 e10 e11 e12 e13 €14 e1s
1 1 { J k eq es €6 er es €9 €10 e11 e12 e13 e14 e15
i 7 -1 k -j es -e4 -e7 € eg -eg el -€e10 €13 -€12 | -€15 €14
J J -k -1 i €6 er -eq -e5 elp | -e11 | -es €9 e14 el | -e12 | -e13
k 7 -1 -1 er -eg es -e4 el e10 -e9 -eg e1s -€14 €13 -€12
eq eq -e5 -€6 -e7 -1 i J k el2 | -e13 | -e14 | -e15 | -es ) €10 e11
es es eq -e7 €6 - -1 -k J e13 e12 | -e15 | ei4 | -€9 -es -e11 | e1o
€6 €6 e7 e4 -e5 -J k -1 -1 €14 e1s el2 | -e13 | -e10 | e11 -es -€9
@7 er -e6 es eq -k -J i -1 el5 | -e1a | €13 | ez | -e11 | -ewo | e -eg
es es €9 €10 el €12 €13 €14 e1s -1 - -J -k -e4 -e5 -€6 -e7
€9 2 -es e11 | -ew0 | ei3 | -ei2 | -e15 | e1a -1 1 -k J -e5 eq er -e6
e10 elp | -e11 | -es ) €14 e15 | -e12 | -e13 -J k 1 -1 -€6 -e7 e4 es
e11 e11 el | -eg -eg e15 | -e1q4 | e13 | -e12 | -k -J i 1 -e7 €6 -e5 e4
e12 el2 | -e13 | -e14 | -e15 | -es €9 €10 e11 -eq es €6 e7 1 - -J -k
€13 €13 e12 | -e15 | eia | -€9 -eg -e11 | e | -es -e4 e7 -€6 i 1 k -j
€14 €14 €15 €12 -€13 -€10 e11 -€g -€g -€6 -e7 -eq es J -k 1 7
e1s e1s | -e14 | €13 el2 | -e11 | -ei0 | eg -eg -e7 €6 -e5 -eq k J -1 1

Table de multiplication de S.

On peut facilement identifier quelques R-algebres de dimension 8 comme sous-algebres de S :

Les Octonions O : <1,4,5,k,eq,e5,66,€7 >
Les Octonions Fendus ® : < 1,4,4,k,e12,€13, €14, €15 >
Les BiQuaternions 2 B : <1,i,5,k, es,e9,e10,€11 >

La table de multiplication ci-dessous reprend les conventions de Muses.

1 i1 i9 i3 Q4 i5 i6 i7 i0 €1 €2 £3 €4 €5 £6 ev
1 1 i1 i i3 14 i5 i6 i7 10 e1 €9 £3 £4 €5 €6 54
i1 i1 -1 i3 -i2 i5 -i4 -i7 i -£1 i0 €3 -£2 €5 -£4 -e7 €6
i i -i3 -1 i1 i6 i7 -14 -15 -9 -3 10 £1 €6 ev -£4 -€5
i3 i3 i2 -11 -1 i7 -6 i5 -i4 -£3 €2 -£1 0 er -£6 €5 -€4
in iq -i5 -1g -17 -1 i1 i2 i3 -€4 -€5 -£6 -7 10 €1 €2 €3
i5 i5 n -i7 i6 -i1 -1 -13 i -€5 €4 -£7 €6 -€1 i0 -£3 £2
ig i i7 i4 -5 -12 i3 -1 -11 -€6 €7 €4 -€5 -2 €3 20 -€1
i7 i7 -6 i5 n -i3 -9 i1 -1 -7 -£6 €5 €4 -€3 -£2 €1 10
20 20 -1 -2 -€3 -€4 -€5 -€6 -e7 -1 i1 @92 i3 n i5 i6 i7
€1 €1 10 €3 -€2 €5 -€4 -€7 €6 i1 1 -i3 12 -i5 i4 7 -i6
€2 €2 -€3 %0 €1 €6 €7 -€4 -€5 12 i3 1 -11 -i6 -i7 iq i5
€3 €3 £9 -1 20 er -6 €5 -£4 i3 -12 i1 1 -17 i6 -5 n
€4 €4 -€5 -6 -e7 10 €1 €2 €3 14 15 i6 i7 1 -11 -19 -13
€5 e eq -7 £6 -1 10 -£3 £9 5 -i4 i7 -16 71 1 i3 -12
€6 €6 (=4 €4 -€5 -€9 €3 20 -€1 16 -i7 -14 i5 12 -13 1 i1
54 €7 -6 €5 £4 -€3 -€9 €1 10 17 i6 -5 -14 13 12 -1 1

Table de multiplication de S & la mode de Muses.



Sous cette derniere forme, on peut calculer quelques fonctions (dans ce qui suit, @ € R) :
IR ekak
e = x Définition de ’exponentielle
k=0

too <€2ka2k N 2k+1 2k+1)
(2k)! (2k+ 1)!

Ré-écriture de la somme.

I
]

k=0
“+o0

a2k e (e2)ka2kt
u > Associativité des puissances.

(S
(@

O[ +oo 2k+1 )
—_— =1.
= )+€" (<2k+1)> o

= ch(a)+ Définition de ch et de sh.

I
M§Z

Calcul de % (to—in)
I)k (io — in)k

Par définition de I’exponentielle par des séries entieres : e3(o=in) — Z (

2 k!
k=0
Afin de simplifier cette expression nous devons établir quelque résultats simples :
(ip —in)? = 1
(ip —in)t = g —in
(ip —in)? = i3 —igin —inio+i2 = —2(1—¢,)
(ip —in)® = —2(1—en)(io—14n) = —2(io —in —Enlo +nin) = —4(ig—in)

Ces relations permettent de démontrer, pour £ > 0 :
(io = in)"*2 = (io — in)" ' (i0 = in)* = (fo — in)* ' (=4)(i0 — in) = (—4)(i0 — in)"
et en particulier :

(io — in)* T = (—4)*(io — in)
(io — in) 212 = (=4)%(ig — in)? = (=2)(—4)*(1 — &,,)

Ces résultats permettent d’écrire :

o RN ] St 2k+1 (51 — 7 )2k+1 oo 2k+2 (5o _ 5 )2k+2
T (io—in) _ ™ 0 (ZO Zn) ™ (ZO Zn) ™ (ZO Zn)
¢’ (3) % +kz_%(2) @k 1 1) +kz_0(2) 2k + 2)]
o W (APl —dn) g (T2 (DAL= en)
Blio=tn) — 1 # z n
e +Z( ) 2k 1+ 1)! +kz_0(2) 2k 1 2)]
e > 241 (—4)k 2Ly 2hH2 (—2)(—4)k
(fo—in) _— . _ o
. 1 (fo = in ZO( ) v T4 5”)];)(2) (2k + 2)!
On rappelle les déﬁnitions sulvantes
i p2kt+2
cosx:Z(—l) —1—1—2 2k—|—2)
k=0
> i 2k+1
e ;(‘1’ m
=0
e 2k+1 _ e 2k+1 (—1)k2k+1 1 e 2k+1 1
Z(%) 2k+1 Z( ) : 239—#1 =32 (V" 27;@+1!:§Sm(”>
k=0 k=0 =0
o 2k+2 (_2)(_4)k _ N 2k+2 (_1)k+1(2)2k+2 1 oo 2k+2 1
,;) (5) (2k+2)! ,;) <§) 22k +2)! 2 kz:: (2k +2)! 5 (cos(m) — 1)

Ce qui donne au final :

™ (; : 0 — .n . 1_ n N (G0 —1
e3lio—in) — 1 4 (2027Z)sm(7r) + Tg(cos(ﬂ') —1) d'on ezlio=in) — 14 0— (1 —&p) =¢n



0.1.5 Conjugué, Module, Norme, Forme Polaire et Inverse

Si l'on écrit les octonions complexes sous la forme z = 0y +1 - 01, trois définitions de conjugaisons paraissent
naturelles, nous les noterons {1, t2, et {3 :

Zf = Gy+i-o7 (Conjugaison octonionique)
'z = o0y—i-0; (Conjugaison complexe)
zfs = oy—i-o1 (Conjugaison hermitienne)

Ou o; désigne la conjugaison standard sur Q.
7

7
En posant og = E Tp e, et o = E Tnts - €n (OU eg = 1), on peut définir une pseudo-norme qui possede
n=0 n=0

excellent qualité d’étre multiplicative : |z| = Vzzf12f221s
La définition donne directement, en posant z = zo + iz1 :
211 = (207 — 270)° + 2 (21%0)(2170) + (2170) (2170

Ce qui, apres quelques calculs élémentaires donne :

7 15 2 7 2
2] = Vzahiztazts = | (Z 23 - Z) +4 ( -2 )
n=0 n=8

n=1

0.1.6 Propriétés algébriques
(g,—l—, -, %) est une R-algebre de dimension 16 qui est non commutative, non associative ((i - e4) - €7 =
es-er=7;1-(eqs-e7) =1-k = —j), mais altenative et flexible et possédant une pseudo-norme multiplicative.
De plus S contient des éléments particuliers.
Avec les notations standard des hypercomplexes :
1+ eg 2_ 1—|—69+€g+€g . 1+ eg
2 B 4 2
Diviseurs de 0 : (VB3 +i42e10)(—V3 +i+2e10) = (i +2e19)? -3 =
i? + 4e3y + 2(ie1o + e10i) — 3 =
—1—|—4-|—2(611 —611) -3=0
Eléments nilpotents : (Z + 610)2 = i2 + iew + 6101' + 6%0 =—-1+ el —eq + 1=0

Eléments idempotents

Avec les notations de Muses® :
<1i5n>2_ lte,te,+e2 242, lte,

Eléments idempotents

2 4 4 2
Diviseurs de 0 : (M +id0) + (ig + k) (1 +1d0) — (ir +ex)) = (1 +1i0)? — (ix +ex)? =
(12 4+ 2ig +13) — (i3 + 2ip +€32) =0
Eléments nilpotents : pourn # m: (iy tey)? =02 £ (e —ep) +e2=-1+1=0

Au prix de quelques calculs supplémentaires on peut montrer que* pour (a, b, c) € R tels que a? = b? + ¢?

(a(1+io) + b(i1 + 1) + c(iz2 + €2)) (a(l +40) — blir +€1) — c(iz +£2)) =0

3. 1 et i9p commutent avec tout
4. Ce n’est pas la forme la plus générale des diviseurs de 0 des Sédénions Coniques



0.1.7 Synonymes, Isomorphismes, Exemples

Les sédénions coniques sont aussi appelés Octonions complexes (cf. les modes de construction, ci-dessus),
mais aussi BiOctonions.
Ils forment aussi une M-algebre de Muses (de niveau 3) et de dimension 16.

0.1.8 Utilisation en physique

Equation de la conservation de I’énergie électromagnétique locale.

Opérateurs de spin 1/2.

Gravité quantique.

L’électromagnétisme, peut s’exprimer avec les Octonions Fendus (Q), et la gravité quantique euclidienne
en dimension 4 peut s’exprimer avec les Octonions Circulaires (c’est & dire les Octonions standard Q),

~

deux sous-algeébres des Sédénions coniques (S), d’out I'idée de les unir.
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