Probléme
Partie I

1-a) Prouver que, pour tout & > 0, lnz< z —1 avec égalité ssi z = 1.
1-b) En déduire que : V£ >0, —— <In(1+2) <t
1t

® Soit un réel A > 0 fixé. On note f, g, u,v les fonctions définies sur ]R:_ par :

x Atz
Yz >0, f(x) = [1 +£] ygx) =1+ i] , w@=In(f (@), v@) =In(g@).
. ]

2Prmlver que u et f sont strictement croissantes sur ]Rl. Pour étudier le signe de u’, utiliser I-1-b.
2.

- 3 3 . *
b)/Prouver de méme que v et g sont strictement décroissantes sur R | .
——

3-a) En utilisant I-1-b, prouver que : V& > 0, f(@) < e* < g@) (1).
s A A A A AY
3-b) En déduire que : V2 >0, e |1+ <fm<e <g@m<e |[1+=| (2).
T T
3-c) En utilisant exclusivement (2), déterminer les limites de f et g en +oco.

-

4) Une application.

1 n 1 n+1
On note (u")neN' et (‘”n )ueN' les suites définies par : Vn € N‘, u, = [1 + ;] et v, = [1 + ;

En utilisant les questions précédentes, montrer que ces deux suites sont strictement monotones et déterminer leurs limites,
Partie IT

Soit n € N” et @5y @, noréels > 0.

On appelle moyenne arithmétique, moyenne géométrique et moyenne harmonique de = ,...,,

" e w] +eA Ty —— n
les réels respectifs : — '\‘/EF““’n et I——i
1 Tn
Le but de cette partie est de prouver 1'inégalité MGA :
z 4+, .
oz -z, < ————— avec égalité ssi 2, = =x,.

1

On note 4 = lExk et @ = sz]n . Il est clair que A >0 et G > 0.
=1 k=1

G = T
1-a) Justifier que ln[-j-] = lz]n [—j’-] En déduire que G < A. (Utiliser 1.1.)
L=t

1-b) Démontrer avec soin que G = A ssi BT = By
B

2) On note H = _“n_l Démontrer que H < G et étudier le cas d'égalité.
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e mk {:)\t-.‘
3) Une application.
a+ nb|""
3-a) Soit a et b deux réels > 0 et distincts. Prouver que: Yn € N, ab™ <[ : ] .
n+

3-b) En utilisant ce résultat, retrouver que les suites (u,) .. et (v, ).cx+ Sont strictement monotones.

Partie 111

Pour tout n € N., on note H, = E%
k=1

* 1 1
1-a) Etabli : VEEN, ——<In(k+1)—Ink < —.
a) ir que o n( )—1In <k

1-b) En déduire que, pour tout n € N, H_  —1<In(n+1)<H, puis que H, <1+Inn.

1-¢) Déterminer  lim
n—++00 Inn

L D

2-a) En utilisant I, prouver que : Vn € N', -fl;- =

2-b) En déduire  lim nl.

1
3-a) En utilisant II, prouver que, pour tout n > 2, n{{n +1)n — I] < H, (3).

3-b) On a aussi, pour tout n > 2, In(n+1) < H, (4).

1
Comparer ﬂ((ﬂ +1)n — 1] et In(n +1). Que peut-on en déduire ?



