
Problème

Partie 1

1-a)Prouver que, pour tout Z > 0, ln~ Z -1 avec égalité ssi z =1.
t 1 t 4

1-b) Endêduireque: Vt>O,-<In(l+t)<t. l '-, ,
l~t , '.,J 1::..\ '-

. Soit un réel..\ > 0 fixé. On note /,g,U,l1 les Conctionsdéfinies sur Ji: par :
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Vz>O,/(z)= 1+; ,g(z)= 1+; , û7:èt=In(j(Z»,l1(Z)= ln (g(z».

~Prouver que u et / sont strictement croissantes sur Ji:. Pour étudier le signe de u', utiliser 1-1-b.

2\Vprouver de même que 11et 9 sont strictement décroissantes sur JR:.-..
3-a) En utilisant 1-1-b,prouver que: Vz > 0, /(z) < e..\< 9(z) (1).
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3-b) En déduire que: Vz > 0, e..\ 1+; < /(Z) < e..\< 9(Z) < e..\ 1+; (2).
3-c) En utilisant exclusivement (2), déterminer les limites de / et 9 en +00.-
4) Une application.
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On note (un)nEN.et (l1n)nEN.les suites définiespar: Vn E N", un = 1+ ;- et 11..= 1+ ;- .
En utilisant les questions précédentes, montrer que ces deux suites sont strictement monotones et déterminer leurs limites.

Partie il

Soit nE N" et zl,...,zn n réels > O.

On appelle moyenne arithmétique, moyenne géométrique et moyenne harmonique de zl,...,zn
Z +...+z n

les réels respectifs: 1 n, '{jZI" .zn et 1 1 .
-+...+-
ZI zn

Le but de cette partie est de prouver l'inégalité MGA :

Z +'''+z
'{jZ ...z < 1 n avec égalité ssi Z = ...=Z .1 n_ n 1 n

ln

(

n

)

~
On note A =- E z40et G = IIz40 . nest clair que A > 0 et G > O.

n 40=1 40=1

1-a) Justifier que In(
G

)=.!. tln (Z4o

)
.En déduire que G :5 A. (Utiliser 1.1.)

A n 40=1 A

1-b) Démontrer avec BOinque G =A ssi;...='" = Zn.-n
2) On note H =~. Démontrer que H:5 G et étudier le cas d'égalité.

E-
k=1 zk

3) Une application.

3-a) Soit a et b deux réels > 0 et distincts. Prouver que: Vn E N", abn <
(

a + nb

)
n+1 .

n+1

3-b) En utilisant ce résultat, retrouver que les suites (un )nEN. et (l1n)nEN. sont strictement monotones.
Partie ID

n 1
Pour tout n E N", on note Hn = E-.4:=1k

1-a) Etablir que: Vk E N°, ~ < In(k + 1)-Ink <.!..
k+1 k

1-b) En déduire que, pour tout nE l'''', Hn+1 -1 < In(n + 1) < Hn puis que Hn :5 1 + ln n.

1-c) Déterminer lim Hn.n-Hoo ln n

2-a) En utilisant n, prouver que: Vn E N°, ; :5~ :5n; 1.n

2-b) En déduire lim~.
n-++oo

3-a) En utilisant n, prouver que, pour tout n ~ 2, n((n + 1)~-1) < Hn (3).
3-b) On a aussi, pour tout n ~ 2, In(n + 1)< Hn (4).

Comparer n((n + 1)~ -1) et In(n + 1). Que peut-on en déduire 1


