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.1 Octons O
.1.1 Introduction
Les Octons ont été introduits par Victor L. Mironov et Sergey V. Mironov (fils de Victor), deux physiciens

russes, en particulier dans leurs articles de 2009 (voir ci-dessous les références).

.1.2  Définition
Les Octons forment une algebre de dimension 8 (d’ott leur nom) sur C, donc de dimension 16 sur R (d’out

leur place ici), un Octon est un nombre hypercomplexe, qui peut s’écrire
T =g+ T1€1 + T2C2 + T3E3 + Yoao + y1a1 + yoas + ysaz, ou z; € Cet y, € C.

Le choix des symboles pour éléments de base (la base est bien (1,e1, €2, €3, ag, a1, as,as)) trouve sa justifi-

cation dans une autre forme d’écriture :
o~ —_~ > ~ —
T =z + (x161 + T2€2 + T3€3) + Yoao + (y1a1 + Y202 + yzaz) ouencore T = x+ = + = + &

C’est & dire comme la somme d’un scalaire, noté x (un complexe ici), d’'un pseudo-vecteur, noté x, d’'un

. ’ ~ ’ —
pseudo-scalaire, noté x et d’un vecteur, noté x.
Dans la suite de ce chapitre, i représente 'unité imaginaire des nombres complexes ((i € C) A (i? = —1)).

.1.3 Mode de construction
L’unité des scalaire sera noté ey ou 1. Les unités définissant le pseudo-vecteur seront notés < ey, e, ez >,

ces unités sont dites < axiales ». L’unité des pseudo-scalaires sera noté ag. Les unités définissant le vecteur
seront notés < aj, as, as >, ces unités sont dites < polaires >.

Les regles de calcul sont les suivantes :

La multiplication est associative
egp = 1 est ’élément neutre de la multiplication

1 commute avec tous les octons (c’est un scalaire)
3

3 3
2 _ 1 2 _ 1 _ _
€ = ap = A€ = €rar — Qg
k=0 k=0 k=0

ik ik ik
/\ €j€p = —ELE; /\ Qi = —aEa; /\ ajep = —€era;
0<j<3 0<j<3 0<i<3

0<k<3 0<k<3 0<j<3

aijag = i63 aga3 = i61 aza; = i62

€162 = ieg €o€3 — iel €3€e1 — ’i62

Avec les formules précédentes, on peut calculer la table de multiplication complete, par exemple :
3

3 3
/\ aper = ag = /\ aiek = arpag = /\ apag = €
k=0 k=0 k=0
3 3 3
/\ AK€l = ag = /\ ake% = aper = /\ ap€r = ag
k=0 k=0 k=0
(alag = i63) = (alag = iegag) = (CLl = iegag) = (63(12 = 773&1)



.1.4 Table de multiplication

1 el €2 es ) ie1 ieg ies ag al a2 a3 iag iaq a2 ia3
1 1 el ) e3 % ie1 ie2 ie3 ag ay a2 a3 iag iay a2 ia3
el el 1 ie3 -1eg ieq % -e3 €2 ay ag ias -ia2 a1 iag a2 -a1
e2 €2 -ie3 1 ieq ie2 es3 i -e1 az -ia3 ag a1 a2 as iag -a1
e3 es3 ie2 -ie1 1 ie3 -eg el 7 as a2 -ia1 ag ias -as al iag
i i ie1 ie2 ie3 -1 -e1 -eg -e3 iag a1 a2 ias -ag -a1 -a2 -as
ie1 ie1 i -e3 e2 -e1 -1 -ie3 ie2 a1 iag -as a2 -a1 -ag a2 -1a1
ie2 i€e2 e3 7 -e1 -eg ie3 -1 -ie1 a2 as iag -a1 -ag ias -ag -1a1
ie3 ie3 -eg el 7 -es3 -1eg ie1 -1 a3 -az ay iag -as -ia2 iay -ag
ag ag al az as iao ia] a2 a3 1 el ) es 7 ie1 ieg ies
ay al ag a3 -1a9 iaq iag -as a2 el 1 ies -1e9 ie1 1 -e3 €2
az az -1a3 ag iaq a2 as iag -a1 €2 -1e3 1 ie1 ieg es 7 -e1
as as iao -1a1 ag ias -ag ay iag es ieg -ieq 1 ies -eg el 7
iag iag a1 a2 ias -ag -a1 -a2 -as ) ie1 ieg ies -1 -e1 -e9 -e3
iay a1 iag -as a2 -a1 -ag -1a3 a9 ie1 ) -e3 e2 -e1 -1 -1e3 ieg
iag a2 as iag -a1 -ag ias -ag -1a1 ieg es ) -e1 -eg ies -1 -1e1
ias ias -ao a iag -as -1a2 iay -ag ies -eg el [ -e3 -1eg ie1 -1

Table de multiplication des Octons (6) en tant que R-algebre.

On peut noter que le produit de deux éléments de base commute parfois et anticommute d’autres fois.

Mais on peut aussi présenter la table de multiplication des octons comme C-algebre :

1 e1 ) es ag a as as
1 1 €1 €9 €3 apn ajq as as
e1 e1 1 ie3 -ieo a ag a3 -1a2
€2 €2 —i€3 1 iel as —iag ao ial
es es 1e2 -ieq 1 as 109 -1aq ap
(1)) Qg aq ag as 1 €1 €9 €3
ay a1 ao iag —iag €1 1 i€3 -i62
as a9 —iag ap ial €92 —ieg 1 i61
as as iag —ial Qo €3 ieg -i61 1

Table de multiplication des Octons O en tant que C-algebre.

L’algebre des Octons a des liens étroits avec les Quaternions, par exemple la table de multiplication suivante

1 —i€1 —i62 —ieg

1 1 —iel —i€2 —i63
-1eq -ieq -1 -1e3 1€9

—'1162 —i62 i63 -1 —iel
—ieg —i63 —i€2 i61 -1

Sous algebre de 0



En posant i = —iey, | = —ies et K = —ie3, la table de multiplication précédente devient identique & celle
des Quaternions.

. 1 i j k
1 1 i j k
i i -1 k -]
j j -k -1 i
k k ] -i -1

Quaternions H

.1.5 Conjugué, Module, Norme, Forme Polaire et Inverse

2

. L PN SN SN S S S S
Avec les notations précédentes on peut remarquer que ¥ = xj + x5 + 25 et £ = yi + y5 + y3, rappelons

néanmoins que les scalaires sont des nombres complexes.

Une conjugaison intéressante dans les Octons est définie par :

8)

=g+ T161 + Taex + T3e3z + Yoo + Y1a1 + Y202 + Y3a3

8)|

=To — T1€] — T2z — T3€3 + Yolo — Y101 — Y202 — Y3043
Et alors

=g — ] — a3 — a3+ Y — ¥ — v — v5 + 2a0(woyo — T1y1 — T2y — T3Y3)

8)|

T-

le produit Z - Z appartient donc & une sous algebre de la forme C + aoC isomorphe aux BiComplexes.

~

7 . . .o~ <~ ~ — = > —
Une autre fagon de présenter cette conjugaison :siz =ax+ = + 2 + z,alorsz=z— 2 +z — .

.1.6 Propriétés algébriques

(@, +, X, ) est une C-algebre de dimension 8, et donc une R-algebre de dimension 16. C’est en tant que
C-algebre que les octons ont été utilisés par leurs promoteurs; c’est une algebre unitaire, associative et non
commutative.

(0, +, x,-) contient (liste tres partielle) :

5 3
des diviseurs de 0 : /\((1+ej)(1—ej)=0) /\((1+aj>(1_aj) =0
i=1 7=
3 /1 reN? 14es Y ((1+a;\? 1+4a,
. . . J = J 4 = .
des idempotents : /\ << 2 ) 2 > /\ << 2 ) 2 >
j=1 =0
j#k 7k
des nilpotents : /\ ((ej +iex)? = 0) /\ ((a; +iar)* = 0)
0<j<3 0<j<3
0<k<3 0<k<3

.1.7 Synonymes, Isomorphismes, Exemples

L’algebre des Octons est isomorphes a une sous-algebre de My(C), soit ¢ : 0~ M4(C), définie par :

1 0 0 O 0 1 0 O 0 0 1 O 0 O 1
o(eo) = 0O 1 0 0 oler) = 1 0 0 O o(es) = 0 0 0 = o(es) = 0 0 - O
0O 0 1 0 0 0 0 -2 1 0 0 O 0 <« 0 O
0O 0 0 1 0 0 3 O 0 -« 0 O 1 0 0 O
0 0 0 1 0 0 7 O 0 -« 0 0 1 0 0 O
o(ao) = 0 0 ¢ O ola1) = 0 0 0 1 o(az) = i 0 0 O o(az) = 0 -1 0 O
0 -« 0 O -t 0 0 0 0 0 0 1 0 0 -1 0
1 0 0 0 1 0 O 0 0 1 0 0 0 0 1



C’est a dire que les Octons sont isomorphes & I’ensembles des matrices complexes de la forme :

To+ys T1— 1Yo x2 + iy x3 + Yo
T1 + 1Y To — Y3 —ir3 +1Yo T2+ Y1
Tz —1Y1 1Tz — 1Yo To—Ys  —iT1+ Yo
z3+yo —ir2+yr T+ Y2 xo + Ys

Une autre fagon de définir Palgebre des Octons est donc : ’ensemble des matrices de My(C) de la forme :

Xo X1 iXe X3
iX, Xs Xe iXy
X; -X¢ X5 Xy
X3 Xo iX1 Xo

En plus des Octons, V. L. Mironov & S. V. Mironov ont développé les Sédéons, notés g, une C-algebre de

dimension 16 (donc de dimension 32 en tant que R-algebre), dont nous ne donnerons que les définitions et les
références (ci-dessous).

La multiplication est associative

eg = ag = 1 est I’élément neutre de la multiplication
Les éléments (a;),< ;<3 sont appelés < Absolus >.

Les éléments (ej)ogjgis sont appelés <« Espace-Temps .
i commute avec tous les sédéons (c’est un scalaire)

0<k<3
<ajek> est une base de S en tant que C-algebre (elle contient bien 16 éléments).

0<j<3
3 3
Adi=1 At =1
k=0 k=0
Ji#k J#k
/\ €€ = —€kE; /\ G0 = —aEay; /\ ;€L = €La;
0<j<3 0<j<3 0<;<3
0<k<3 0<k<3 0<k<3
ai1as = iCLg ao2a3 — ial aza; — iaz
€162 = i€3 €9€3 — iel €3€1 — ieg
1 ay a as . 1 €1 €9 €3
1 1 al ag as 1 1 €1 () €3
ay a 1 ies -0 eq e 1 ieg 1)
as as —iag 1 ial ED) €9 —i63 1 iel
as as ’iag -iCL1 1 €3 €3 ieg —i61 1
Multiplication des Absolus de S Multiplication des Espace-Temps de S

Un sédéon peut s’écrire :

8)
I

€o (xooao + 210, + Tp20, + xo:sas)
el(xloao + x,a, + X100, + x13a3)
€3 (xzoao + Xp1Q1 + Trpay + x23a3)
€3 (1'300,0 + x50, + T30, + 1'33&3)

+ + +

Ou, plus simplement :

——
Absolu Temps Espace Espace-Temps

T= +T + Tt +T + Te+Te + Tot + Lot
N—_—— N—_—— N—_——

Bien stir, le vocabulaire ci-dessus est < Physicien > et provient directement des travaux des créateurs.



.1.8 Utilisation en physique

Les Octons (ainsi que les Sédéons) ont été mis en place par deux physiciens russes dans le but de décrire les
champs électromagnétiques, ils ont aussi été utilisés, par ces mémes physiciens, et d’autres, pour la Mécanique
Quantique ainsi que les équations de champs Gravito-Electromagnétique (Maxwell-Proca).

D’ailleurs les seules références disponibles sur le net sont des articles Physiques et non Mathématiques.

Grace aux octons, il est possible de formuler les équations de Maxwell-Proca et 1’équation de |,
Klein-Gordon de facon a la fois compacte et élégante.
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