PCSI2 Résumé de cours 2006-2007

PROJECTIONS ET SYMETRIES VECTORIELLES

Projections vectorielles

Soit F, un K-espace vectoriel, et F, G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans F :
autrement dit, ¥ = F & G.
Par définition, pour tout vecteur # de F, il existe un unique vecteur 'r dans F' et un unique vecteur
Zq dans G tels que ¥ = Tr + Zg, ce qui peut s’écrire : VX € E, 3! ¥p € F, A Zq € G, ¥ = Zr + ©g,
ou encore : V¥ € F, 3! (¥p,Zq) € F X G, ¥ = Tr + Z¢.
F — FE
i — p(I)=7p
On dit que p est la projection vectorielle sur le sous-espace F' parallélement au sous-espace G, ou

On définit 'application p suivante : p :

encore projecteur de base F et de direction G (voir dessin en derniére page).
EFE — FE

—

T — q(%) :=2g
q est la projection vectorielle sur le sous-espace GG parallélement au sous-espace F', ou encore

De méme, on peut définir 'application ¢ :

projecteur de base GG et de direction F.
On dit que p et ¢ sont les projecteurs associés a la décomposition £ = F & G : par construction, on

a, pour tout 7 € E, p(¥) + ¢(Z) = ¥. Autrement dit, on a I’égalité des applications p + ¢ = Idg.

Linéarité des projections vectorielles

Proposition : une projection vectorielle est une application linéaire.
Par conséquent, c’est un endomorphisme de E : p € L(F).
Preuve : Soit £ = F & G, et p le projecteur de base F', direction G.
Rappel : par construction, pour tout 2 € E,siona zZ=d+ bavecd € Fetbe G, alors : @ = p(2).
Pour tout (Z,7) € E?, pour tout (A, u) € K2 : il existe Tr, i dans F et Tg, g dans G (uniques)
tels que ¥ = Tr + Zg et ¥ = Yr + Y. Par définition | p(Z) = Zr et p(y) = yr.
Or, AT + pyj = M@r + Za) + p(yr + yo) = (ATr + pgr) + (Me + pye).-
F et G étant des sous-espaces vectoriels, ils sont stables par combinaison linéaire, par conséquent
(AZr + pyr) € F et (Mg + puye) € G. On en déduit, d’apres le rappel, p(AT + py) = A\Zr + puyr, ie
p(AZ + pny) = A\p(Z) + pup(y) : Papplication p est donc bien linéaire, c¢’est un endomorphisme de E et
on a donc p € L(E).

Conséquence :

p et Idg étant des éléments du K-espace vectoriel L(F), on en déduit ¢ = Idg — p € L(E).

Propriétés élémentaires des projections vectorielles

Proposition : si £ = F @ G, si p est le projecteur de base F', direction G, si q est le projecteur

associé a p alors :
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1. pop=np,iep?=p. Deméme, goq=q.
2. Caractérisation d’appartenance a ’image d’un projecteur : pour tout ¥ € F,
(7 €Im(p)) & (p(7) =T)

3. Im(p) = F et Ker(p) = G.

4. Im(q) = G et Ker(q) = F.

5. pogq=gqop=0 (ici, 0 = 0z(g), endomorphisme nul dans E).

Preuves :

1. Pour tout & = Zp+Zg € E, ona p(&) = &p € F : par conséquent, on peut écrire p(Z) = p(7)+0,
en remarquant p(Z) € F et 0 € G, et en déduire p(p(Z)) = p(F), ce qui s’écrit p o p(¥) = p(Z).
Ceci étant vérifié pour tout © de E, on en déduit I'égalité des applications pop = p.

Meéme démonstration avec ¢, ou plus astucieux : on sait que ¢ = Idg — p, d’ot1, puisque Idg et
p commutent (Idg commute avec tous les endomorphismes de E'!) :
¢*=(Idg —p)? =1d} —2ldgop+p*=Ildg —2p+p=1Idg —p =¢q!

2. Rappel : par définition de I'image, pour tout 7 € E, (Z € Im(p) ) & (Jd € E, ¥ = p(a) ).

Soit un vecteur ¥ € F :

— Sip(Z) =2 : alors @ = p(?) avec ? =2 € F, donc & € Im(p).

— Si & € Im(p) : il existe @ € E tel que ¥ = p(a@). On en tire p(Z) = p(p(d)) = p o p(@) = p(d),
car p* = p, puis p(7) = p(d) = ¥, CQFD.

3. — Pour tout ¥ € E,on ap(¥) = ¥p € F', ce qui prouve 'inclusion : Im(p) = {p(¥)| ¥ € E} C F.

Réciproquement : si @ € F, alors @ = @+ 0 avec 0 € G, d’on p(@) = @, ce qui entraine
d € Im(p). Ceci étant vrai pour tout @ € F', on a prouvé l'incusion F' C Im(p).
Conclusion : par double inclusion, on a prouvé Im(p) = F.

— Pour tout & € Ker(p), on a p(¥) = Zr = 0, dou # =0+ Z¢ = Zg, donc T € G : ceci prouve
I'inclusion Ker(p) C G.
Réciproquement : si b € G, alors b = 0+ b, avec 0 € F, d’oit p(ﬂ) =0iebe Ker(p). Ceci
étant vérifié pour tout b € G, on a prouvé G C Ker(p).
Conclusion : par double inclusion, on a prouvé Ker(p) = G.

4. Par «symétrie», on peut faire les mémes démonstrations pour ¢, en inversant les roles de F', G.

Autre preuve : on utilise la relation p + ¢ = Idg et précisément ¢ = Idg — p.
Ainsi, pour tout 7 € E :
- (7 e Ker(q))  (a(@) = 0) & (7 — p(@) = 0) & (p(7) = 7) & (7 € In(p) = F) > (7 € F).
Ceci prouve Ker(q) = F'.
- (e Tm(g) & (4() = 7) & (7 - p() = 7) & ((7) = 0) & (7 € Ker(p) = G) & (T € G).
Ceci prouve Im(q) = G.
5. Pour tout Z € E : p(Z) € F = Im(p) = Ker(q), donc q o p(Z) = q(p(Z)) = 0 : ceci étant vrai

pour tout & € F, on en déduit I'égalité des applications po g =0 = 0zg).
Autre preuve : pog=po (Idg —p) =poldg —pop=p—p*=0!
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De méme, on prouve gop = 0 = Ogg).
RAPPEL : si f et g sont des applications linéaires : ( fog=0) < (Im(g) C Ker(f) ).
Ici, pour prouver po ¢ = 0, il suffisait donc de vérifier Im(q) C Ker(p), ce qui est immeédiat car

Im(q) = G = Ker(p).

Caractérisation des projecteurs dans 1’espace vectoriel des en-

domorphismes L(F)

Proposition : soit ¢ € L(F), un endomorphisme du K-espace vectoriel E.

On a la caractérisation suivante des projecteurs dans I’espace L(F) des endomorphismes de E :
( p est un projecteur de E ) & (pop=¢, ie p*=¢)

Dans ce cas, £ = Im(p) @ Ker(¢) et ¢ est le projecteur de base son image Im(¢) et de direction son
noyau Ker(p).
Preuve : soit ¢ € L(E).
1" sens (=) : c’est immédiat! On sait que si ¢ est un projecteur de base A, de direction B, alors,
par définition, les sous-espaces A et B sont supplémentaires dans E (A ® B = F), A est 'image de
o (A=Tm(p)), B est le noyau de ¢ (B = Ker(p)), et po o = pie p? = .

284 sens (<=) : on suppose que ¢ est un endomorphisme de E vérifiant p? = .

1. Prouvons I’équivalence, pour tout © € E : (¥ € Im(p) ) < (p(Z) =2)7

oSi p(Z) = 7, alors & = ¢(?) avec 7 = & € E, donc ¥ € Im(yp), d’ot le sens <.
eRéciproquement : si & € Im(p), alors il existe un @ € E tel que 7 = p(a), d’on
p(Z) = p(p(a@)) = p*(a@) = (@) = 7 (car p* = ), d’ott le sens =

2. Prouvons que les sous-espaces Im(y) et Ker(p) sont en somme directe ?

eOn a d’abord 0 € Im(p) et 0 € Ker(p) car ce sont des sous-espaces de 'espace vectoriel E,
en tant qu’image et noyau d’un endomorphisme de E. On a donc 0 € Im(y) N Ker(p).

eSoit un vecteur & € Im(p) N Ker(y) : on a & € Im(p), donc p(7) = & (d’aprés le 1°" pas), et

),
7 € Ker(y), donc () = 0, d’ou 'on tire & = ¢(Z) = 0, i.e & = 0.
eConclusion : Im(p)NKer(p) = {0}, ce qui prouve que Im(p) et Ker(y) sont en somme directe.

3. Prouvons que E est la somme des sous-espaces Im(y) et Ker(p) i.e E = Im(p) + Ker(p) ?

eAnalyse : soit Z, un vecteur de E, on suppose Z = i 4+ @ avec 1 € Im(p) et 7@ € Ker(yp) d’ou
(i) =i et (i) = 0. Alors (%) = p(i + i) = (i) + ¢(71) = 1+ 0 = i. On en tire : 1 = @(&),

puis i = 7 — i = & — ().

eSynthése : pour tout Z € E, on pose @ = ¢(Z) et b = T — ¢(7). Alors

— @=p(7) € Im(p) et o(b) = (T~ () = 9(T) — p((T)) = @(T) ~ P*(T) = (D)~ p(T) = 0
i.e p(b) =01i.e b€ Ker(yp). Par conséquent, on a bien @ € Im(y) et b € Ker(p).

— De plus, @+ b= ¢(7) + ( — ¢(T)) = 7!

eConclusion : VZ € E, 3d € Im(y), 3b € Ker(g), T = @+ b. Ceci signifie : E = Im(¢) + Ker ().
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4. On donc prouvé : Im(yp) et Ker(¢) sont des sous-espaces supplémentaires de E, autrement dit
E =TIm(yp) @ Ker(p). De plus, pour tout vecteur Z € E, la décomposition (unique) 7 = i+,
avec 1 € Im(p) et @ € Ker(p) est telle que 7 = ¢(z). Par conséquent, ¢ est la projection
vectorielle sur le sous-espace Im(y) parallélement au sous-espace Ker(p), c¢’est donc bien un

projecteur de E.

Symétries vectorielles

Soit F, un K-espace vectoriel, et F', G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans F :
autrement dit, ¥ = FF & G.
Par définition, pour tout vecteur 7 de F, il existe un unique vecteur Zr dans F et un unique vecteur
Zq dans G tels que ¥ = T'p + g, ce qui peut s’écrire : VX € B, 3! ¥p € F, 31 %c € G, ¥ = Tr + Tq,
ou encore : V¥ € E, 3! (¥p,Zg) € F X G, T = Zp + Zg.
EF — E
T — s(¥):=2p—Z¢g '
On dit que s est la symétrie vectorielle par rapport au sous-espace F' parallélement au sous-espace

On définit 'application s suivante : s :

(G, ou encore symétrie vectorielle de base F' et de direction G.

Linéarité des symétries vectorielles

Proposition : une symétrie vectorielle est une application linéaire.
Par conséquent, c’est un endomorphisme de E : s € L(F).
Preuve : on calque la démonstration sur celle rédigée pour prouver la linéarité d’une projection
vectorielle, en utilisant la propriété suivante : pour tout ¥ € E = F & G,si ¥ =d + bavec @ € F et
be @, alorsd—b= s(Z), avec s = la symétrie de base F' et de direction G.

Autre méthode : pour tout ¥ = Zr + 7 de E = F & G, s(¥) = Ty — Tg = 24 — (Tr + Z¢), don

s(Z) = 2p(Z) — ¥ = (2p — Idg)(Z), ou p désigne le projecteur de base F', de direction G. Ceci étant
vérifié pour tout & € E, on en déduit ’égalité des applications : s = 2p — Idg. Or, Idg et p sont des
applications linéaires, donc s également, en tant que combinaison d’applications linéaires (rappel :
L(E) est un espace vectoriel) ! Donc s € L(E).

Propriétés élémentaires des symétries vectorielles

Proposition : si £ = F ® G et si s est la symétrie vectorielle de base I’ et de direction G alors :

1. sos = Idg, i.e s> = Idg : on dit que s est une application involutive. Par conséquent, s est
bijective i.e s est un automorphisme de l'espace E (s € GL(E)) et sa bijection réciproque est
sTt=s.

2. Ker(s—Idg) =F et Ker(s+1dg)=G.

Ceci signifie : pour tout 7 € £, (s(@)=7)< (€ F) et (s(Z)=-7)& (Fe@).
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1
3. L’application p = 5(3 + Idg) est le projecteur de base F' et direction G.

Preuves : pour tout ¥ € £ = F ® G, notons ¥ = Zr + T¢ la décomposition associée aux
supplémentaires F' et G de E. On rappelle que, si un vecteur z' s’écrit 2 = a + bavecd € Fetbhe G,
alors s() =@ — b.

1. VZe E: s(¥) =2p —¥g =Tr + (—7g) avec (—Zg) € G (car ¢ € G et G est un sous-espace

vectoriel), d’ou s(s(Z)) = Zp — (—Z¢) = Tr+ T = &, 1.e sos(Z) = T = Idg(Z). Ceci étant vrai
pour tout # € E, on en déduit 1'égalité des applications s?> = s o s = Id.

2. Tout d’abord, un rappel : si A est un scalaire (A € K) et f un endomorphisme de E, alors
(ZeKer(f—Ndg)) e ((f=Ndp)(@) =0) < (f(&) —A\=0 ), autrement dit :

(ZeKer(f —MNdg) ) < ( f(Z) =A7).

Ici : pour tout ¥ € E, notons ¥ = Tp + T¢ et s(¥) = Tr — Zg. On a :

~(FeKe(s—Idg) e (s(@)=F) e (fp—fg=ir+ig) e (ig=0)a (fcF).

~(feKer(s+1dg) & (s5(F) = 1) & (fp—fg=—(Tr+ 7)) & (Tr=0) o (F€q).

On en tire bien les égalités voulues : Ker(s — Idg) = F et Ker(s +1dg) = G.

1 1 2
3. Posons p = §(s+1dE), p est un endomorphisme de E vérifiant p* = <§(8 + IdE)) i.e, puisque

s et Idg commutent : p* = 3(32 +2s0ldg +1d3) = i(IdE + 25+ 1dg) = %(s +1Idg) = p, ie
p? = p! C’est donc un projecteur de base Im(p) et de direction Ker(p).

Mais (Z € Im(p) ) & (p(Z) =7) & (3(s(@)+T) =7) & (s(T) =7) & (& € Ker(s — Idg) ),
ie (7€ Im(p)) < (7 € F). Ceci signifie F' = Im(p).

De méme (7 € Ker(p)) < (p(Z) = 0) < (3(s(D)+1) = 0) & (5(%) = —7) & (& € Ker(s+Idg)),
ie (¥ € Ker(p) ) & (7 € G). Ceci signifie G = Ker(p).

Caractérisation des symeétries vectorielles dans I’espace vectoriel

des endomorphismes L(F)

Proposition : soit ¢ € L(FE), un endomorphisme du K-espace vectoriel £. On a la caractérisation

suivante des symétries vectorielles dans I'espace L(F) des endomorphismes de E :
( o est une symétrie vectorielle de £ ) & (pop=1Idg, ie ¢*=1Idg)

Dans ce cas, £ = Ker(¢ — Idg) @ Ker(¢ + Idg) et ¢ est la symétrie vectorielle de base Ker(¢ — Idg)
et de direction Ker(p + Idg).
Preuve : soit ¢ € L(E).
1¢ sens (=) : c’est immédiat! On sait que si ¢ est une symétrie vectorielle de base A, de direction
B, alors, par définition, les sous-espaces A et B sont supplémentaires dans £ (A @ B = F), et
A =Ker(p —Idg), B = Ker(p + Idg) et po o =Idg i.e ¢* = ldg.

274 sens (<=) : on suppose que ¢ est un endomorphisme de E vérifiant ¢? = Idp.

75/8* LycEe FAIDHERBE, LILLE



PCSI2 Résumé de cours 2006-2007

1. Prouvons que les sous-espaces Ker(¢ — Idg) et Ker(¢ + Idg) sont en somme directe ?

eOn a 0 € Ker(p — Idg) et 0 € Ker(p + Idg) car ce sont des sous-espaces de l'espace vectoriel
E, en tant que noyaux d’endomorphismes de E. On a donc 0 € Ker(p — Idg) N Ker(p 4 Idg).
eSoit un vecteur ¥ € Ker(¢ — Idg) NKer(p + Idg) : on a & € Ker(¢ — Idg), donc ¢(7) = 7, et
7 € Ker(p 4 Idg), donc ¢(7) = —&, d’ott l'on tire Z = ¢(F) = -, i.e = —7, i.e £ = 0.

eConclusion : Ker(o—Idg)NKer(p+Idg) = {0}, ce qui prouve que Ker(p—Idg) et Ker(p+Idg)

sont en somme directe.

2. Prouvons que FE est la somme des sous-espaces Ker(¢ — Idg) et Ker(¢ + Idg) 7

eAnalyse : soit #, un vecteur de E, on suppose @ = i+ avec i € Ker(p—Idg) et j € Ker(p+Idg)

— —,

dott (i) =i et @(j) = —j. Alors @(Z) = (i + j) = (i) + ¢(j) =1 — J.

De 7 = ;+jet (%) = f—j, on tire : 7 = %(f—l— ©(Z)), puis j: %(f— (7).

eSynthése : pour tout ¥ € E, on pose d = %(f+ ©(T)) et b= %(f— ©(Z)). Alors

— (@) = (3(T + ¢(7))) = 5((D) + ©*(7)) = 5(p(T) + T) = a@ (car p* = Idp), i.e p(d) = d,

donc @ € Ker(p — Idg).
o) = p(4(EF—o(@) = He(B) (@) = 3o ~7) = ~4(F—p(@) = b, i o(F) =
donc b € Ker(yp + Idg).

Par conséquent, on a bien @ € Ker(p — Idg) et b € Ker(yp + Idg).

- Deplus:c?—l—l;:%(f—l—go(f))%—%(f—go(x)):f!Onabien i+b=
a

Ceci signifie : £ = Ker(¢ — Idg) + Ker(¢ + Idg).

3. On a donc prouvé : Ker(p — Idg) et Ker(p + Idg) sont des sous-espaces supplémentaires de F,
autrement dit £ = Ker(¢ — Idg) ® Ker(¢ + Idg).
De plus, pour tout vecteur Z € E, la décomposition (unique) & = i+, aveci e Ker(p — Idg)
et j € Ker(p + Idg) est telle que 1 — j = (@4 (@) — 3(Z — p(2)) = (x), i.e p(Z) = i—J.
Par conséquent, ¢ est la symétrie vectorielle par rapport au sous-espace Ker(¢ — Idg) paralle-

lement au sous-espace Ker(p + Idg).

AUTRE PREUVE POUR LE 2NP SENS (<) utilisant les résultats connus sur les projecteurs

Supposons que ¢ est un endomorphisme de E vérifiant ¢? = Idg.

Définissons ’application linéaire p = i(go +Idg) : c’est un endomorphisme de E vérifiant

1 1 1
P’ = 1(g02 +2s0ldg +1d}) = 1 (1de + 20 +1dp) = (¢ + Idp) =p, ice p>=p!
Par conséquent, p est un projecteur de £ de base Im(p) et de direction Ker(p), sous-espaces supplé-
mentaires dans £ (on a donc E = Im(p) @ Ker(p) ).

De plus, on a les équivalences suivantes, pour tout vecteur ¥ € E :
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Ainsi, on récupére E = Im(p) & Ker(p) = Ker(¢ —Idg) & Ker(¢p+1Idg), puis on vérifie de la méme

fagon que s est la symétrie vectorielle par rapport a Ker(p — Idg) et parallelement a Ker(¢ + Idg).

Remarque : si f est une application linéaire et A, un scalaire non nul (A € K, A # 0), alors on vérifie
facilement que Ker(Af) = Ker(f) et Im(Af) = Im(f).
En effet :

d’ou I'égalité Ker(\f) = Ker(f).

- (Zelm(\f))=(Jade E,7=\f(d)) = (3ad € E,Z = f(\d)) :
(@€ E) = (b= A € E) : on a donc prouvé (7 € Im(\f) ) = (Z € Im(f) ) d’on 'on tire
I'inclusion Im(Af) C Im(f), vraie pour tout A # 0.

On en déduit Im(f) = Im(3Af) C Im(\f) en utilisant ce qui vient juste d’étre prouvé avec le

(W]
S
m
&5
S
Il
~
—
>
S~—
S~—
o
&
=

scalaire non nul % # 0. Par double inclusion, on a prouvé Im(Af) = Im(f).

Ici, comme on a posé p = %(gp +1Idg), on en déduit Ker(p) = Ker(3(p + Idg)) = Ker(p + Idg).
De méme, Im(p) = Im(5(¢ + Idg)) = Im(¢ + Idg) : ce n’est pas ce qu'on attendait, mais en posant
q = Idg—p (projecteur associé a p), on sait que Ker(q) = Im(p), avec ¢ = Idg—p = IdE—%(go—{—IdE) ie
q = 3(Idg—¢), dot Ker(q) = Ker(5(Idg—¢)) = Ker(Idg—¢) = Ker((—1)(¢—1Idg)) = Ker(¢—Idg).
On retrouve bien Im(p) = Im(p + Idg) = Ker(¢ — Idg).

Complément : si on suppose ¢? = Idg, on en déduit ¢? — Idg = 0 puis (¢ — Idg) o (p + Idg) = 0 et
(¢ +1Idg) o (¢ —Idg) = 0. On peut donc déja en tirer directement les inclusions suivantes :
Im(p + Idg) C Ker(¢ — Idg) et Im(p — Idg) C Ker(p + Idg). En fait, ce sont des égalités.
En effet, en remarquant que, pour tout & € E, on a l'égalité¢ T = (7 + ¢(Z)) + 3(Z — ¢(Z)), on en
déduit £ =Im(3(Idg + ¢)) + Im(3(Idg — ¢)).
Mais Im(3(Idg + ¢)) = Im(¢ + Idg) et Im(3(Idg — ¢)) = Im(¢ — Idg) d’ou
E =Im(p + 1dg) + Im(p — Idg).
Or Im(p +1dg) C Ker(¢ —Idg) et Im(¢ —Idg) C Ker(p +1Idg) d’out (voir ci-aprés pour la preuve) :
— Ker(p —Idg) + Ker(p — Idg) = E.
— il est facile de vérifier que Ker(p —Idg) et Ker(p +Idg) sont en somme directe, ce qui entraine
que Im(¢p+1dg) et Im(p —Idg) sont eux aussi en somme directe ! Ils sont donc supplémentaires
dans E.
De tout cela (voir ci-aprés pour la preuve), on déduit
E =Im(p+1dg) ® Im(p — Idg), E = Ker(¢ — Idg) ® Ker(p + Idg), et les inclusions trouvées au
début sont donc bien des égalités :
Im(¢ +Idg) = Ker(¢ — Idg) et Im(p — Idg) = Ker(¢ + Idg).
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4 F=Im{p)=Fenq)=Kews-I)=Im{s+Hd)
=P

Soit A, B, C et D quatre sous-espaces d’un espace vectoriel E.

On suppose que A+ B=FEet ACCet BCD.
1. Montrer que C + D = E.
2. On suppose que C et D sont en somme directe : montrer que A et B sont aussi en somme directe.
3. Montrer que A=C et B=D.

Preuve

1. C et D étant des sous-espaces de F, la somme C + D est un sous-espace de E, par conséquent on a déja (C + D) C E.
De plus,ona A C C et B C D : donc, (A+ B) C (C + D), i.e avec I'hypothése A+ B = E, on en tire E C (C + D).
Par double inclusion, on a bien prouvé ’égalité : C + D = E.

2. Si C et D sont en somme directe, cela signifie exactement : C N D = {6} Or, des inclusions A C C et B C D on peut tirer
Iinclusion (AN B) C (C N D), i.e AN B C {0}. Or, I'inclusion inverse est toujours vraie, car A et B sont des sous-espaces de E
donc contiennent bien le vecteur nul 0. Conclusion : on a AN B = {6}, ce qui signifie que A et B sont en somme directe.

3. Pour tout vecteur ¢ € C : € est un vecteur de E = A + B, car C est un sous-espace de E. Il existe donc deux vecteurs @ € A et
b € B tels que ¢=a+ b. De cette égalité, on tire : ¢—ad = b.

Or,de ACC,etce C,donc ¢—a e C (car C est un sous-espace, donc stable par combinaison linéaire).

Etbe BC D, donc on a ’appartenance ¢ — a@ = beD.

En conclusion & — @ = b est un vecteur appartenant & C' et & D i.e a CN D. Or, C et D sont en somme directe, donc C N D = {6}
et par conséquent ¢—a = b= 0, d’ott l'on tire & = @, ce qui entraine & € A. Ceci étant vérifié pour tout vecteur & € C, on en déduit
I'inclusion C' C A. Or l'inclusion inverse A C C' est vraie par hypothése, on en déduit donc I’égalité des sous-espaces A = C.

De méme, on prouve B = D.
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