CALCUL DIFFERENTIEL
ET

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

LICENCE DE MATHEMATIQUES ANNEES 2000-2004

Georges COMTE

Laboratoire J. A. Dieudonné,

UMR CNRS 6621,

Université de Nice-Sophia Antipolis,
28, avenue de Valrose,

06108 Nice Cedex 2,

e-mail : comte@unice.fr

bureau : 821



I - CALCUL DIFFERENTIEL

Introduction

Chapitre 0- Rappels d’algebre multilinéaire
0.1- Continuité et algebre multilinéaire
0.2- Graphe d’une application

Chapitre 1- Applications différentiables
1.1- Insuffisance de la dérivée suivant un vecteur
1.2- Différentielle en un point et sur un ouvert
1.3- Dérivées partielles
1.4- Différentielles d’ordres supérieurs
1.5- Exemples d’applications différentiables

Exercices du Chapitre 1
Corrigé des exercices du Chapitre 1

Chapitre 2- Calculs sur les différentielles
2.1- Théoreme des applications composées
2.2- Structure d’espace vectoriel
2.3- Applications a valeurs dans un produit, matrice jacobienne
2.4- Théoreme de la moyenne
2.5- Théoremes C*

Exercices du Chapitre 2
Corrigé des exercices du Chapitre 2

Chapitre 3- Isomorphismes topologiques et difféomorphismes
3.1- Isomorphismes topologiques d’espaces vectoriels normés
3.2- Etude de Zsom(E; E) au voisinage de Idg
3.3- Etude de Zsom(FE; F)
3.4~ Difféomorphismes
3.5- Classe de différentiabilité d’'un difféomorphisme

Exercices du Chapitre 3
Corrigé des exercices du Chapitre 3

Chapitre 4- Théorémes limites. Points critiques et extrema
4.1- Rappels sur la convergence uniforme
4.2- Suites de fonctions différentiables
4.3- Formules de Taylor
4.3.1- Formule de Taylor-Young
4.3.2- Formule de Taylor avec reste intégral
4.4~ Points critiques et extrema

Exercices du Chapitre 4
Corrigé des exercices du Chapitre 4

Chapitre 5- Fonctions implicites. Inversion locale
5.1- Différentielles partielles
5.2- Famille de contractions dépendant uniformément d’un parametre
5.3- Le théoreme de la fonction implicite
5.4- La géométrie du théoreme de la fonction implicite
5.5- Théoreme d’inversion locale et d’inversion globale
5.6- La dimension finie: des preuves sans théoréme du point fixe

Exercices du Chapitre 5
Corrigés des exercices du Chapitre 5

oo Qo S s

10
11
12
13

14
15

21
21
22
23
24
28

33
35

45
45
46
47
48
48

49
49

52
52
53
57
57
58
60

64
65

73
73
74
76
79
85
88

89
90



100

I1 - EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Chapitre 6- Equations différentielles ordinaires 96
6.1- Définitions générales. Réduction au cas résolu du premier ordre 96
6.2- Solutions maximales 98
6.3- Interprétation géométrique. Champs de vecteurs 99
6.4- Le probleme de Cauchy 100
6.5- Théoreme de Cauchy-Lipschitz : existence et unicité locale pour le probleme de Cauchy
6.6- Théoreme de Cauchy-Arzela : existence locale pour le probleme de Cauchy 103
6.7- Solutions maximales et feuilletage de U 103
6.8- Retour sur 1’équation (¢) 104
Exercices du Chapitre 6 105
Corrigé des exercices du Chapitre 6 105
Références 108
III - SUJETS ET CORRIGES D’EXAMENS
Tests corrigés 109
Probléme : Géométrie du graphe d’une application différentiable 110
Enoncés année 2000-2001 111
Enoncés année 2001-2002 115
Enoncés année 2002-2003 119
Enoncés année 2003-2004 127
Corrigés année 2000-2001 134
Corrigés année 2001-2002 140
Corrigés année 2002-2003 145

Corrigés année 2003-2004 153



I- Calcul Différentiel

Introduction

Nous commengons par des rappels sur la notion de dérivée, et tout d’abord dans le cas le plus simple des
fonctions a variables et valeurs réelles (le cas des fonctions & variables et valeurs complexes est plus spécifiquement
traité dans le cours de variable complexe.)

Définition (fonction réelle dérivable). Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction réelle.

f(z) = f(a)

I'\ {a}. Cette limite, comme toute limite de fonction si elle existe est alors unique; on la note f’(a). Il s’agit
d’un nombre réel. On dit que f’(a) est la dérivée de f en a. Si f est dérivable en tout point a de I, on en
déduit une fonction I 3 a — f’(a) € R, appelée la fonction dérivée de f.

On dit que f est dérivable en a € I ssi le rapport , admet une limite lorsque = tend vers a dans

Remarquons que dire que f est dérivable en a équivaut & dire qu’il existe un réel f’(a) (qui s’aveére étre
1
unique en tant que limite), tel que la fonction 7'\ {a} 3> z — (7[f(x) — f(a) — f'(a)(x — a)] € R tende vers
T —a

0 lorsque z tend vers a. Ceci revient encore & dire qu’il existe un réel f/(a) (qui s’avére étre unique) et une
fonction €, : I — R qui tend vers 0 lorsque x tend vers a tels que :

pour tout € I : f(z) — f(a) — f(a)(x —a) = (x — a)e,(x) ().

Dans cette introduction, on se concentre sur 'aspect géométrique de la définition de la dérivabilité: le

graphe de Papplication I 3 = +— f(a) + f'(a)(z — a) est la partie de la droite A de R? (au-dessus des abscisses

x € I) de pente f'(a) et passant par (a, f(a)). Ce que nous apprend 1’égalité (x) sur la géométrie du graphe

I’ de f au voisinage de (a, f(a)) est que la distance §, représentée sur la figure ci-dessous est de l'ordre de

|(z — a)eq ()], et donc tend vers 0 plus vite que |z — a| (). Autrement dit le graphe I' vient “s’écraser” sur la
droite A au point (a, f(a)).

o)
f(a)+f’(a)(x—a]

f@)

=aE. ()

(1) Soient uy et uy deux fonctions définies sur un intervalle I, a € I et supposons que us ne s’annule pas
sur I\ {a} et que lirr%) ui(x) = lirr%) uz(x) = 0. On dit alors que uy tend vers 0 plus vite que ug lorsque x
xTr— xr—

tennd vers a ssi le rapport u; /ug tend vers 0 en a.
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Considérons maintenant le cas un peu plus général des fonctions & variables dans le corps K =R (ou C) et
a valeurs dans un espace vectoriel normé quelconque (F, || ||) (et de dimension quelconque) sur le corps K(= R
ou C). Soit ©Q un ouvert de K (ie par exemple un intervalle ouvert si K = R, ou un disque ouvert si K = C) et
a € €. La définition ci-dessus de la dérivée d’une application réelle est transposable a la lettre dans ce nouveau
contexte, puisque ’on dispose bien de la notion de limite dans ’espace normé F.

Définition. On dit que 'application f : @ — F est dérivable en a ssi la fonction Q\ {a} > a —
1 -
—(f(z) — f(a)) € F admet une limite en a dans F (nécessairement unique et notée f’(a)), ou de fagon
r—a

équivalente ssi il existe un vecteur f’ (a) € F et une application p, : & — F de limite nulle en a, tels que :

Vo € Qs f(z) - f(a) = (v —a).f'(a) + [z — a|.pa(2). (%)
Notons que la phrase (xx) généralise la phrase (x), et que si (xx) est vérifiée, le membre de droite de I’égalité
tend vers Op lorsque x tend vers a dans K. On en déduit que f(z) tend vers f(a) dans F' lorsque x tend vers a
dans K. Autrement dit, si f est dérivable en a, f est continue en a.
L’interprétation géométrique de (x+) ressemble a celle de (). Dans I'espace vectoriel K x F'; normé (par
exemple) par || ||xkxr = max{| |k, | ||r}, la courbe qui représente le graphe de f vient s’écraser sur la droite
passant par (a, f(a)) et dirigée par (1, f’(a)) (cf la figure ci-dessous ot F = R?).

A
{O}xF }/ /

(af@) NS
\ /\ T

@0;) (x.0) Kx{O¢}

Ix—al

Remarque. e Dans cette définition, la norme de F intervient (la notion de limite dépend a priori de la
norme choisie sur F'), la notion de dérivabilité et de dérivée en un point dépend donc a priori de la norme que
l’on se donne sur F'. Mais on verra (Théoreme 0.5) que lorsque F' est de dimension finie, la dérivabilité et la
dérivée de f en un point sont indépendantes de la norme choisie.

e La définition de la dérivabilité (xx) n’a plus de sens deés que f est définie sur E, un espace

—

vectoriel qui n’est pas le corps des scalaires, puisque dans ce cas le produit (x — a).f’(a) n’a plus de sens !

Le but de ce cours est de donner une notion pertinente de “dérivée”, pour les applications a variables dans un
espace vectoriel normé F de dimension > 1. Pour cela, on remarquera que I’application L : K 3 z — . f’ (a) e F
est linéaire, sur ce modele on remplacera donc dans le cas général la définition (xx) par: “il existe une application
linéaire L, : E — F, une application p, : 2 — F qui tend vers O lorsque sa variable tend vers Og, telles que :

Ve € Q, f(x) = f(a) = La(z — a) + ||z = a] p-pa(z — a)”

Cependant, lorsque la dimension de E est infinie, il se peut qu’'une telle application linéaire L, ne soit pas
continue en Og, et donc que cette notion de dérivabilité n’implique pas méme la continuité de f en a. On
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réclamera alors, dans la définition ci-dessus, afin qu’elle soit plus forte que la continuité de f en a, que
I’application linéaire L, soit continue.



4 Chapitre 0- Rappels d’algébre multilinéaire et notion de graphe.

Chapitre 0- Rappels d’algebre multilinéaire et notion de graphe.

0.1- Continuité et algébre multilinéaire.
On s’intéresse ici aux applications multilinéaires et a leur continuité éventuelle.

Définition (continuité dans les evn). Soient (E, || ||g) et (F,| ||r) deux evn,  un ouvert de E, a €
et f:Q — I une application. On dit que f est continue en a ssi :

Ve >0, e, tel que Va vérifiant ||z — al|g < 7, on ait : ||f(a) — f(x)||r <e. (%)

Clairement, la définition ci-dessus montre que la notion de continuité en un point dépend des normes que
I’on se donne sur F et F.

Définition (applications multilinéaires). Soient 1, ..., E, et F des espaces vectoriels normés sur K(= R
ou C). On dit qu’'une application L : By X ... X E, — F est n-lindaire ssi L est linéaire sur chaque facteur,
c’est-a-dire ssi pour tout j € {1,...,n}, pour tout (a1,...,a,) € By X ... X E,, Papplication :

L?Z Ej — F
h — L?(h):L(al,...,ajfl,h,a];Fl...,(J,n)

est linéaire.

Remarque. Lorsque n = 1, on retrouve la définition d’une application linéaire (1-linéarité).

Exemples. o L’application L : R x R — R définie par L(z,y) = zy (ie le produit de R) est une application
2-linéaire (on dit bilinéaire) sur R.
e L application L : R? x R? — R définie par L(/_zo7 E) = 3h1k1 — Shoks + hiks, oul h= (h1,ho) et
k = (k1, k) est une application bilinéaire sur R%. En effet fixons k = (a,b) € R L’application LF.R? &R
définie par h= (h1,he) — LE(E) = L(/_i, E) = 3h1a — 5hok + hyb est linéaire en h et pour h= (a,b) fixé dans R?
lapplication L7 . R? — R définie par k = (ki k) — LE(IZ) = L(h, k) = 3aky — 5bky + aks est linéaire en k.

e Soit £ = Cyy l'espace vectoriel des suites réelles nulles a partir d’un certain rang, et
L : E x E — R définie par L(@, ) = E;io u;j.v; (cette somme est finie, car les suites @ = (ug,u1,...,) et
v = (vo, v1,...,) sont nulles & partir d’un certain rang). L est bilinéaire.

On suppose maintenant que chaque espace vectoriel Fq, ..., E,, F' de la définition ci-dessus est un espace
vectoriel normé, par la norme (respectivement) : || ||g,,..-,|| ||£,,|| ||F. On munit alors F; x ... x E, de
la norme ||(z1,...,2,)| = max{||z1]|5,,-- -, ||znlE, }-

Exercice 1. Montrer que || || est bien une norme sur Fy x ... x E,. Montrer ensuite que cette
norme est équivalente (au sens de la définition de la page suivante) aux normes || ||1 et || ||o définies par :

@1zl = 327 M|l

n
B et ||(z1, - xn)|2 = ZH%H% Dans le cas oun = 2 et F1 = Ey = R,
i=1

représenter la boule unité de R x R associée a la norme || ||.

Les espaces vectoriels Ey X ... x E, et F' étant normés, on peut se poser la question de la continuité
d’une application multilinéaire L : F; X ... x E,, — F. On va voir (Théoréme 0.1) que la continuité pour les
applications multilinéaires est beaucoup plus simplement caractérisée que par la phrase (x). Par exemple, dans
le cas le plus simple ou n = 1 et By = R, et || || = | | (la valeur absolue), il est trés facile de démontrer
que L : R — R est linéaire ssi il existe un réel A tel que : Vo € R,L(z) = Az. Dans ce cas on a alors :
Ve,y € R: |L(z) — L(y)| = |Al.]z — y| < |Al.|z — y|. Cest-a-dire que L est non seulement continue, mais de
plus lipschitzienne.
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Exercice 2. Montrer que 'application bilinéaire L : R*xR? — R de I'exemple ci-dessus est une application
qui vérifie : il existe un réel A > 0 tel que quel que soit (h, k) € R? x R? |L(h, k)| < Al|h||gz.]|E||z> < Al|(R, k)||?,
| g2 étant Ia norme euclidienne de R?. En déduire que L est continue.

Remarque. Il n’est pas vrai en général qu’une application multilinéaire est automatiquement
continue. Cependant on verra (Théoréme 0.3) que de tels cas n’existent que lorsque la dimension
de l’espace de départ est infinie. Par exemple lapplication L(u,7) = Z;‘io u;.v; de 'exemple ci-dessus
n’est pas continue pour le choix suivant de norme sur Coo : [|@lcy, = SUPj_g . o |uj]- En effet, considérons

1 1
B \/_7"'7\/_)

Uy, = (tn, @y) de la suite ((@p, @n))nen de Cop X Coo est de norme ||U || = max(||t@n|]coos ||un||coo) = ||tn ||Coo =

la suite (de suites !) (@, = ( 0,...))nen (n apparitions de la quantité 1/y/n dans @,). L’élément

n
- 1
mMax,;=o.... ool (Un)j| = , donc la suite (Up)nen tend vers Ocyoxco,- Cependant L(U, E T =

3l 2
3\

(n+1)/n, et la suite (L(U,))nen ne tend pas vers 0 dans R.

Les théoremes 0.3 et 0.1 qui suivent assurent que :

e les seuls exemples d’applications multilinéaires non continues se rencontrent en dimension infinie (c’est-
a-dire lorsqu’au moins un des espaces E1,..., E, est de dimension infinie, la dimension de F' en revanche ne
joue pas).

e les applications n-linéaires continues vérifient le méme type de propriété que I’application bilinéaire
continue de ’exercice 2.

Nous donnons ces deux théorémes sans preuve (on pourra trouver les preuves par exemple dans [Ra-De-Od],

t. 3. (1))

Théoréme 0.1. — Soient E, ..., E,, F des espaces vectoriels normés et soit L : By x ...E, — F une
application n-linéaire. On munit Ey x ... x E,, de la norme ||(h1, ..., hy)|| = maxj—i . o (||P1]|E:, - - )| B,)-
Les propriétés qui suivent sont équivalentes :

i- L est continue sur B x ... x E,,.

ii- L est continue seulement en (Og,,...,0g,).

13- L est bornée sur By X ... x By, ot B; désigne la boule unité de E;.
iv- L est bornée sur Sy x ... x Sy, ot S; désigne la sphére unité de E;.
v- 1l existe un réel A > 0, tel que pour tout (x1,...,x,) € E1 X ... X Ey,

IL(z1, ... zn)| < Azl - llznll-

Exercice 3. Vérifier que I'ensemble des applications n-linéaires de E1 X ... X E,, dans F est un espace
vectoriel, ainsi que I’ensemble des applications n-linéaires continues de Fy X ... x E,, dans F.

Définition. On note L(E1,..., E,; F) l'espace vectoriel des applications n-linéaires continues (noter les
roles des virgules et du point virgule ! Les virgules séparent les espaces qui forment le produit de ’espace
de départ, alors que le point virgule sépare les espaces définissantl’espace de départ F1 X ... x E, de 'espace
d’arrivée F'). Pour tout L € L(E1, ..., E,; F), on pose :

LIl = sup M
(#1,..,2n)EE1\{0} ... x En \ {0} lzall - - - |znl]
Noter que par multilinéairité :
I = sup MLy, ... 2]
(@) eB 0 B0y 2]l

() [Ra-De-Od] : Ramis, Deschamps, Odoux. Cours de Mathématiques Spéciales. Masson Ed.



6 Chapitre 0- Rappels d’algébre multilinéaire et notion de graphe.

Exercice 4. Montrer que ||L|| est une quantité qui est bien définie (ie ||L|| # oo), en montrant que
IL|| = inf({A vérifiant la propriété v du théoréme 0.1}).

Théoréme 0.2. — || || est une norme sur L(E,..., E,; F).
Remarque. On a, par I'exercice 4, pour tout (z1,...,2,) € B3 X ... x E,,
[L(z1,. .o mn)|lp < Lzl 2, - 2 2,
Théoréme 0.3. — Si E1,..., E, sont de dimensions finies, toute application n-linéaire L : Ey x ... x E,, —

F est continue (en particulier toute application linéaire qui part d’un espace de dimension finie est lipschitzienne
(propriété v du théoréme 0.1))

Définition. On dit que deux normes || ||1, || ||2 définies sur un méme espace vectoriel E sont équivalentes
ssi il existe deux constantes A > 0 et A > 0 telles que pour tout x € E: A||z|l2 < ||z|l1 < Allz2.

Exercice 5. Lorsque deux normes sont équivalentes sur un espace vectoriel, montrer que pour ces normes
les notions continuité de fonctions en un point et d’existence de limite de suites (ainsi que ces limites) sont les
mémes.

Théoréme 0.4. — Toutes les normes de E sont équivalentes, lorsque dim(E) < oo.

Preuve. Soient || ||1 et || |2 deux normes de E. Les applications identité Id : (E,| |1) — (E,| ||2) et
Id: (E,|| |l2) — (E,] |l1) sont continues par le Théoréme 0.3, donc lipschitziennes par le Théoreme 0.1.v. 11
existe alors A > 0 et A > 0 tels que Vo € E, ||z = Id(z)||2 < M|z et ||z = Id(x)|; < Aljz|.. O

0.2- Graphe d’une application.

Définition. Soient A et B deux ensembles et f : A — B une application. Le graphe de f est 'ensemble
Iy ={(a, f(a)) € A x Bja € A}.

Remarquons que si € A, par définition d’une application, si (z,y) € I'y et (z,2) € I'y, nécessairement
y =z = f(z) (z n’a qu'ne seule image par f).
Par exemple,si A=B =R, I'y C R?. Les ensembles suivants ne sont pas des graphes :

S

= a—
-
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Etsi A=R?et B=R, I'y c R®. L’ensemble suivant n’est pas non plus un graphe :
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Chapitre 1- Applications différentiables

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés (par les normes || | et || ||, que 'on notera chacune sans
ambiguité || ||), K, le corps de base (= R ou C, mais que 'on prendra presque toujours égal & R), @ C E un
ouvert de F, a € Q et f: — F une application.

1.1- Insuffisance de la dérivée suivant un vecteur.

Commengons par rappeler qu’une droite A de E qui passe par le point a est la donnée d’un vecteur non
nul h de E qui appartient & A (par exemple h peut étre choisi de norme 1). On a alors :

A = {z € E tel quil existe ¢t € R vérifiant z = a + th}.

On voit donc que A est en bijection avec R et qu’il y a autant de droite A passant par a que de vecteurs
unitaires (c’est-a-dire appartenant a la sphere unité Sg de E, Sg = {z € E, ||z|| = 1}), & condition d’identifier
h et —i_i, qui donne lieu & la méme droite. On appelle 'ensemble des directions de droites de E espace projectif
de E.

Pour définir une “bonne notion de dérivée” de f en a, généralisant la définition satisfaisante de dérivée des
fonctions de variables scalaires (¢ € K), on essaie justement dans un premier temps de partir de la définition de
la dérivée des fonctions de variables scalaires que 1’on connait bien, en restreignant la fonction f aux droites de
FE qui passent par a. Cette restriction est faite naturellement gréace a I’application Plaii) t—a+t- H, que 'on
compose avec f. On obtient alors autant de fonctions de variables sacalaires f; = f o Pla,iy Aue de vecteurs

unitaires & (autrement I'ensemble des fonctions 5 est en bijection avec Sg). Notons que f;(0r) = f(a).
Pour chacune de ces fonctions de variables sacalaires f;; on peut poser la question de sa dérivabilité en Og.
Si une telle dérivé existe, on I'appelle la dérivée directionnelle de f en a suivant la direction h.

On va cependant voir que cette notion est bien insuffisante pour généraliser celle de dérivée, puisqu’il existe
des fonctions qui admettent des dérivées directionnelles en a suivant toutes les directions de droites possibles,
sans pour autant étre continues en a (cf exemple ci-dessous) !

Nous reprenons maintenant plus formellement ce qui vient d’étre dit.
Considérons h € F et A(a ) le sous-espace affine de F de dimension 1, passant par a et dirigé par h. Nous
disposons de la paramétrisation de A(a iy bar K:

Plaiy K>t—a+the A(a,ﬁ)

On considere alors la spécialisation de f sur la droite A ;:

wafr

~ (a,k) -
iy K3t ————a+the A g

fla+th)eF

_ Définition. On dit que f admet au point a une dérivée directionnelle suivant la direction h ssi Papplication
f(a ) de variable scalaire est dérivable en 0 € K.

Si cette dérivée existe, en tant que limite, elle est unique; on la note alors Dy f(q)

Si par exemple E = R? et F =R, le graphe I" de f est une surface de R? x R = R>. Le graphe Vak) de

f(a.ﬁ) est alors 'ensemble des points (z, f(z)) tels que z € QN A( 7y c’est-a-dire ’ensemble des points de I'
au-dessus de A( i N Q, ou encore I' N H(a iy ol H(a ) est le plan passant par A( i) et parallele a ’axe des
z. Se poser la question de Pexistence des dérivées directionnelles de f, c’est donc se poser la question de la
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dérivabilité de toutes ces fonctions dont les graphes sont les tranches verticales (le long de toutes les droites de
E passant par a) du graphe de f.

IT
(ah)

Aqn

Exemple. Soit la fonction f : R? — R, définie par (z,y) — f(x,y) = z = 2 — 2. Cherchons les éventuelles
dérivées directionnelles de f en (0,0). Soit h = (a,b) un vecteur de R*. f((0,0)+th) = ta —t2b>. Cette fonction
est dérivable en ¢t = 0, quel que soit h € R?, de dérivée D;: f0,0) = a. [ admet donc des dérivées directionnelles

suivant toutes les directions h.

3
Exemples importants. a) Soit f : R?> — R définie de la facon suivante: f(z,y) = y—, sixz #£ 0 et
f(0,y) = 0. Cette fonction admet des dérivées directionnelles suivant toutes les directions & l’origine, cependant
f west pas continue en (0,0). Soit en effet h = (a,b) € R%. f((0,0) 4 th) — £(0,0) = f(ta,tb) = t3b%/ta si
a # 0, et 0 si a = 0. Donc quel que soit fz, D;; £(0,0) existe et vaut 0. Or la fonction R > ¢ +— (1) = (t3,t) € R?
est continue en t = 0 et v(0) = (0,0). Donc si f était continue en (0,0), f o~ serait continue en 0. Mais
(foy)(t)=1et (foy)(0)=0: %E%(f oy)(t) # (f ov)(0) et f n’est pas continue en (0,0).

b) Exemple de fonctions non différentiable en un point, mais continue et admettant en ce point toutes ses
dérivées directionnelles D;v(4) linéaires et continues par rapport a h :

f: R - R
x> .
(l‘,y) = f(may):WSI (x7y)7é(070)a et f(070):0
g: R> - R
(r,y) +— |l(z,y)|2 siy =22 et f(0,0) =0 sinon.
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1.2- Différentielle en un point et sur un ouvert.

Comme on ’a vu au chapitre précédent, une fonction f peut admettre des dérivées directionnelles suivant
toutes les directions possibles et ces dérivées peuvent étre égales, sans que l'on obtienne pour son graphe
la propriété d’approximation par un espace affine (aplatissement du graphe sur un espace affine), puisque la
continuité de f n’est pas méme assurée. Il faut par conséquent introduire une notion de dérivabilité plus
globale que I'existence des dérivées directionnelles suivant toutes les directions, qui prenne en compte toutes les
fagons d’approcher un point dans E, et non pas seulement les chemins rectilignes: on va approcher f par une
application linéaire.

Définition. On dit que f admet une différentielle (ou une différentielle totale) au point a ssi il existe une
application linéaire continue L, : E — F et une application p, : 2 — F de limite nulle en a telles que:

Vo € f(z) — f(a) = La(z — a) + || — alpa ().
On dit que f est différentiable sur € ssi f est différentiable en tout point de €.

Remarques. e A priori, si elles existent, les applications L, et p, ne sont pas nécessairement uniques,
cependant si 'une d’entre elles est connue, 'autre ’est aussi. Par exemple p, est uniquement déterminée sur

0\ {a} par (f(x) — f(a) = Ly(z — a)), de sorte que si L, est une application linéaire continue, L, sera

[z — al
une différentielle de f en a ssi le rapport ﬁ(f(x) — f(a) —Lg(z — a)) tend vers 0 lorsque z tend vers a.

o La notion de différentiabilité en un point dépend a priori du choix des normes || ||z et || || r-
Cependant, si E et F' sont de dimensions finies, toutes les normes respectivement de F et F' sont équivalentes
(Théoreme 4); et si f est différentiable pour un choix de couple de normes, f le sera pour tout autre choix.(cf
Exercice 9).

e Une application linéaire L. : FE — F| lorsque E est de dimension infinie, n’est pas
nécessairement continue (par exemple, si Cpg désigne 'espace des suites nulles & partir d’un certain rang muni

de la norme || || €t si L est définie par L(xy,...,2n,0,...) = Z xj, la suite X, = ( ..) (p fois)

1 1 0
jen VPV
converge vers Oc,,, mais L(X,) tend vers co. cf Chapitre 0). En revanche, lorsque dim(E) < oo, une application
linéaire L: E — F est nécessairement continue (Théoréme 0.3).

e Aplatissement en (a, f(a)) du graphe de f sur un espace affine. Le graphe de f
est {(z,f(2));z € Q}. Le graphe de L, est I', = {(h,La(h));h € E}. Ce dernier est un sous-espace
vectoriel de E' x F' isomorphe par ¥ : E' 5 h ~— (h,Lq(h)) € I'[, a E (facile a vérifier). Le graphe de
g:E>x— f(a)+ La(z — a) est un sous espace affine de F x F, de méme direction que FLav et passant par
(a, f(a)). La distance, dans F x F' muni de la norme || || = max(|| ||z, || ||r), du point (z, f(x)) du graphe de
f au point (z, f(a) + Lo(z — a)) du graphe de g est : ||f(z) — f(a) — Lo(x — a)||F = ||z — a||g.pa(x)|| F. Cette
distance tend donc plus vite vers 0 que ||z — al|, lorsque x tend vers a. Autrement dit le graphe de f au point
(a, f(a)) s’aplatit bien sur l'espace affine (a, f(a)) + {(h,Ly(h));h € E} de E x F.

e Une application linéaire est nécessairement définie sur E tout entier, donc L, est définie sur
E tout entier et non pas seulement sur €2, comme 1'est f.

e Dans le cas ou dim(E) = 1, les notions de différentiabilité en a et dérivabilité coincident
bien, puisque L, : K>t — t. f’ (a) € F est linéaire et continue (le K-espace vectoriel K est de dimension 1 sur
lui-méme)

e Il résulte immédiatement de la définition qu'une application linéaire continue f est
différentiable en tout point de F (L, = f et p, = 0 conviennent), de méme qu’une application constante
est différentiable en tout point de E (L, = 0 et p, = 0 conviennent).

Proposition 1.1. — Les applications linéaires continues et les applications constantes sont différentiables
en tous les points de E.  [J
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Nous allons maintenant vérifier que la différentiabilité est une notion plus forte que I’existence des dérivées
directionnelles suivant toutes les directions.

Lien avec les dérivées directionnelles. Supposons f différentiable en a. Pour t suffisamment petit,
a+ t.h € Q, puisque € est un ouvert de E, et nous pouvons alors écrire:

fla+t.h) — f(a) = t.Lo(R) + |t|.|k]|.pa(a + t.]),

de sorte qu’en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient I'existence de la dérivée directionnelle Dj f(,), et 1'égalité

La(/_i) = Dj, f(a)- D’olt la proposition:

Proposition 1.2. — Si f est différentiable en a, f admet en a des dérivées directionnelles suivant toutes

les directions, la différentielle L, (et par conséquent I'application p,) est unique, on la note alors D f(, et on a
I’égalité:

Dfay(h) = D; f(a) (1).

Proposition 1.3. — Si f est différentiable en a, f est continue en a.

Preuve. Pour tout z € Q, f(z) = f(a) + Dfo)(z — a) + ||z — al[pa(x), et comme lim p,(z) = 0, et D f(,)

r—a
est continue en 0, on a bien lim f(z) = f(a). U
r—a
On peut résumer 'exemple et les propositions 1.2 et 1.3 par le diagramme:
— . Prop,1.2 e e .
f différentiable en a % f admet des dérivées directionnelles suivant toutes les

directions

Prop.1.3 U/ 'ﬂ(

f est continue en a

Remarque. Montrer qu'une application f est différentiable en un point, c’est & la fois trouver sa

1
différentielle D f(,) et montrer que M(f(x) — f(a) = Df)(xz — a)) tend vers 0 lorsque z tend vers a.

La proposition 1.2 montre que trouver D f(a)(i_i) revient essentiellement a calculer une dérivée, puisque quel
que soit h € E, Df(a)(l_i) (si elle existe) est la dérivée directionnelle Dj f(4y. Bien siir, ce calcul doit étre fait

a priori pour tous les h de E, afin de déterminer Df(,) sur E tout entier. On va voir dans le paragraphe
suivant que lorsque F est de dimension finie n, il suffit de calculer n dérivées directionnelles privilégiées (suivant
les directions des vecteurs d’une base quelconque de E), pour connaitre entierement D f(,) (toujours si cette
dernieére existe).

1.3. Dérivées partielles.

Supposons F de dimension finie, et soit £ = (€1, ...,¢&,) une base de E. Cette base étant fixée, on peut

n
écrire tout vecteur i de E sur les [éments de la base &: h = Z hj.€;, ou hj € K. La formule (1) donne alors:
j=1
Df(a)(/_i) = Z h;.Dfa)(€;) = Z h;.Dg, f(a)- Donc si D f(,) existe, pour connaitre cette application linéaire, il
j=1

J=1
suffit de calculer n dérivées directionnelles (suivant les directions données par les vecteurs d’une base).
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Proposition 1.4. — Soient FE un espace vectoriel normé de dimension finie n, £ = (€1,...,€,) une base

0
de E, on note a%(a) la dérivée directionnelle D¢, f(,). On Iappelle la j¢ dérivée partielle de f au point a,
J

relativement a la base £.

1
Par définition de la dérivée directionnelle: 8—5(@) = }ir% ;(f(a +t.€j) — f(a)). On a de plus la formule:
j b
S n of
Df@y(h) =) hj (@) (2)
=

. e : 0 o R -

Calcul pratique. La dérivée partielle a—f(a) est par définition la limite %111(1) ;(f(a +t.€;) — f(a)). La
T e

fonction K > t +— f(a +1t.€;) € F est obtenue en fixant toutes les coordonnées de la variable de f, autre que la

jeme, égales respectivement & a1,...,a;-1,aj4+1,. .., 0, €t en libérant la jeme, a; +t (¢ varie au voisinage de 0

j
que la dérivée en a; (au sens des fonctions a variables réelles) de cette fonction partielle.

dans K); cette fonction est parfois appelée la jeme fonction partielle de f en a. 8—(@) n’est alors rien d’autre
x

Exemples. e Calculons la deuxiéme dérivée partielle de f : R* — R, définie par f(z,y, z) = sin(zy) — z/y?,
relativement & la base canonique de R, au point (1,1,1). Pour cela on fixe les premiéres et troisieme coordonnées
de (z,y,z) dans la base canonique et on libére la deuxieme. On obtient la deuxiéme fonction partielle de f

0
en (1,1,1): R >y — f(1,y,1) = sin(y) — 1/y>. —f(l,l,l) est la dérivée de cette fonction en y = 1, soit

8f 8x2
a—m(l, 1,1) = cos(1) + 2.

e Soit E l'espace vectoriel des polynémes d’une seule variable et de degré < 2. Cet espace est
de dimension 3. Soit la base £ = (€1 = 1,é» = X, €3 = X?) de E. On considére I'application f : E — R définie
par E 3 P(X) = ag + a1 X + a2 X? — f(P) = sin(az) + cos(a1) + cos(ag)as € R. Calculons la troisieme
dérivée partielle de f dans la base £ au point Q = 1 + X2. La troisieme application partielle de f en @ est:
R>z0 f(Q+2.X%) = f(1+ (1 +2)X?) = sin(l + ) + cos(1)(1 + z)®. Sa dérivée en x = 0 est donc

g_é'];(Q) = 4. cos(1).

1.4- Différentielles d’ordres supérieurs.

Encore des rappels d’algebre multilinéaire. On note £(FE; F') I'espace vectoriel des applications linéaires

continues de E dans F. Rappelons que si une application linéaire L est continue, sup IL(z)||F = infE {A e
zEE;||z||p=1 ze

R |L(2)||r < A.||z|| g} < 0o, ce qui donne une norme sur £(E; F) (cf Chap. 0). Notons cette norme ||L|.

Exercice 6. Cette norme est compatible avec la composition des applications linéaires, en ce sens qu’elle
vérifie |L o L'|| < ||L||.||L/]|.

Rappelons que nous notons L(E1, ..., E,; F), 'espace des applications n-linéaires continues de E; X Fy X

. x E, , muni de la norme || || = max{|| ||g,,-.-, || lzn}, & valeurs dans F. Si une telle application N est

continue, sup IN@)|Fr = igg{A;HN(xl,...,xn)Hp < Azillg- . l|lznlle} < co. Ce qui donne une
T

rxeB1 X...X By

norme sur L(Ey,...,E,; F).
Remarquons que l'application:

i L(Ey;L(Eg;.. ;L(Ep;F)..) — L(E1,Ea...,E. F)

définie par: P[U])(hy, ... hn) = (... (U(h1))(h)...)(hy) est un isomorphisme d’espaces vectoriels qui conserve
la norme (une isométrie linéaire) (cf Exercice 10).
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On identifiera ainsi L(E1; L(Eg;...; L(Ep; F)...)) et L(E1, Ea, ..., En; F).

Exemple. Soit l’application linéaire U : R* — L(R%R), définie par U(z,y) : R* 3 (a,b) —
(U(z,9))(a,b) = ax 4+ ay — bz + 3by € R. A (z,y) fixé, (a,b) — (U(x,y))(a,b) est bien linéaire, et
(z,y) — U(z,y) € L(R?*R) est aussi linéaire. Avec les notations ci-dessus, )(U) est I'application bilinéaire de
R? ((U) € L(R?,R% R)) définie par R? x R? 3 ((z,y), (a,b)) — »(U)((z,y), (a,b)) = ax + ay — bz + 3by.

Considérons maintenant f : 2 — F une application différentiable sur Q. On dispose de Df : Q — L(E; F).
La question de la différentiabilité de Df en a € Q se pose donc, on notera la différentielle de Df en a par
D2f(a). Si Df est différentiable sur , on dispose de D?f : Q — L(E; L(E; F)) ~ L(E, E; F), et la question
de la différentiabilité de cette application en a et sur €2 se pose encore etc...

Définition (différentielles d’ordres supérieurs). On dit que f : Q@ — F admet une différentielle d’ordre
k> 1, ou est k fois différentiable en a € Q (resp. sur Q) ssi:

- Pour k =1: f est différentiable en a (resp. différentiable sur ).

- Pour k > 1: f est k—1 fois différentiable sur 2 et si sa différentielle d’ordre k— 1,
DF1f QO — LB L(E;...;L(E;F)...)) ~ L(E,...,E; F) est différentiable en a (resp.
sur ).

Soit n > 1. On dit que f est C* ou de classe k en a (resp. sur Q) ssi D¥ f existe sur Q et est continue en
a, (resp. sur ).

On dit que f est C* ssi f est C*, pour tout k& > 1, ou de facon équivalente, puisque la différentiabilité
implique la continuité, que f admet des dérivées a tous les ordres.

Notations: Grace a I'isomorphisme indiqué ci-dessus, on considerera D* f(a) comme une application k-
linéaire, et on notera: Dkf(a)(ﬁk, k) = (... (Dkf(a)(l_ik)) . )(El)

1.5. Exemples d’applications différentiables.

Applications constantes. Les applications constantes sont différentiables, de différentielle nulle. De sorte
que les applications constantes sont C*°, et toutes leurs différentielles sont nulles.

Applications linéaires continues, multilinéaires continues. Une application linéaire est différentiable
ssi elle est continue. En particulier, si F est de dimension finie, toutes les applications linéaires L : E — F' sont
continues et donc différentiables. De plus la différentielle d’une application linéaire continue est 1'application
linéaire elle-méme.

On peut inclure ce résultat dans un résultat plus général: considérons L : E; X ...x E, — F une application
multilinéaire continue.

— — —

L(a’+h)_L(a’) :L((ala"'7an)+(h17"'7hn))_L(a’la"'van) =

L(ﬁl,ag...,an)—f—...+L(a1,...,an,1+ﬁn)+L*,

ou L™ est une somme de termes du type L(xq,...,*,), avec au moins deux h; comme argument, et des ax

pour compléter. Or
(h1,...,hn) — L(hi,a2...,an) + ...+ L{a1,...,an—1,hy)

est linéaire continue et [|L(x1, ..., %n)|| < [[L]- |2]|* - (max;||a;]|)"*, ot k(> 2) est le nombre de composantes de
h figurant dans L(*1,. .. ,%,). En notant A = maxy (max;||la;||)"~*, on obtient : [|[L(*1,...,%,)| < ||L]- |R|*-A,
avec k > 2. Enfin comme le nombre de termes du type L(x1,...,%,) dans la somme L* ne dépend que de n (il
est égal & 2" — 1 —n), on a montré que ||L*|| = ||k|| - e(h), avec e(h) — 0 quand h — 0. En résumé :

Proposition 1.5. — Soient E1, ... E,, F, des espaces vectoriels normés, n > 1, et L: By X ... x B, — F
une application n-linéaire continue. Alors L est différentiable et sa différentielle est:
DL(a): EFix...xFE, — F

—

(hi,...,hn) — L(hi,a2...,a0) 4 ...+ L{a1, ..., an—1,hn),
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en particulier, sin = 1, L est linéaire et sa différentielle est elle-méme. Ainsi a — DL est constante, et donc
DQL(Q) est nulle. On en conclut qu’une application linéaire L est C*° et DkL(a) =0, pour touta € F1 x...x E,

et k> 2.
Enfin, sin > 1, on constate que DL s’exprime & ’aide d’applications (n — 1)-linéaires et donc on en conclut

que L est C™ etDkL(a)zopourtoutaEEl><...><En etk>n+1.

Exercices du chapitre 1

Exercice 7. Montrer la multilinéairité et la continuité des applications suivantes :

f: R* — R , g R*xR? — R?
(@, y) — 22-—my ((z,9), (w,v)) —  (vu—3av,yu)

Exercice 8. Soient C°([0,1],R) I’espace vectoriel des fonctions continues définies sur [0,1] et C*([0, 1], R)
le sous-espace de C°(]0,1],R) des fonctions dérivables & dérivées continues.

i— Montrer que

oo = f = [l flloo = sup /()]

z€[0

est une norme sur C°([0,1],R) et que

)

o £ Nfllo =11 oo +[£O)] et || [l : f = [If]x :/[ . 1+ 1£(0)]

sont des normes sur C*([0, 1], R).
ii- Les applications suivantes sont-elles continues ?

D: (CH([0,1,R), | lo) — (€*([0,1L,R),Illec) D= (CH([0,1,R), || lo) —  (€([0,1],R), || llo)
fo—= D(f)=f ’ fo= DH=T

00 (CH0,1LR) [ M) = (€0, 1L R), | flee) T (€0, 1, R), || flse) = (C1([0, 1], R), | o)
fo=Alf)=1r ’ fo= 1) =F

Z: (ORI I) = (€ (0, 1,R) I flo) ¢: (C'(0,1],R) [l loe) — (C1([0,1,R), || [I1)
fo=IN=1 ’ fro=d)=1

Exercice 9. Montrer que la notion de différentiabilité ne dépend pas du choix des normes, pas plus que la
différentielle elle-méme, lorsque les normes sont équivalentes.

Exercice 10. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, et soit ® I'application définie par:

. L(E,E;F) — L(E;L(E}F))
B — ®(B): E L(E;F)

= ®(B)(z) :

<
IS

—
—

(B)(x)(y) = B(z,y)

Montrer que ® réalise un isomorphisme linéaire entre L(E,E;F) et L(E;L(E;F)) qui préserve la norme.

Généraliser ce résultat.

Exercice 11. En utilisant la définition de la différentielle d’une application en un point, calculer la
différentielle en (0,0) de 'application f de R* dans R définie par : f(z,y) = 14 x+/y2 + 2.
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Exercice 12. Soit f : R® 5 (x,y,2) — f(z,y,2) = zy/2* € R, lorsque z # 0, et f(z,y,0) = 0. Calculer
les trois dérivées partielles de f dans la base canonique de R®, au point (1,1,1). Montrer ensuite que f est
différentiable en (1,1,1). f est-elle différentiable en (0,0,0) ?

Exercice 13. Soit E I’espace vectoriel des polynémes d’une seule variable réelle et de degré inférieur
a 2. On le munit de la norme [|P| = sup,c(,)|P(z)]. Soit la base & = (1,1 + X,1+ X?) de E et
f:E>PX)=a)+a1X +aX?— f(P)=sin(apas) X — cos(ae)X? € E. Calculer les dérivées partielles de
f dans la base £, au point Q(X) = 1+ X? et montrer que f est différentiable.

Exercice 14. (Un peu de dimension infinie) Soit E = C., I'espace vectoriel des suites & valeurs dans
K(= R ou C), bornées. On le munit de la norme ||(xn)nenllcoc = SUP,>q|Zn|. On définit & : E — E par
®((zn)nen) = (sin(zn))nen .

i- En supposant ® différentiable, calculer Dﬁ@((xn)neN), pour h € E.
wer) = P2
iii- Montrer que ® est différentiable et méme C*.

11- Vérifier que I'application h — D»® " h) est continue.
K ((zn)

neN)(

Exercice 15. (Toujours un peu de dimension infinie) Soit E = ¢!, I'espace des suites dont la série
associée est absolument convergente. On le munit de la norme || ||1, définie par: |[(xn)nen|l1 = >, cn [Pnl-

i- Déterminer I'ensemble des points de ¢! en lesquels || ||1 admet une dérivée directionnelle suivant tout
vecteur.

ti- Déterminer en quels points || |1 est différentiable.

(x) Exercice 16. (Encore un peu de dimension infinie) Soit E = Cy l'espace vectoriel des suites
convergeant vers 0, muni de la norme |[|(xy, )nen|| = sup, ey [n|-
Etudier la question de la différentiabilité de || || : E — Ry.

Corrigé des exercices du chapitre 1

Exercice 6. Soient L € L(E;F) et L' € L(F;G) deux applications lindires continues. Montrons que
IL o L|| < ||IL'|| - ||L]|. Soit # € E. On a par définition de ||L’||, |L'(L(z))|| < |[L'||.|L(x)||. Et par définition de
Il ILG)] < L)) On a donc finalement : |L/(L(z)I| < IL/|IL()] < ILILIz]l, ce qui implique -
|IL o L|| < [|L'||.]|L]| (cf Exercice 4, qui caractérise la norme des applications linéaires comme 'inf des constantes
A du Théoréme 0.1.v).

Exercice 7. On munit R? et R des normes || |loo, c’est-a-dire ||(z,9)|lcc = max(|z|,|y|) pour tout
(z,y) € R? et ||z]jco = |x| pour tout = € R.
L’application f : R? — R est linéaire. En effet, pour tous (x,y), (u,v) € R*, \,x € R, on a :

FA(z,y) + p(u,v)) = Az + pu, Ay + po) = 2(Az + pu) — 7(Ay + po)
= A2z — my) + p(2u — ) = Af (2,y) + puf(u,v).
De plus, on a pour tout (z,y) € R? :
1f (@l = |f (@, y)| = [22 — my| < 22|+ 7ly| < (2 + 7)[|(2,y)]|oo,

ce qui prouve que f est continue par le Théoréme 0.1 (v = i), appliqué an =1, F; = R*> F=R,A=2+m.
L’application g est bilinéaire. En effet, pour tous (z,v), (z,1), (u,v) € R*, \,u € R, on a :

9N @,y) + p(z, 1), (u,v)) = g(A\x + pz, Ay + pt), (u,v)) = (Ax + pz)u — 3(Az + p2)v, (Ay + pt)u)

= Mau = 3zv, yu) + plzu — 320, tu) = Ag((2,y), (u, v)) + pg((2,1), (u, v))



16 Chapitre 1- Applications différentiables.

et
9((, ), Au,v) + p(z, 1)) = g((z, y), (M + pz, Ml + pt)) = (z(Au + pz) — 3z(M + pt), y(Mu + pz))

= Azu = 3zv, yu) + p(rz — 3ut,yz) = Ag((z,y), (4, ) + pg((z,y), (2,1)).
De plus, pour tous (z,%), (u,v) € R? on a :

l9((z,y), (u, v))[loo = max(|zu — 3zvl, |yul)

< max(|zul + 3lzv], [yul) < max([|(z, y)llco-[|(w; v)[[cc + 3] (2, Y)lloo- | (w, V)l oo)s [[(; Y)lloo- [ (u, v) |oo)]
< 4[(@, y)lloo- [ (s 0) oo,

ce qui prouve que g est continue par le Théoréme 0.1 (v = i), appliqué a n = 2, E; = Ey = R?, F = R,
A =5.

En fait, comme R est de dimension finie, toutes les normes sur R sont équivalentes, (de méme sur R2)
et f et ¢ sont donc continues pour toutes les normes possibles de R et R2.

Exercice 8. i— || ||« est une norme car, pour toutes les fonctions f,g € C°([0,1],R) et tout A € R, on a :
W) Ifllo =0 Vz e [0,1], |f(x)|]=0<Vze[0,1], f(x)=0& f=0
(2) 1M lloo = maxge(o,1)| A f ()| = maxgepo, )M f (@)| = [Ajmaxaeo,1] f ()] = Al fllo
(3) [1f + glloc = maxzepo,ylf(2) + g(z)| < max,ep | f(@)] + |9(2)] < max,eo|f(z)| +max,ep1lg(y)| =
[flloo + llgllo
| lo est une norme car, pour toutes les fonctions f,g € C*([0,1],R) et tout A € R, on a :
W) [[fllo=0< (|f'lo =0et £f(0) =0) & (f' =0et {f(0) =0) & Vx € [0,1], f(x) =£(0) + f[07x] =0«
f=0
(2) IMFllo = IAflloe + IAFO)] = [ Flloe + INLFO)] = NI £llo
B) 1f+gllo=11f+glloc +1(0) + g(O)f < [[flloc + llglloc + [F(O)] + 19(O)] = [[fllo + [lglo
| l1 est une norme car, pour toutes les fonctions f,g € C*([0,1],R) et tout A € R, on a :
. @) [flle =0 (Jiop 111 = 0 et £0) = 0) & ([f'] = 0 et £(0) = 0) < (' =0 et £(0) = 0) < [[f[lo =0 =
=0
(@) Il = fg PP+ IO = Al S 1]+ L)1 = A
G)IIf + gl = Jiouq lf + T+ 1£0)+9(0)] < [io 5 f'1+19'D) + £ O]+ [g(O)] = £l + gl
ii- On remarque que les applications D, D,§,1,Z,. sont linéaires, car il s’agit de la dérivation et de
Papplication identique (seule les normes changent). Pour étudier leur continuité, nous pouvons donc appliquer
le Théoréme 0.1 (i < i), avec n = 1.
L’application D n’est pas continue. En effet, soit f, : = +— %sin(an) pour tout n > 0. On a

fn €CH[0,1],R), || fulloo = 1/n et || f.]lso = n. Pour tout A € R, I'assertion
vf e CH[0,1LR), £l < Allflloo

est donc fausse.
L’application D est continue. En effet, on a pour tout f € C*([0, 1], R) Vinégalité || f'||oe < ||/ lloo+|f(0)] =
[l f1lo. L’assertion
vfeCH([0,1L,R), [ e < Allfllo

est donc vraie avec A = 1.
L’application § n’est pas continue. En effet, soit f, : x — (1 — exp(—nz))/n pour tout n > 0. On a
fn €CHI0,1],R), [|f.lloo = 1 et || full1 = (1 — exp(—n))/n. Pour tout A € R, Iassertion

VFeCH([0,1LR), [f e < Allfln

est donc fausse.
L’application I n’est pas continue. En effet, soit f, : =z — %
fn €CH[0,1],R), | falloo = 1/n et || fullo = n. Pour tout A € R, 'assertion

sin(n?z) pour tout n > 0. On a

Vf e (0,1, R), Ifllo < Allfllo
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est donc fausse.
L’application Z n’est pas continue. En effet, soit f, :  — (1 — exp(—nz))/n pour tout n > 0. On a
fn €CH[0,1],R), || fullo = 1 et ||fnlls = (1 — exp(—n))/n. Pour tout A € R, I'assertion

vf e ([0,1,R), |Ifllo < Allfllx

est donc fausse.

L’application ¢ n’est pas continue. En effet, soit f, : x — (1 — cos(mnx))/n pour tout n > 0. On a
fn € CH[0,1],R), [ fulloe = 1/n et || f]1 = Jio] |sm(7mx)|da: =1 [, I$in(7na)| dz = 2. Pour tout A € R,
I’assertion

vfeCH([0,1LR), Ifl: < Allflle

est donc fausse.

Exercice 9. Soient (E, || ||g) et (F, || ||r) deux espaces vectoriels normés, Q un ouvert de E, a un point de
E et f: Q — F une application différentiable en a pour les normes || ||g et || | 7. II existe alors une application
linéaire continue (continue pour les normes || ||z et || || !) La : E — F et une application p, : Q@ — F de limite
Or en a (limite suivant les normes || |z et || |F!) telle que :

Ve e, f(z) = fla) = La(z — a) + [lz — al|ppa (@) (%)

Considérons maintenant || ||z une norme de E équivalente & || ||z et || ||= une norme de F équivalente a || ||,
et regardons si f : (, || |'z) — (F, || ||7) est encore différentiable en a.
Par hypothese, il existe ¢, C, A, A des constantes > 0, telles que :

Ve e E: elzlr < ||zl < C.lle| (1)

Ve e B: Aallr < llally < Azl s (2)

Notons qu’un changement de norme n’affecte pas la linéarité de L,, qui est une propriété algébrique. Essayons
donc de tester la différentiabilité de f: (Q, || |'s) — (F, || I'+) en a sur le candidat L,, c’est-a-dire regardons si :
Lo : (B g) = (F, || I'=) est continue,
- il existe une application p), : @ — F de limite O en a (limite suivant les normes || ||’z et || ||’=!) telle que :

Vo €Q, f(z) - f(a) = La(z — a) + ||z — a| 5p, (2). ()

- La continuité de L, : (B, | I'5) — (E,] I'=) : il suffit de la vérifier en Og. Si ||z||z — 0, par la premiere
inégalité de (1), ||z||g — 0, et par continuité de L, : (E, || ||g) — (F,|| ||r), on a: |Lo(z)||r — 0. Enfin par la
deuxieme inégalité de (2), on obtient: ||Lq(z)|| — 0. On a donc prouvé : ||z||z — 0 = ||Ls(2z)|= — 0, ie la
continuité de L : (E, || ||) = (B, ] I'%)-

- Si () est vérifiée, nécessairement : Vz € Q : ||z — al|g.po(z) = ||z — a|/z-p,(z). On en conclut que p), est

déterminée par : Vz # a,p)(z) = :'i a:'?. o(z). Par (1) et (2), on a :
T —allg 1
@l = E=2E (@l < 2 Al )
B

Comme on a vu que ||z — a = ||z||y — a, 'inégalité (3) implique : ||z||z — ¢ = ||p,(z)||m — 0.
On en conclut que f : (9, I'z) — (F, || |I7) est différentiable en a, de différentielle la différentielle de
@) = (F A -

Exercice 10. @ est bien linéaire car si B et b sont deux applications de L(E, E; F') et si « et 8 sont deux
véels, Vo, y € B, D(a.B+5.6)(x)(y) = (@.B+ 5.b)(2,y) = 0. B(z,y) + B.b(z,y) = a.0(B)(x)(y) + 5.8(b)(z) (1),
et donc Vo € E: ®(a.B + (.0)(z) = a.®(B)(x) + 5.2(b)(x), soit : ®(a.B + 5.b) = a.®(B) + 3.9(b).
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Montrons que ® est injective. Si ®(B) = Oz(p,zc(p;r)), V2 € E, ®(B)(x) = Oz(p;r), et donc Vy € E,
®(B)(z)(y) = B(z,y) = OF, ie B =0,(r,E5;F)-

Montrons que ® est surjective (I'injectivité n’implique la bijectivé des applications linéaires que lorsque les
espaces de départ et d’arrivée sont de méme dimension finie. Ici rien ne dit que E est de dimension finie, donc
L(E,E;F) et L(E;L(FE;F)) ne sont peut-étre pas de dimension finie). Soit f € L(E;L(FE;F)). Définissons
B:Ex E — F par B(z,y) = [f(x)](y). La bilinéarité de B résulte immédiatement de la linéarité de f en x (a
y fixé) et en y (& x fixé). Montrons que B est continue. Par hypothese f est une application linéaire continue
de E dans L(E;F'), on a :

Ve € B, |f(@)er) < IflleEcmm)-lzl]s. (%)

Mais :
vy € E, [|[f(@)]W)llr < I f(@)lLmlyle

donc par (x) et () :
ve,y € B, [|[B(z,y) = [f@)]W)lr < 1 f e lzlellyle, (5 )

Ce qui est la continuité de B, par le Théoréme 0.1.v. On en conclut que f possede bien un antécédant dans
L(E,E;F), puisque B € L(E, E; F) et par construction ®(B) = f.

Notons que (* * *) prouve que |B| sz mr) < |P(B) = fllz(z;ce;r)) (cf Exercice 4, qui montre que la
norme d’une application multilinéaire est I'inf des constantes A du Théoréme 0.1.v). Montrons pour terminer
que : ||®(B)|z(m;cmry) < I|BlloE,Br)-

Comme

va,y € B, |1B(,y)ll < 1Bl o, mm- Il syl

on a (cf Exercice 4):
[®(B) (@)l c(:rmy < |IBllece,pim-l7lle-

Ce qui donne bien :
2Bl z(m;ccm:ry) < |IBllee,B:r)-

En conclusion @ est un isomorphisme linéaire qui ne change pas la norme (une isométrie linéaire). Ce résultat
se généralise de la fagon suivante : ¢ : L(E,...,E;F) — L(E;L(E;...; L(E;F)...)) défini comme dans 1.4
est une isométrie linéaire. On pourrait bien sir, comme dans 1.4, énoncer ce résultat avec n espaces distincts
FEy, ..., E,, au lieu de n fois F.

Toutes les méthodes de preuve dans le cadre du calcul différentiels sont insensibles aux actions des
isométries linéaires, de sorte qu’'on peut identifier sans ennui les éléments de L(E,...,E;F) et ceux de
L(E;L(E;.. ;L(E;F)...).

Exercice 11. nétait pas continue en (0,0) on ne pourrait espérer prouver que f est différentiable en
(0,0)). On sait que si f est différentiable en (0,0), par la Proposition 1.4, f admet ses deux dérivées partielles

en (0,0), %(0, 0) et g—i(o, 0). Regardons si ces deux quantités existent. Par définition %(0, 0) est la dérivée

0
en 0 de x +— f(x,0) = 1+ 2v/2. La fonction z +— 14 /2 étant dérivable en 0, 5‘_f(0’ 0) existe bien et est v/2.
T

0
On montre de méme que —f(O, 0) existe et vaut 0. Si f est différentiable, par la Proposition 1.4 la différentielle

dy
de f en (0,0) est L : (h, k) — hy/2. Evaluons alors |f(z,y) — £(0,0) — L(z — 0,y — 0)| = |a\/y2 + 2 — 22| =
[ev/2(1/1+y2/V2 — 1)]. Comme \/1+y2/v2 — 1= (s2/V2)/(1+ /14 42/VD), |\ 1+2/VE—1] < y?/V2.
On en déduit que |f(z,y) = f(0,0) = L(z = 0,y = 0)| < |zly* < [[(z,9)[I%, o [|(z,y)[1% = max(|z[, |y]). En

00?

1
particulier : Wﬁ(x,y) — f(0,0) — L(z — 0,y — 0)| tend vers 0 lorsque ||(z,¥)|lcc tend vers 0. On en
Ly Y)lloo
conclut que f est différentiable en (0,0), de différentielle D f(o o) : R? 5 (z,y) — hv/2 € R.
Exercice 12.  Facilement %(1,1,1) = 1, %(1’1’1) =1et %(1,1,1) = —2. L’égalité (2) de la

proposition 1.4 dit que si f est différentiable en (1,1,1), sa différentielle est I'application R® 3 (h,k,1) —
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L(h,k,l) = h+k—2l € R. Montrons alors que fA+h 14k 1+0)— f(1,1,1)—h—k+2l) tend vers

1
[T
0 lorsque ||(h, k,1)|| tend vers 0 (la norme || || sur R? est au choix, puisque R* est de dimension finie et que dans
ce cas la norme n’influe pas sur la différentiabilité). On a: 6 = f(1+h,14+k,1+1) — f(1,1,1)—h—k+2l =
(1/1+ 21 +12)(hk — 2lh — 21k + 21*> — 1> — I?h — I?k + 21®). Choisissons ||(h, k,1)|| = max{|h|, |k|,]!|}. Des que
|(h k)| < 1/2, 1420+ 1% <9/4,

et |hk — 2lh — 21k + 212 — 12 — 1?h — Ik + 213| < 8]|(h, k,1)||?, donc § < 9/4.8.||(h, k,1)||?, et ainsi f est bien
différentiable en (1,1,1). En revanche f n’est certainement pas différentiable en (0,0, 0) puisque f n’est pas
continue en (0,0,0).

Exercice 14. i— Si ® est différentiable, ses dérivées directionnelles suivant toutes les directions

existent. Soit @ = (an)nen un point fixé de E en lequel on va calculer les dérivées directionnelles de ®.
Soit & = (hn)nen un vecteur de E. On a ®(a + th) — ®(a) = (sin(a, + thy) — sin(a,))pen. Supposons
que 1/t[®(a + th) — ®(a)] converge vers | = (In)nen € E (la dérivée directionnelle de ® en a suivant h),
on a alors par définition: ||1/t[®(a + th) — ®(a)] — l|z — 0 quand ¢ — 0, et donc quel que soit n € N,
|11/t[sin(an, + thy) — sin(an)] — L] < ||1/t}®(a + th) — ®(a)] — ]z — 0 quand ¢ — 0. On en conclut
que nécessairement I, = [sin(a, + t-hn)]/(t:o) = hp.cos(a,). Montrons alors que l'on a bien effectivement
Dj;®(a) = (hy.cos(an))nen-
Soit ¢, (t) = sin(ay + thy,) — thy cos(ay), par le théoreme des accroissements finis, il existe 6, €]0;¢[ (]¢,0[ si ¢
est négatif), tel que @, (t) — ©n(0) = t.0!,(0;) = t.hy.(cos(an + O;hn) — cos(an)). A nouveau par le théoréme
des accroissements finis, il existe o, €]0;6,[C|0,t[, tel que: v (t) — pn(0) = t.hy.Ot.hy.(—sin(a, + o1.hy)), et
done, quel que soit n € N, |sin(a,, + thy,) — sin(a,) — thy cos(an)| = |on(t) — ©n(0)] < |t?|hn|?, de sorte que:
[1/¢[®(a+ th) — ®(a)] — I]| g = max(|1/¢[sin(an + thy) —sin(an)] — hn cos(an)|) < |t].| |2, et donc h étant fixé,
on a ||1/t[®(a + th) — ®(a)] — I]|g — 0 quand t — 0, c’est-a-dire que I'on a bien: D5 i ®(a) = (hp.cos(an))nen-

ii- B> h— D;5;®(a) est facilement linéaire et de plus || Dy ®(a)|| g = max(|hy, cos(ay)|) < max(|h,|) = |7 e
Donc cette application est continue.

113- Si @ est différentiable, nécessairement on D‘b(a)(ﬁ) = Dj®(a). On montre de méme qu’au i, que ® est
différentiable en a, en montrant grace au théoréme des accroissements finis, que (1/||EH)[<I>(a+ﬁ)—<1>(a)—DE<I>(a)]
tend vers 0 lorsque ||A|| tend vers 0.

Exercice 15. Sur E, I'espace ¢! des suites réelles absolument convergentes, on considére la norme
v(x = (Tn)nen) = 2] = Z |z |. Etudions la différentiabilté de v : (E,v) — (R,| |). En Og on sait déja que
neN

v n'est pas différentiable. Soit alors a € E'\ {Og}.
e Comme toute norme, par la seconde inégalité triangulaire, v : (E,v) — (R, | |) est continue en a.
e Etude de Dexistence des dérivées directionnelles. Soit & € E.
Evaluons:

1 B, 1
lim - ) —v(z) = 1 = (Jan + tha| — |an]).
Jim (@ + 1) — ()] 0;307;0 ~(an + thn| = ax|)

Evidemment s’il existe n € N tel que a, = 0, en choisissant h = (O(k,n))ken (Ol &(j ) est le symbole de
1 - t
Kronecker, qui vaut 0 si k # n et 1 si kK = n), on obtient: ;[V(a: +th)—v(x)] = |t_| Or cette quantité n’admet
pas de limite lorsque ¢ tend vers 0.
1
Notons alors Q = {a € E; a, # 0, Vn € N}, et supposons a € Q. Notons encore f,(t) = ¥(|an+thn|—|an|),
ou chaque f,, est prolongée par continuité en 0 par f,(0) = e(an)hn, (e(an) =1sia, >0et —1sia, <0). On

a: %[ (z +t.h) — vz an

n>0
Si la convergence de la série de fonctions Zn>0 fn(t) est uniforme, comme chaque f,(t) est continue en
o 1 s s .
t = 0, on aura la continuité de E[ v(z + t.h) an en t = 0, c’est-a-dire: tlgr(l)[z fa@®)] =

n>0 n>0

D faOlmoy = Y Fa(0) = e(an)hn.

n>0 n>0 n>0
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1 1
Or |fn(®)] = |¥(|an + thy| — |an])| < |¥|thn|\ = |hy|; la série Z |hn| étant par hypotese convergente, la
n>0

série ) fn(t) est normalement convergente, donc uniformément convergente.

Conclusion: - Quel que soit a € Q, quel que soit he E, v admet en a une dérivée directionnelle suivant
la direction h, et Dyv () = Z e(an)hy,.

n>0
- Quel que soit a € E '\ Q, il existe une direction h € E suivant laquelle v n’admet pas de

dérivées directionnelles en a, et donc v n’est pas différentiable en a € F \ Q.

e [’application E 3 h — Dyvay = Ze(an)hn est facilement linéaire. Etudions sa continuité. On a:

n>0

| 2ons0 €an)hn| <3250 lha| = v(h).

Conclusion: en a € 2, toutes les dérivées directionnelles D;v () sont des applications linéaires continues
de la variable h.

e Etudions la différentiabilité de v en a € Q. Pour cela évaluons le rapport:

1 - 1
i W(a+h) — v(a) — Dpve) = n%% i

(lan + hn| = lan| — €(an)hn),
lorsque h tend vers 0.

Essayons, comme pour Uexercice 14 une majoration uniforme en n de |a,, + hy| — |an| — €(an)h,, grace au
théoreme des accroissements finis. On a |a, + hp| — |an| — €(an)hn = d(hyn) — ¢(0), ont G(t) = |an + t| — €(an)t,
donc |an + hyn| — |an| — €(an)hn = ¢’ (05).hn, avec 0, €]0; hy[ si

hn, > 0 et Jhy,; 0] si h, <0 . Mais ¢'(0,) = e(an, + 0,) — €(ay), ce qui implique, lorsque a,, et a, + 6,, sont
de signes opposés pour tout n > 0, que ||an + hy| — |an| — €(an)hn| = 2|hy| et donc dans ce cas:

| Z |an + hn| = |an| — €(an)hn| =2 Z || = 21’(5)
n>0 n>0
n’est pas un petit o de Z/(H) Cet essai suggere de mettre en défaut la définition de la différentiabilité de v en
a, en considérant la suite (de suites): (hp) = (=2a,0(p,n))neN)pen-
En notant (h,), le n°™¢ terme de h,, on a en effet:

v(hy) = | — 2a,| — 0, ap + (hyp), et a, sont de signes opposés, et
p—oo

lv(a+ }_ip) —v(a) - Z E(an)(ﬁp)n| = llap — 2ap| — |ap| — (2¢(ap)ap)| = 2|ay| = V(Ep)~
n>0

—

On en conclut que (i_i )[I/(a + hp) — v(a) — D5 v(q)] ne tend pas vers 0 lorsque p — oo, et donc que v n’est
v(hp P
pas différentiable en a.

Conclusion générale: La norme v n’est différentiable en aucun point de F, bien qu’admettant en tout
point a € Q et selon toute direction h, une dérivée directionnelle D;v(,) linéaire et continue en la variable

heE.

Remarque: L’ensemble 2 est d’intérieur vide. En effet, tout point de € est limite de suites de points de
E\ Q. par exemple, si a € Q, la suite a, = (ag,a1,-..,ap,0,0,...) est une suite de points de E \ © telle que

— = n 0.
va—a)= Y la —
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Chapitre 2- Calculs sur les différentielles.

2.1. Théoreéme des applications composées.

Dans le cas des applications de variables et de valeurs réelles, f : I - R, g: J — R, (I et J étant deux
intervalles ouverts de R) lorsque la composée g o f a un sens, c’est-a-dire lorsque f(I) C J, on sait que la
dérivabilité de f en un point a de I et celle de g en f(a) = b impliquent, la dérivabilité de go f en a et que de
plus (g0 f)'(a) = g/ (f()) x f'(a).

On dispose, dans le cas des applications définies sur un espace vectoriel normé quelconque, d’une
généralisation de ce résultat. Il s’agit d’un résultat qualitatif (existence de la différentielle de la composée) aussi
bien que quantitatif (expression de cette différentielle en fonction des différentielles des applications qui entrent
dans la composition). A ce double titre, le Théoréeme des applications composées s’avere extrémement pratique.
Il permet d’assurer la différentiabilité d’applications “complexes”, lorsque la définition de la différentiabilité est
impraticable, et de calculer directement la différentielle.

Théoréme 2.1. (Théoréme des applications composées) — Soient E, F,G trois espaces vectoriels
normés sur K, Q un ouvert de F et U un ouvert de F. Soient f : Q — U C F et g: U — G deux applications
différentiables respectivement en a et b = f(a) telles que f(2) C U.

Alors I'application g o f : Q@ — G est différentiable en a, et de plus :

D(g o f)) = Dyif(ay © D f(a)-

Remarque. La formule est cohérente : puisque Dgiray € L(F;G) et Dfqy € L(E;F), ces deux
applications linéaires se composent bien.

Preuve. on a:
Ve e Q; f(x) = fla) = Dfoy(r —a)+ ||z — allp.(z), avec ilg}lpa(x) =0.

Yy eU; g(y) —g() = Dguy(y —b) + [ly — bllay(y), avec iig})qb(y) =0.

D’ou :
Ve € g(f(2)) — g(f(a)) = Dgw)(Dfa)(x — a)) + ra(z), avec
ra(z) = [lz — al| Dy (pa(@)) + | D fa)(z — a) + ||z = allpa(z) [ (f (2))-
Comme D f(,) est une application linéaire continue, d’apres la définition méme de sa norme |Df,)|| =
IDfalle(e;ry qui vérifie [| D fiq)(z — a)l| < D fa)ll-llz—all, on en déduit : |[rq(z) < ||lz —all(| Dg)(pa ()]l +
(IDfayll + [pa() ) llgs(f(x))]]), et par continuité de Dgg), on a bien rq(x) — 0 quand  — a. Enfin, la

composée de deux applications linéaires continues étant linéaire continue, Dg) o D f(q) est linéaire continue et
est ainsi bien la différentielle de g o f en a. U

Remarque. Si E = F = G =R, on a vuque : Df,)(h) = f'(a).h € R et Dgyy(k) = g'(b).k € R, on a
donc prouvé le résultat bien connu : (g o f)'(a) = f'(a).¢'[f(a)] en prouvant : D(g o f)w) = Dgisa) © Dfia
car Yh € R, (g o f)'(a).h = D(g o f)a)(h) = [Dg[s(a) © Dfw)](h) = Dgisa)(Dfa)(h) = Dgisay(f'(a).h) =
g'(b).f'(a).h

Remarque (retour sur les dérivées partielles). Si dim(E) = n, la base & = (€1,...,¢,) de E étant

n
fixée, on dispose d’un isomorphisme naturel ® : K" — E, donné par ®(z1,...,x,) = E zj.€j.
J=1
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J
Notons @ = @~ !(a) = (a1,...,a,) € K" et & = ®71(&;) = (0,...,0,1,0,...,0). En considérant I'application

f: K" — F, définie par f: fo®, on a par le Théoreme des applications composées :
Df(g) (gj) = Df(a) [DCI’(;) (gj)]

Mais ® étant linéaire D(I)(Z) (€;) = ®(e;) = €, on en déduit :

o s Of
Df(g)(ej) = Df4)(€}), c’est-a-dire 8—%(a)

o

0 of N e :
On peut donc trouver 8—f(a) en calculant 8—f(a), c’est-a-dire en calculant une dérivée (en 0) d’une fonction
L L

d’une seule variable scalaire :

K>t— f(al,...,aj_l,aj —l—t,aj_,_l,...,an) e F.
Bien str, dans le cas ou E = K", & =Id.

Exemple. Reprenons I'exemple du paragraphe 1.3 dans le formalisme de la remarque précédente. Dans cet
exemple F est 'espace vectoriel des polynéomes d’une seule variable et de degré <2, & = (€1 = 1,6, = X, 5 =
X?2) est la base choisie de E. On considere I'application f : E — R définie par £ 3 P(X) = ag+a1 X + s X? —
f(P) = sin(az) + cos(a;) + cos(ag)a3 € R. Calculons la troisieme dérivée partielle de f dans la base €
au point @ = 1+ X2, & 'aide de la remarque ci-dessus. Avec les notations de cette remarque, Q = (1,0, 1),
~ ~ . 0 of ~
f:R®3 (x,y,2) — f(z,y,z) = sin(z)+cos(y)+cos(z) 2> et 8_1((@) = 8_f(Q) = cos(1)+cos(1)(3.1%) = 4 cos(1).

€3 z

Remarque (effet d’un changement de base sur les dérivées partielles). Les dérivées partielles d’une

application f : E — F dépendent de la base B = (€1, ..., &,) dans laquelle on les calcule. Soit B’ = (d1,...,dn)

0
une autre base de E. Voyons quelle est la relation entre les dérivées partielles a—ef(a) = D¢, f(a) de f dans la

J
0

base B et les dérivées partielles 8—f(b) = Dg, f) de f dans la base B.
Qi ‘

On a par définition Dz, f(a) = Df(a)(€j) = D f(a)(P(d;)), ou P : E — E est application linéaire qui fait
passer de la base B’ & la base B. Or DPp-1(q)) = P, et par le Théoréme des applications composées, on obtient

. . O(foP
: Dz, f(a) = Df(a)(DP(p-1(a))(d})) = D(f 0 P)(p-1(a)) (@) = 7%1% )

a dans la base B au point a sont égales aux dérivées partielles de f o P dans la base B’, au point P~!(a).

(P~ '(a)) : les dérivées partielles de f en

Exercice 17. Calculer, en utilisant la remarque ci-dessus, les dérivées partielles de ’application de
I'exemple précédent, au point @, mais dans la base B = (a1 =1+ X,ds = X% — X,d3 = X2 —1) de E.

2.2. Structure d’espace vectoriel.

Proposition 2.2. — Soient E et F' deux espaces vectoriels normés sur K, a € E. Si Q est un ouvert de E,
f,9: Q — F deux applications différentiables en a, et si A € K, alors f + g et A\.f sont aussi différentiables en
a, et D(f + g)(a) = Df(a) + DYg(ay, DA-f)(a) = A-Df(a)-

On en conclut que I'ensemble des applications différentiables en un point de E est un sous-espace vectoriel
de I'espace des applications continues en a, on le note D ,). De plus, I'application D, : D,y — L(E; F) qui a f
associe D f(,) est une application linéaire.

Meéme énoncé pour les applications différentiables sur un ouvert donné de FE.

Preuve. La preuve se fait soit directement en écrivant la définition de la différentiabilité, soit en utilisant
le Théoreme des applications composées et les résultats du paragraphe suivant sur les applications a valeurs
dans un espace produit. (cf les Exercices 23 et 24). O
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2.3. Applications a valeurs dans un produit, matrice jacobienne.

On se pose le probleme du calcul explicite de la différentielle d’une application f = (f1,..., fi) & valeurs
dans un produit en fonction des différentielles de ses composantes f1,..., fm.

Theoreme 2.3. — Soient Fi, ..., F,,, E des espaces vectoriels normés sur K, a € E et f = (f1,..., fm) :
E—F=F x...xF,,. Alors [ est différentiable en a ssi ses m composantes f1,..., fm le sont. De plus, on a

: Dfay = (Dfi(a),--+>Dfma))-

Preuve. (cf Exercice 23). Si f est différentiable en a, f; = m; o f l'est aussi, ou m; : F' — Fj est la
projection canonique, et de plus Dfj) = m; o D f(,), d’out la formule. Réciproquement notons ¢; : F; — F|,

m

lapplication linéaire (continue) définie par ¢;(y;) = (0,...,0,9;,0,...,0),ona: f = Z gj o f;, donc si chaque
j=1

f; est différentiable en a, il en est de méme de f. (]

Posons maintenant en exercice un résultat utile dans le cas ou ’application que ’on différencie est a valeurs
dans un espace vectoriel normé de dimension finie.

Exercice 18. Soit f: Q — F une application, ou E et F sont deux espaces vectoriels normés, F' étant
de dimension finie, et ot Q est un ouvert de E. Soient , a € Q et Ep = (€1,...,6n) une base de F. Si on
écrit f(x) = f1(x).€, + ...+ fm(x).€n (les composantes de f(x) dans la base Ep ), cette écriture définit les

m

composantes (f;)je1,..,m} de f dans la base £, ie : f = Z f;-€. Montrer que f est différentiable en a ssi

Jj=1
m

toutes ses composantes f; le sont et montrer qu’alors D f(,) = Z Dfi(a)-€j-
j=1
Considérons maintenant le cas ou E et F sont de dimensions respectives n et m, et choisissons un couple
de bases £g, £, pour respectivement F et F'.
Soient alors 2 un ouvert de E et f : £ — F une application différentiable en a. Sa différentielle
Dfy : E — F étant une application linéaire de E' dans F', on peut lui associer une unique matrice n X m qui
la représente, dans les bases £g et £p. Notons-la J(f)(a)(cfE,gp) ou plus simplement J(f),), sans ambiguité.

Sih= (h1,...,hy) est un vecteur de E écrit dans Eg, on a :
hy
[Dfay(Mer = J(fa)- |
hn
Par I’Exercice 18 :
m D fi(a) () h1
[Dfiay(W)]er =D Dfjia)(h).&le, = : =J(f :
=t Dfm(a) (h) hn

de sorte que I'élément de J(f)(,) qui se trouve a la j°" ligne et la k"¢ colonne est : D fj(q)(€x) = Dg, fi(a) =
95 (o).
8l‘k

Théoréme 2.4. — Soient E et F deux espaces vectoriels normés de dimension respectivement n et m,
Q un ouvert de E, a € Q et f: Q — F une application différentiable en a. Si on fixe deux bases g et Ep
respectivement dans E et F, la matrice associée a Df(,) : £ — I dans ces bases est notée Jac(f)). On
I’appelle la matice jacobienne de f en a. Ces coefficients sont donnés par :
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0f1 of1
a—xl(a) . a—xn(a)

Jac(f)(a) = )
Afm O fm

ou f; est la 7¢ composante de f dans .
Le Théoreme 2.1, donne alors immédiatement (dim(G) = p) :

dg1 g1 of oh

9o, @) o g @)) [ Fe) gt
Jac(go f)a) = : : : : : - H

8—:c1(f(a)) E(f(a)) 8—x1(a) 3—%(“)

Remarque (sur la norme de Df,) en dimension finie). Soit f : & — R™, o Q est un ouvert de R". Si
ac Qetsifest différentiable en a, D f(,) est une application linéaire de 'espace vectoriel normé L(R";R™),
qui est de dimension finie. Deux bases étant choisies respectivement sur R™ et sur R™ (par exemple les bases
canoniques), une application linéaire est représentée de fagon unique par une matrice n x m. Une norme || |1
sur L(R™;R™) est alors donné par :

L[ = max; j]ai;],

ot L est représentée par la matrice (aij)ie{1,...,n},je{1,,m} (ce qui revient a rendre isomorphe L(R™;R™) et
R™ ™ et a transporter la norme du max de R"*™ via cet isomorphisme sur £(R";R™)). Comme sur £(R"; R™)
toutes les normes sont équivalentes, il existe deux réels C, K > 0 tel que :

C- Ll < IL < K- L],

ot || || est la norme de 'opérateur L, définie dans le chapitre 0. En particulier | D f,)| est proche de 0 ssi
| D fa)ll1 est proche de 0, ie ssi toutes les dérivées partielles de f en a sont proche de 0.

2.4. Théoréme de la moyenne

Dans le cas des fonctions réelles f : [a,b] — R continues sur [a,b] et dérivables sur ]a,b[, on dispose
du Théoréme des accroissements finis : quels que soient © < y dans [a,b], il existe 6 €]a,b] tel que
fly) = f(z) = f'(0)(y — z). En particulier si |f'(z)| est majoré par M sur |a, b, |f(y) — f(x)] < M.|ly — z|.

Dans le cas des applications ayant leurs variables dans un espace vectoriel normé F et leurs valeurs dans
R, la formule f(y) — f(x) = Df)(y — x), ou § €]x,y[, a encore lieu, pourvu que le domaine de définition
de f soit convexe (ie si deux points sont dans 2, le segment qui les relie est encore dans ). En effet, soient
x,y € Q, Papplication G(t) = f(x + t(y — z)) est une application dérivable sur |0, 1[, puisque f est elle méme
différentiable sur €2 et que |z, y[C Q. De plus G est continue sur [0, 1], car f est continue sur 2. Le théoreme
des accroissements finis appliqué & G donne lexistence de 6 €]0, 1] tel que G(1) — G(0) = G'(0)(y — z). Or
G(l) - G(O) = f(y) - f(.l?), G,(H) = Df(erG(yfz)) et {=x+ H(y - J?)) E]J), y[a puisque 6 E]O’ 1['

En revanche dans le cas ou 'application f n’est plus a valeurs dans R, on ne peut espérer que la formule
fy) = f(x) = Dfey(y — x), out £ €]z,y[, ait encore lieu, méme si les variables de f sont dans R, comme le
montre 'exemple suivant. Soit f : R — R? définie par f(x) = (sin(z),cos(z)). Soit z € R. il existait § €]0, z[
tel que f(z) — f(0) = D fg)(z) = x.f'(#), on aurait : (sin(z),cos(x) — 1) = (z.cos(f), —z.sin(f)), ce qui donne
en prenant les normes euclidiennes des deux membres de I'égalité : 2 — 2. cos(x) = z2. Or cette égalité ne peut
pas étre satisfaite pour tout x € R.
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Cependant, dans le cas tout a fait général des applications de variables et valeurs vectorielles, I'inégalité :
Ilf(y) = f(z)]] < M.|ly— x|, ot M majore || D fi¢)llc(mr) sur le segment [z,y] C ©Q, alieu. C’est ce substitut du
theéoreme des accroissements finis que l'on appelle le Théoréeme de la moyenne.

Lemme 2.5. — Soient [a;b] un intervalle fermé de R, F un espace vectoriel normé, et f : [a;b] — F,
g : [a;b] — R deux fonctions continues sur [a;b], dérivables sur |a;b|, telles que :

vt €lasbl, | F' ()]l < 9'(2).

On a alors :

1£(b) = f(a)|| < g(b) — g(a).

Preuve. Soient s €]a;b[ et ¢t €]a; b tels que : a < s <t < b.

La dérivabilité de f et g en s donne :
F(t) = £(s) = F/(5)(t = 5) + (¢ = $)pa(), aveclimp,(t) =0,

9(t) — 9(s) = g (8)(¢ — 8) + (¢ — )as (1), aveelim g,(1) = 0,
d’ou :
1F(t) = £ < NN = s) + (& = 5)llps (D]
(9(t) = g(s)) = g'(s)(t = ) + (t — 5)as(t),
et comme || f7(s)|| < ¢'(s), on en déduit :

1F (&) = ()l = (= s)lps (D)l < (9(t) —g(s)) = (¢ = s)llgs ()],

et donc

9(t) = g(s) = 11 (&) = F()Il = (€ = 5)(gs(8) = lIps(D)D)-

Si a > 0, en posant :
U(s,t,0) = g(t) — g(s) = (&) = f(s) + alt —s) = (t = s)(a + qs(t) — [Ips(®)]]),

et A(s,a) = {t €]s,b[;¥(s,t,a) > 0}, on voit que A(s,a) # 0. Notons o = sup(A(s,a)) et supposons que o < b.

11 existe alors u €]o; b] tel que (o, u, o) > 0, c’est-a-dire :
g(u) —g(o) = | f(w) = flo)| + a(u—0) =0,
mais bien siir, par passage a la limite (continuité de f et de g en o € [s,b]) :

9(0) —g(s) = [If(0) = f(s)l + alo = s) 20,
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d’ou par addition membre a membre :
9(u) — g(s) = (1f(0) = ()] + £ (w) = F@)) + alu—s) >0,
et en appliquant I'inégalité triangulaire, on aboutit a la contradiction :
P(s,u,a) >0 et u > o,
de sorte que 0 = b et donc pour tout s €]a; b[, pour tout a > 0 :

g9(b) = g(s) = [l (0) = f(s)ll + (b —5) = 0,

en faisant s — a et a — 0, on obtient le résultat (par continuité de f et de g en a). U
De ce lemme on déduit immédiatement le théoreme de la moyenne annoncé dans I'introduction :

Théoréme 2.6. (Théoréme de la moyenne) — Soient E et F deux espaces vectoriels normés, 2 un
ouvert de E, [a;b] C Q et f:Q — F une application différentiable. On a I'inégalité suivante :

1£(4) ~ f@l < sup |Dfey(b—a)ll < sup [Dfg)llIb—al.
£€lash] £€la;b]

Preuve. Posons G(t) = f(a + t(b — a)), pour t € [0;1]. Cette application est différentiable sur
10,1[, et G'(t) = DGyH(1) = Dflaqt—apn([t — a + t(b —a)l'(t)) = Dflattb—a))(b — a), on a donc
G'(®)|| < supeergpt 1D fiey(d — a)|| = M. On applique alors le lemme précédent & G et ¢ = M, entre 0 et
§€(a;0] 6
1. (]

Remarque. e Il se peut, dans I’énoncé du Théoreme de la moyenne, que la quantité :
SUPecam 1D fie)(b — a)| soit +oo. Auquel cas la majoration donnée par ce théoreme est toujours vraie
(|l £(b) — f(a)|| < +00) ! En revanche si Df : Q — L(E; F) est continue, c’est-a-dire si f est C', sur l'intervalle
fermé borné [0, 1] la fonction continue ¢ — D f(414(b—qa))(b — a) est bornée, et la majoration fournie par le
Théoreme de la moyenne devient non triviale.
e L’hypoyhese de convexité est essentielle dans le théoreme de la moyenne, comme le
montre 'exemple qui suit : soit f : D — R I'application dont le graphe est donné par la figure ci-dessous.

f(b)

Sur cette figure D est un domaine de R? non convexe (un exercice serait de trouver une expression
différentiable de f). De plus sur la figure on constate que les dérivées partielles de f en tous points de D sont
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“petites”, car ces dérivées partielles sont les pentes des tangentes aux courbes données par l'intersection du
graphe de f et des plans de coordonnées, et ces tangentes sont quasiment horizontales. En conséquence, d’apres
la remarque qui suit le Théoreme 2.4, quel que soit @ € D, || D f(,|| est “petit”. Disons par exemple pour fixer
les idées que Vo € D, ||Dfe,| < 1/2. Mais en choisissant a et b dans D comme sur la figure, on peut avoir
|f(b) — f(a)| =1, et |b — a| aussi proche de 0 que 'on veut. L’inégalité :

L=f(b) — f(a)] < sup [[Dfx)l - [Ib—al
¢eD

n’est ainsi pas vraie. On peut obtenir || D f|| aussi proche de 0 que 'on veut, tout en conservant |f(b) — f(a)| =
1, pourvu que le chemin qui relie a et b dans D soit suffisament long.

En réalité sur des domaines non convexes tels que D, on peut majorer la différence |f(b) — f(a)| par
supep (1D f)ll - Yap, 01t Yap est la longueur minimale des chemins reliant a et b dans D (cf Exercice IT du
partiel du 21 novembre 2002).

Définition. Soit f : Q@ — F une application. On dit que f est localement constante sur €, ssi quel que soit
a € (Q, il existe un voisinage ouvert €2, de a dans € sur lequel f est constante.

Corollaire 2.7. — Soient E et F deux espaces vectoriels normés, Q un ouvert de E, f : Q — F est
localement constante sur ) ssi f différentiable sur ) et D f(,) = Oz(g,r), pour tout x € Q.

En particulier si ) est connexe, f est constante sur §2 ssi f différentiable sur Q et D f,) = Oz(p;r), pour
tout x € €.

Preuve. Si f est localement constante, pour tout = € €, il existe p > 0, tel que f est constante sur B, C €,
et donc f est bien différentiable sur B, et D f,) = 0z(p,r). Réciproquement, si D f(,) = 0z (g;r) sur €2, soit

B, C Q. Par le Théoreme de la moyenne, quels que soient a et b € B, ||f(b) — f(a)|| < 0.]Jb—al| =0, et
donc f est constante sur B,,.

Enfin si Q est connexe, une fonction localement constante sur §2 est constante. (]

Remarque. Comme on I’a déja souligné dans la remarque ci-dessus, I’hypotheése de convexité pour le
domaine de f est capitale dans le Théoreme de la moyenne et pour le Corollaire 2.7, I'hypothese de connexité
qui en découle, l'est tout autant. Par exemple la fonction f :]0,1[U]1,2[— R qui vaut 0 sur ]0,1[ et 1 sur ]1,2[
est différentiable sur |0, 1[U]1, 2, de différentielle nulle sans pour autant étre constante sur |0, 1[U]1,2[ !

Définition. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, 2 un ouvert de E, f : @ — F. On dit que f est
lipschitzienne sur € ssi il existe une constante C' > 0 telle que :

Va,yeQ [f(y) - f@)llr <Clly—z|e.

On dit que f est localement lipschitzienne sur €) ssi quel que soit a € 2, il existe {2, un voisinage ouvert de a
sur lequel f est lipschitzienne. Autrement dit :

VYa € Q, 3Q, C Q un ouvert contenant a, 3C, > 0 tels que :
Va,y€Qa, [[fy) - f@)lr < Cally—zle.
Corollaire 2.8. — Soient E et F deux espaces vectoriels normés, Q un ouvert de E, f : Q — F une

application C* sur Q. Si E est de dimension finie, f est localement lipschitzienne sur €.

Preuve.

Soit a € Q et ©, une boule centrée en a de rayon suffisament petit pour que I'adhérence Q, de €, soit
encore dans ). Soient x et y dans ,. Comme €, est convexe, le segment [z,y] C Q, C Q. Le Théoréme de la
moyenne donne alors :

1f () = f@)llr < sup [Dfig)ller-lly =zl < sup [Df)llcem-ly — .
EE[CE,y] €W,
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Comme E est par hypothese de dimension finie, la boule fermée €, est compacte, et comme Q, > ¢
IDfllccesry € Ry est une application continue (en tant que composée des deux applications continues
Il llz(E;Fy et Df), cette application est bornée sur €2, disons par C,. On a donc :

1£ @) = f@)llF < Cally—af. O

2.5. Théorémes CF.

Théoreéme 2.9. — Soient E, F et G trois espaces vectoriels normés, ! C E un ouvert de E, Y C F un
ouvert de Fy et f: Q—U,g: U — G.

Si f est C* (resp. admet une différentielle d’ordre k en a) sur ) et si g est c* (resp. admet une différentielle
d’ordre k en f(a)) sur U, alors g o f est C* (resp. admet une différentielle d’ordre k en a) sur Q.

Preuve. Par récurrence sur k > 1. Par le Théoreéme des fonctions composées, f et g étant différentiables,
on obtient la différentiabilité de g o f, et

D(go f)=Bo(Dgo f,Df),

ou B: L(F;G) x L(E; F) — L(F;G) est définie par B(L1, L) = Ly oLy. B étant (bilinéaire) continue (puisque
||B(L1,La)|| = ||L1 o Lo|| < ||L1]|.||Lz2]|), on en déduit que D(g o f) est continue lorsque D f et Dg le sont.

Supposons maintenant le théoreme prouvé, pour tout k£ < n, et montrons le pour n+ 1. On sait que D f et
Dg sont n fois différentiables sur Q et U, et D(go f) = Bo(Dgo f,Df), comme B est aussi C", par hypothese
de récurrence, D(g o f) est aussi C", et donc go f est C" 1. (]

Théoréme 2.10. — Soient E un espace vectoriel de dimension n, F' un espace vectoriel normé, ) un ouvert
de FE et f:Q — F. Fixons une base de F, relativement a laquelle nous considérerons les dérivées partielles de
f.

1.i- Si f est C* sur Q, f admet toutes ses dérivées partielles sur Q et celles-ci sont continues sur 2.

1.ii- Réciproquement, si f admet toutes ses dérivées partielles sur ) et si celles-ci sont continues sur §2,
alors f est C' sur Q.

Donc f est C' ssi ses dérivées partielles existent et sont continues.

1.i3i- Si f admet toutes ses dérivées partielles et que celles-ci sont continues en a € €}, sauf éventuellement
une qui n’existe qu’en a, alors f est différentiable en a.

On a en realité le théoréme général suivant :

2.i- Si f admet en a une différentielle d’ordre k > 1, alors f admet en a toutes ses dérivées partielles

d’ordre k: .
9 of ] " f ‘ ‘
— (. (=)... tée ——m—— 1,...
8xjk 8$j1) )(a’) notee 8xjk B .8l‘j1 (a’)a J1, yJk € { ) ,TL}
en a. On a de plus :
Vhlv"'vhka Dkf(a)(hk)(hl) =
k h H 8kf Jk J1
D*fay(hk, . sha) = Y ———(a).h ... ]] (3)

0x: ...0x;
1<ji,..ji<n I* J1

O (Y

2.ii- f est de classe C* sur Q ssi f admet toutes ses dérivées partielles d’ordre k; 3
Lj

| 8xj1)"')’

Jise-oy gk €4{1,...,n} sur Q, et si celles-ci sont continues sur .

2.ii3- Si f admet toutes ses dérivées partielles d’ordre k sur €2, continues en a € (), sauf éventuellement une
qui n’existe qu’en a € ), alors f est k-fois différentiable en a.
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Preuve. Prouvons 1.7. Si f est différentiable en un point, on a vu que toutes ses dérivées partielles existent

et que%—WjODf, ou :

v,: LE,F) — F
L - g0)-LE).

Montrons que ¥; est continue (ce n’est pas parce que E est de dimension finie que L(E;F') est aussi de
dimension finie, et donc la continuité de Iapplication linéaire ¥; n’est pas automatique). ¥, est linéaire et
1;(L)[F = [LE)IFr < ILllzeml€)lle, il s’ensuit que A = ||€}]|z convient dans la caractérisation v du

0
Théoreme 0.1 de la continuité de ;. Si Df est continue, il en est alors de méme de 8—f
Ly

Prouvons maintenant 1.ii. Si les dérivées partielles de f existent et sont continues, et si de plus D f existe,

= 0
alors comme : Df = ij o ('9—5]-’ ou :

Jj=1

(JE

—
—

<

= @)h) = hy.g

on obtient la continuité de Df, des que celle de v, est assurée. Montrons la continuité de ;. ||T/Jj(g)(}_i)”p =
Ih;Zle < |Alloo-l|#llF. Or dans E de dimension finie, toutes les normes étant équivalentes, il existe C' > 0 tel
que | oo < C.| 15, et donc : [4;(@) ()] < C.Ill. |7 ». On en déduit que ||t (7)m:r) < C.IF]r,

ce qui est la continuité de ;.

Montrons maintenant que ’existence et la continuité des dérivées partielles impliquent la différentiabilité
de f. Pour cela il suffit de prouver 1.i:i.

Supposons donc que toutes les dérivées partielles de f existent sur {2 et sont continues en a € €2, sauf,
par exemple la derniére qui n’est peut-étre pas continue, et montrons que f est différentiable en a. On peut

supposer pour cela que n = 2, sans perte de généralité et ||(h1, he)|| = max{|h1|, |ha|}.
Estimons pour cela :
z » Of of
h) = h) — =—(a).h1 — =—(a).hs.
o) = fa+ ) = 2@t~ 2L @ne
On a g(0) = f(a) et g est partiellement dérivable, puisque f lest. On obtient :
dg .., _Of of

() = S(a+h) = (@), i e {12}

99 oy = 99
81‘1 (0) -

(0) = 0. Soit € > 0, par continuité de 97 en a, il existe p > 0, tel que ||| < p = ||ﬁ(h)|| < e
81‘2 8331 8331

On a alors :
lg(h) = g(0)I| < llg(R) — g(0, h2)|| + [|g(0, h2) — g(0)]-

Maintenant on peut appliquer le Théoréme de la moyenne & R 3 ¢ — g(¢, he) € F entre 0 et hy, ce qui donne,
0 -

puisque la différentielle en ¢ de cette derniére application est T — 8—9(15, he)-T et [h,(0,h2)] C B, :
T

- 0
lg() = g(0.ho)l| < sup [ (©)h] < eJhu].
£€li(0,h)) %1

7]
D’autre part I'existence de —g(O) donne la majoration :

81‘2

19(0, h2) = g(O)[| < 0.[ha| + [Ralpo(0, Ra)l, ot po(2) — 0 quand z — .

On en déduit :
lg(h) — g(0)|| < €.|h1| + 0. h2| + |h2].[[po(0, ha)[| < [|R]]-(e + [[po(0, h2)]),
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c’est-a-dire :

of
8x1

(@) b + 2L (@) o)l < 1€ + 1po(0, B ),

1f(a+h) = fla) = [ Fos

qui est la définition de la différentiabilité de f en a.
Montrons maintenant 2.i.

Par récurrence sur k. Si f est k-fois différentiable en a, alors Df est (k — 1)-fois différentiable en a et

admet par conséquent ses dérivées partielles d’ordre k£ — 1 en a, et comme de plus . = V;oDf, pour tout
Ly

0]
je{l,...,n}, 91 admet ses dérivées partielles d’ordre k — 1 en a.
81‘]'

En ce qui concerne la formule, montrons-la pour k = 2 seulement.

Ona: Df = Zz/)j f , donc :
Zj

D f<a>waJoD Zw] Zawj o T,

c’est-a-dire que :

Montrons 2.ii aussi par récurrence sur k. Si f est C*, Df est C*7!, et par hypothese de récurrence,
. . . . of
ses dérivées partielles d’ordre k — 1 sont continues sur 2. D’aprés la formule ci-dessus, les —————— sont
8xjk e 8le
continues sur ). Réciproquement, supposons que f admette toutes ses dérivées partielles continues en a, sauf
éventuellement une qui n’existe qu'en a et montrons qu’alors D* f(a) existe. La preuve se fait encore par

récurrence sur k. Comme les dérivées partielles de f existent toutes et sont continues en a sur €2, D f existe sur
n
0] . (e .
Q,etona: Df = Z ;o 8—f On déduit de cette formule que D f admet toutes ses dérivées partielles d’ordre
= O
0
k — 1 continues en a, comme les 8—f Par hypothése de récurrence, Df est de classe C*~1 en a, i.e. f est C*
N

J
en a. D

Remarque : Une fonction peut bien siir étre différentiable sur un ouvert sans que ses dérivées partielles
soient continues. Autrement dit la réciproque du 1.7¢7 dans le Théoréme 2.10 n’a pas lieu. Par exemple, lorsque
1
E = F =R, dérivée et dérivée partielle coincident. Considérons alors f(t) = t2 sin(;)7 définie en 0 par f(0) = 0.
Cette fonction est dérivable sur R tout entier, de dérivée nulle en 0, comme on s’en assurera en calculant le taux
d’accroissement de f en 0.

Mais f/(¢) ne tend pas vers f/(0) = 0, lorsque ¢ tend vers 0.

On peut “voir” cette propriété de la fagon suivante : le graphe de f est compris entre ’axe Oz des abscisses
et celui de y = 22. 11 “s’écrase” donc sur Oz en 0, c’est-a-dire que f est dérivable en 0. Cependant, le graphe
de f oscille entre Oz et celui de y = 22 de telle sorte que les pentes des tangentes au graphe de f ne tendent
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pas a étre horizontales pres de 'origine.

\mﬂv |

Théoréme 2.11. (Théoréme de Schwarz) — Soient E et F deux espaces vectoriels sur le corps K,
un ouvert de E et a € 2. On considére une application f : Q — F, qui admet en a une différentielle d’ordre
k > 1. Alors I'application Dkf(a) : E¥ — F est une application k-linéaire symétrique; c’est-a-dire que pour

tout ﬁl, ceey ﬁk € E, et pour toute permutation o de k éléments :
D* oy (Brs - 1) = D foy (Bo(hys - - -+ Bo(1)) (4)
En particulier, losque E est de dimension finie n, pour tout j1,...,j; € {1,...,n},
orf orf
x]l x]z e x]k x]a(l) x]a(Q) x](r(k)

Preuve. La preuve se fait par récurrence sur k. Pour k = 1, il n’y a rien & prouver. Pour k& = 2 la preuve
se fait de la facon suivante. On montre :

1
lim —

0#£t—0 t2 wt(ﬁ’ E) - D2f(a)(E)(H)] =0,

o 8;(h, k) = fla+th+tk) — f(a+th) — f(a+tk) + f(a) est une quantité symétrique en h et k. Pour cela on
procede ainsi :

Posons E 3 h — gy(h) = f(a+th + tk) — f(a + th) — 2D?f,y(k)(h) € F. On a g(h) — g:(0p) =
6(5, E) — t2D2f(a) (E)(ﬁ) On peut supposer, h et k étant fixés, que t est suffisamment petit pour que a + th+ E,
a+tk et a+th soient dans une méme boule centrée en a et incluse dans . On peut alors appliquer le Théoreme
de la moyenne sur cette boule :

16:(R, &) — 2D f(oy (k) (R)]| = llge(h) — g¢(0E)|| < S IDgsc)I-|IRl-
€0r

Mais
Dyicy = t(Df g iirec) — Dlaricy) = °D? fray (k)
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= (DS g iks1c) — Dfta) + D) = Dfatcy) = D fiay (R)

= t{tD? f(ay(k + C) — tD? f(a) (C) + [t].1K + C|[pa(tk + t¢) + [t].11C]lga (tC) — tD? f(ay (K)]

Donc
IDgue) | = [E12]] 1 + Cllpa(tk + ) + (1<l ga () -

On en conclut que

i 16 ) = D2 (BY()] =
et donc par symétrie de 8;(h, k) en h et k, on a bien D2f(a)(E)(H) = D2f(a)(ﬁ)(E).

On prouve la symétrie des différentielles d’ordre supérieur par récurrence sur 1’ordre, en utilisant le résultat
que 'on vient de prouver et la décomposition des permutations en certaines permutations.

Enfin, on prouve (5) en imposant he = (hy =0,...,0, hi"’ =1,0,...,0), pour tout £ € {1,...,k} dans (4)
et en utilisant (3). O

Corollaire 2.12. — Soient E un espace vectoriel normé réel de dimension finie n, F' un espace vectoriel
normé réel, Q) un ouvert de E et f : Q — F une application admettant une différentielle seconde en a € ). Une
base B de E étant fixée, par la formule 3, quel que soit h et k dans E, on a, en écrivant h = (h',... h") et
k= (k',... k™), les coordonnées de h et k dans B et e les dérivées partielles relativement a cette base :

Ly
(D fay(R) ()= ) kIRt =
1<i,5<n ax]axl
0% f 0% f (a)
a) ... ——(a
0x1011 0x,0x1 ket
( hl PPN hn ) . :
an an L
a) ... a)
0x10T, 02,0z,

La matrice carrée n x n ci-dessus est appellée le Hessien de f en a relativement a la base BB, on la note ’H(f)(a)
La formule (5) du théoréme précédent montre que la matrice H( f) (a) €St une matrice symétrique, et par
conséquent H(f)B (a) Ot orthogonalement diagonalisable : il existe P € O, (R) une matrice orthogonale réelle,

d’inverse ' P et une matrice diagonale Ay telles que H(f)(a) = PA(Q)P

h! K! k1
En notant (H*,... . H™) =t (P [ * |)et =P | ‘' |, on obtient alors :
h™ K" k™
Kl
(D*fay(B))(R) = (H',....,H") Aoy |
K’n
! K!
Si I'on note B’ la base de E dont les éléments sont les images par P de ceux de B, et sont
H" K"

les coordonnées respectives de h et k dans B, et I'égalité précédente montre que H(f )(Ba/) = Aq)- (]
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Exercices du chapitre 2

CL’y2

Exercice 19. Soit f : R* — R définie pour (z,y) # 0 par f(z,y) = o
=Ty

et £(0,0) =0.

i- Etudier la continuité de f en (0,0).
ii- Calculer les dérivées partielles de f en (0,0), et en un point (x,y) # (0,0). sont-elles continues sur R? ?
iii- Etudier existence des dérivées directionnelles de f en (a,b), suivant le vecteur h= (h, k). Sielle existe,
Papplication h—s Dy fap) est-elle linéaire ?
1
22

LLQ?‘SI'JJ#(L etf(O,y)ZO

iv- Mémes questions avec f(x,y) =
y2 +e 22

: , > N lyl(=> + 92
Exercice 20. Soit f : R* — R la fonction définie par: f(z,y) = ~—5———, si (z,y) # (0,0) , et

f(o 0) ) (1[}2 + y2)2 + y2’

i- Montrer que f est continue en (0,0).

ii- Montrer que toutes les dérivées directionnelles de f en (0,0) sont nulles.

tii- Montrer cependant que f n’est pas différentiable en (0,0).

iv- Retrouver géométriquement que f n’est pas différentiable en (0,0), en montrant qu’il existe une courbe
tracée sur le graphe de f dans R® qui ne s’aplatit pas a Dorigine sur le plan xOy C R3. (ind. penser aux
coordonées polaires).

Exercice 21 (Suite de ’exercice 16). Soit E = C, I'espace vectoriel des suites convergeant vers 0, muni
de la norme v((xy)nen) = SUP,en |Zn]-

i- Vérifier que v est bien une norme sur E.

ii- Etudier la question de la différentiabilité de v : E — R. Pour cela commencer par montrer que quelle
que soit la suite a = (ap)nen de E, il existe ng € N tel que v(a) = |ap,|, puis montrer que v est différentiable
en a si et seulement si v(a) est atteint en un seul indice ng.

iii- Montrer que v est C> sur louvert Q = {a € E;v(a) n’est atteint qu’en un seul indice} et que D*v est
nulle sur §2, pour tout k > 2.

iv- Grace au Théoréme de la moyenne, montrer une inégalité triangulaire localement dans € (i.e. pour
x,y € Q suffisamment proches 'un de l'autre).

v- Montrer que I'ouvert §2 est dense dans E.

Exercice 22. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés (sur K =R ou C), Q un ouvert de E, a € Q,
f:Q— Fetg:Q— F deux applications différentiables en a.

i- Une application linéaire de E dans F' est-elle différentiable ? Si c’est le cas quelle est sa différentielle ?

Etudier la différentiabilité de I'application ¢ : (Co([0;1];K), || [lec) D f +— f[O%l} f(t)dt € K.

ii- Montrer que f + g est différentiable en a et calculer sa différentielle.

1ii- Montrer que pour tout A € K, \.f est différentiable.

iv- Conclusion 7

Exercice 23 (Applications & valeurs dans un produit). Soient E, Fy,..., F,,, des espaces vectoriels
normés (sur K = R ou C), Q un ouvert de E, a € Q et soit pour tout j € {1,...,m}, f; : Q@ — F; une application
différentiable en a. On définit f:Q — F =Fy X ... X F,, par : Ve € Q, f(z) = (f1(x),..., fm(x)).

i- Montrer que f est différentiable en a et calculer sa différentielle.

ii- Soit g : 0 — F une application et soient 7; : F' — Fj la j¢ projection canonique.

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que g soit différentiable.

Exercice 24. Grace au Théoréme des applications composées, retrouver le résultat de 22.iv.

Exercice 25. Soit (E,( | )) un espace préhilbertien réel et v(z) = ||z|| = v/(z|z) la norme de E. Montrer
que v : E\{0g} — R est une application C* et calculer D*v(, pour tout z € E\ {0g}. A I'aide du Théoréme
de la moyenne, démontrer la seconde inégalité triangulaire.
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Exercice 26 (Suite de I’exercice 14). Soit E I'espace vectoriel des suites réelles bornées muni de la
norme ||(Zn)nen||oo = SUP, ey |[Tnl, €t soit f : E x E — E définie par f(x,y) = (sin(zy, - yn))nen. Montrer que
f est C* et calculer D?f, ).

Exercice 27 (Différentielle du déterminant). Soit M,,(K) I'espace vectoriel des matrices carrées n x n
a coefficients dans K et Gl,,(K) C M,,(K) le sous-groupe des matrices inversibles.

1.i- Montrer que M, (K) est isométrique a R™ .

1.73- Calculer les dérivées partielles de det : M,,(K) — K, montrer qu’elles sont continues.

1.3~ Calculer la différentielle de det : M,,(K) — K en M € M,,(K) et en P € Gi,,(K).

1.7v- Montrer que Gl,,(K) est un ouvert de M,,(K).

2- On considére ® : M,,(K) — K" x...xK", qui 4 une matrice associe ses colonnes. En posant detod = det,
retrouver que det est C™ et calculer sa différentielle.

Exercice 27.a. (calcul de différentielle seconde a 1’aide du théoréme des applications composées.
Calculer la différentielle seconde de f(x,y) = 1+ x(y* + 2).

Exercice 27.b. Soient E, I, G trois espaces vectoriels normés, Q) un ouvert de E, U un ouvert de I et
f:Q—=U, g: U — G deux applications deux fois différentiables.

i- Soit B : L(F;G) x L(E;F) — L(E;G) définie par B(V,U) =V o U. Montrer que B est C*.

ti- Exprimer D(g o f) en fonction de B, Df, Dg et f.

iti- Calculer D?(g o [)(z) et retrouver I'expression de (g o f)"(x), lorsque £ = F = G = R.

Exercice 27.c. Soient F et F' deux espaces vectoriels normés, Q un ouvert de E et f : Q — F une
application admettant en un point a € ) une différentielle d’ordre 2. Soit heE.

i- Montrer que Dy f : Q > x — Dy, f,) € F est différentiable en a.

ii- Calculer D(Dy f)(a)-

i1i- En déduire DQL(x17...7x7l) lorsque L : F1 X --- X E,, — F est n linéaire continue. En déduire également
DQf(a), lorsque f : R — R est deux fois dérivable en a.

iv- Retrouver la différentielle seconde de I'application de ’exercice 27.a.

Exercice 27.d. (Ensembles négligeables et applications C') Soient Q un ouvert de R™, et f : Q —
R? ,une application C*.

1.i- Montrer que I'image par f d’un ensemble N C R", de mesure de Lebesgue nulle, est de mesure de
Lebesgue nulle dans R?.

1.7i- en déduire que si p > n, f(Q) est de mesure nulle dans RP.

On propose de retrouver le résultat de 1.ii. Soit f: R — R™, m > 2.

2.i- Soit k € N. Montrer qu’il existe A > 0, tel que pour tout € > 0, on puisse recouvrir I'y, = f([—k, k]) par
des boules (BS)jen de R™, telles que diam(BS) < e et Z diam(B;) < A.

JEN
2.ii- Montrer que Z[diam(Bj?)]m <eml Z diam(Bj).
JeN JEN

2.iii- En déduire qu'il existe une constante c(m) ne dépendant que de m et un recouvrement de I'y, par des

pavés (P;j)jen, tels que Zmes(Pj) <c(m).e™
jEN
2.iv- En conclure q]ue f(R) est de mesure de Lebesgue nulle.
2.v- Que dire du cas f : R" — R™, m > n, avec f de classe (au moins) 1 7
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Corrigé des exercices du chapitre 2

Exercice 18. Notons ® : FF — R™ l’isomorphisme linéaire qui identifie ' & R™ canoniquement grace a
m

la base £, ie ®(y = Zngj) = (y1,...,ym). L’application & est 'application qui associe & un vecteur de
j=1

F ses coordonnées dans la base £p. Cette application est bien stir linéaire et bijective. Comme F et R™

sont de dimension finie m, ® et ®~! sont continues. On en conclut que ® et ®~! sont C*° (Théoreme 1.5).

Remarquons que :

f:q)ilo(flv"wfm) (*)
Of:(fla"'7fm) (**)
Maintenant (fi,..., fm) est différentiable en a (resp. Ck) ssi chacune de ses composantes f; est différentiable

en a (resp. C¥) (Théoreme 2.3 et Exercice 23). Puisque ® et ®~' sont C>°, () et (%) montrent que f est
différentiable en a (resp. C*) ssi (f1,..., fm) est différentiable en a (resp. C*) ssi chaque f; est différentiable en
a (resp. C¥).

Exercice 19. i— Pour tout (x,y) # 0, on a : |f(x,y)| < |zl|v?|/(|2%] + [y|?) < |z| < ||[(2,y)]|c0, donc
lim, ) —(0,0) [f(2,9)| = 0 et lim(g ) 0,0y f(2,y) = 0, ce qui signifie que f est continue en (0,0).
ii— On a :

%(0’0) = h Oy k0 k =0

Pour tout (z,y) # 0, on a 2% +y? # 0 et on peut utiliser les formules usuelles pour calculer les dérivées partielles
de f en (z,y). On obtient

ﬂ(x - vy —2?) ﬁ(x ) = 22%y
or Y T @y ey Y T @
On en déduit que
0 0.yy=12 21 O (o)=L 9f
tim o) =12 ZL0.0) et tim w0y = 52 ZL0,0)
iii— Pour tout vecteur (h,k) de R?, on a

Donc la fonction dérivée directionnelle en zéro (h,k) — Dj fo,0) = f(h,k) est bien définie et est clairement
non-linéaire. Or si f était différentiable en (0,0), par la Proposition 1.2, Papplication h D;. fo,0) = f(h, k)
serait la différentielle i — D f(070)(ﬁ), qui est linéaire. On en conclut que f n’est pas différentiable en a.

Par le Théoréme 2.10, f est différentiable sur R? \ (0,0), car ses dérivées partielles y sont définies et
continues. Par suite, par la proposition 1.2, si (a,b) # 0, alors f admet des dérivées directionnelles suivant
toutes les directions et pour tout (h,k) € R?, on a Dfap)(h k) = Din ey frap)-

iv— f est continue sur R? \ (0,0). En effet, f est continue sur R\ {(0,y), y € R}. Par ailleurs, si y # 0,
alors lim, 4y (0,4 f(z,y) = 0 = f(0,y) et donc f est continue en (0,y). Enfin, on a lim, o(z, 6*1/””2) = (0,0)
et lim, .o f(x, 6*1/””2) =1/2# f(0,0), dont on déduit que f n’est pas continue en (0,0).

Les dérivées partielles de f sont définies sur la droite {(0,y), y € R}. En effet, si y, h sont des réels non-nuls,

alors
f(h7y)_f(07y) < ihe_l/h2
h lyl

Dont on déduit que g—i(O,y) = 0. Comme f(x,0) = 0 pour tout z, on a aussi g—i(0,0) = 0. Enfin, pour tout
réel y, on a f(0,y) =0 d’ou 2—5(0, y) = 0.
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Les dérivées partielles de f sont définies sur R? privé de {(0,y), y € R}. En effet, comme (z,y) — 3/2—1—6*1/””2

ne s’y annule pas, on a :

(672/952 _ yz)eq/ﬁ
(y2 + e—2/7%)2

of o 2yerM(yR— ey of
or ((E,y) - x3(y2 +€_2/$2)2 et 8:(] ((E,y) =

Les dérivées partielles sont continues sur R? \ {(0,0)}. En effet, pour y # 0, on a lim g ) —(0,y) g—i(x, y) =
lim s ) (0,y) g—i(m,y) = 0, ce qui signifie que les dérivées partielles sont continues en (0,y). Les dérivées
partielles ne sauraient étre continues en (0,0), car alors f serait différentiable en (0,0) par le Théoréme
2.10, ce qui n’est pas le cas puisque f n’est pas continue en (0, 0).

Comme dans 4ii, on peut en conclure que f est différentiable sur R? \ {(0,0)} et que par suite application
dérivée directionnelle est bien définie en tout point (a,b) # (0,0), et égale a D f, ). On calcule directement
que l'application dérivée directionnelle a I'origine est nulle.

Exercice 20. - On a pour tout (z,y) # (0,0 I'inégalité (22 + 3?)? + y? > 2(2% + y?)|y|, dont on déduit

bl 4922 _ P

2022 +yH)ly| — 2

que

If(z,y)] <

donc f est continue en (0,0).
ii- Pour tout vecteur (h, k), on a
_ 2 | 1.2)3/2
50 P 0 12(h2 + k2)2 + k2

et la dérivée directionnelle selon (h, k) est nulle.
13- On a
flay) _ yle®+9°)
@yl (2* +9?)* +y?
Or, on a lim,_q p(z,2?) = lim,_g %
iv- Considérons I'application v : R — R? définie par v(t) = (,t2), elle est différentiable en 0 et définit
une courbe sur le graphe de f. Si f était différentiable en 0, alors f o 7y serait aussi différentiable, c’est-a-dire

=p(z,y)

=1, ce qui prouve que f n’est pas différentiable en (0,0).

. 20,2 4\3/2 L, . R .. .
dérivable, en 0. Or fo~(t) = % pour tout ¢ # 0 et f est équivalente & ¢ +— |¢t| au voisinage de 0, qui

n’est pas dérivable en 0.

Exercice 21. i- Vérifier que v est bien une norme est sans difficulté.

ii- Soit @ = (ap)nen € E. Si v(a) = 0, alors quel que soit n € N, a, = v(a) = 0. Sinon,
comme ¢ est une suite de limite nulle, soit N € N tel que Vn > N, |a,| < v(a)/2. Nécessairement
v(a) = sup{|an|} = max,cq1,.. n—1}1{]an|}, et ce max est atteint en ng € {1,..., N —1}.

neN

o Supposons que {j € N;v(a) = |a;|} = {no} et montrons qu’alors v est différentiable en a.
Commencons par remarquer que § = ing {lane| — lan|} > 0. En effet, si tel n’était pas le cas il existerait
ne

une suite (an,)(ren) telle que |ay, | — [an,| quand k& — co. Or puisque pour n > N, [a,| < v(a)/2, on aurait
Pexistence d’un entier K tel que Vk > K, ay, € {ao,...,an—1}. Mais comme pour tout n € N, |a,| # |an|, on

—

obtiendrait une contradiction. Soit maintenant h = (hy)nen € E tel que v(h) < 46/2. On a:

V(a+ﬁ): |ang + hag|- (%)

En effet, quel que soit n € N, |an + ha| < |an| + [hn| < |an] +v(h) < |an] +6/2 et [ang + hng| = |ang| = [ing| >
|ang| — /2. Or |an| + /2 < |an,| — /2, puisque 6 < |an,| — |an|, ce qui prouve ().

On obtient ainsi par (x), VA € E tel que v(h) < §/2, v(a+ h) — v(a) = |an, + hng| — |an,|. Mais, puisque

par hypothese a # 0 (sinon v(a) n’est pas atteint qu’une seule fois), a,, # 0. La dérivabilité de la valeur

absolue en an, # 0 ((t = [t])'(t = an,) = 1 sl ap, > 0, et —1 si a,, < 0) montre qu’existe une application ¢ de
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limite nulle en ay,, telle que : |an, + Ang| = |ang| = $9(ang)-Png + [Ang|-@(Any ). On a noté sg(an,) le signe de

Uy, Cest-d-dire 1 ou —1 selon que ap, > 0 ou ap, < 0. Observons que si I'on pose v(7).pa(h) = |Ang|.q(Ang ),
T . h

ou encore p,(h) = | 7;_;3| .q(hny), la fonction p, est de limite nulle lorsque v(h) — 0, car le rapport | 7;_1?| est
v v

majoré par 1 et V(l_i) — 0 implique |hy,| — 0 qui implique & son tour g(h,,) — 0. En conclusion : Vh € E tel
que v(h) <0/2,0n a :
v(a+h)—v(a) = sg(an,).hny, + v (R).pa(h),

avec pa(h) — 0 quand h — 0. Si 'on montre que application linéaire L : E 3 h — L(k) = sg(an,)-hn, € R
est continue on aura prouvé la différentiabilité de v en a. |L(R)| = |hn,| < v(h), donc A = 1 convient dans la
caractérisation de la continuité des applications linéaires du Théoreme 0.1.v.

e Supposons maintenant que {j € N;v(a) = |a;|} n’est pas un singleton et montrons alors que v n’est pas
différentiable en a.

Il existe par hypothese j et k, j # k tels que |a;| = |ax| = v(a). Soit & € E la suite n’ayant pour termes
que des 0 excepté au rang k ou son terme est 1. Sans perte de généralité, on peut supposer que ax > 0. On a
alors |ax +t| > |ax| = v(ax) pour t > 0 et |ar + t| < |ax| = |aj| = v(a), pour t < 0 assez petit. On en déduit
que : v(a+téy) —v(a) =0sit <0etvia+téy) —v(a) = |ag +t| — |ag| si t > 0. En conséquence, la dérivée
directionnelle & gauche (¢ < 0) de v en a selon la direction é) est nulle, mais cette méme dérivée directionnelle
a droite (¢ > 0) vaut sg(ar) = + ou — 1. La dérivée directionnelle de v en a selon la direction €}, n’existe donc
pas, et v ne peut donc pas étre différentiable en a.

tii- On a vu a la question précédente que ’ensemble des points a € F pour lesquels v(a) n’est atteint qu’en
un seul indice est un ouvert de E, car on a montré, avec les notations de la question précédente, que a + h

-

est encore dans cet ensemble, dés que v(h) < 6/2. On note  cet ouvert, et on dispose alors de application
différentielle : Dv : @ — L(E;R), qui est définie par Dy(a)(ﬁ) = 5g(any)-hny, avec ng le seul indice en lequel
v(a) est atteint. Notons a :  — N l'application

qui a a associe a(a) = ng. D’apres la question précédente, cette application est localement constante
sur Q (v(a + h) = laa(a) + Pa(a)l, des que v(h) < §/2). Donc Dv est Iapplication localement constante
Q3> a — 59(aa(a))-Ta(a), OU 7 : B — R est application linéaire qui & une suite associe son terme de rang j. Il
s’ensuit que Dv est différentiable sur et que sa différentielle est nulle. Ainsi v est C™° et D*v = Oz(E,....ER)
des que k > 2.

iv- Soient a, b tous les deux dans une méme boule B C €. On a quel que soit he E, quel que soit & € [a, b],
|D1/(5)(i_i)| = |59(€a(e))-ha(e)| < v(h). On en déduit que | Dveyllz(pry < 1. Par le Théoreme de la moyenne :
lv(a) —v(b)| < v(a—Db).

v- Soit & = (Zp)neny € E. Si & = 0g, on considere la suite (Xn)neN* de E définie par X, =
1 1 1 - - -
— ——,———,...). Quel que soit n € N*, X,, € Q et v(X,) = 1/n 0. Donc X, 0g. Supposons
(nn+1n+2 ). Q q n (X4) /n — n — UE pp
maintenant que v(x) soit atteint aux rangs n1 < ng < ... < ng. (en nombre nécessairement fini si ¥ # 0g).

v(Z) — |z;| et soit N € N* suffisamment grand pour que 1/N < §/2. On

59(Tn;)
n+j

Soit alors § = MIMGe{1,.. ng},j#n1,...,nk

k
considere alors la suite (Xn)neN déléments de Q définie par : Vn > N, X, =7+ Z
j=1

€n;- On vérifie

sg(an,)

facilement que )?n est dans €2 et comme lim Z €n; = 0, on en conclut que © est dense dans E.

n— oo iz n-+y
Exercice 22. i- Une application linéaire L est différentiable ssi elle est continue (Proposition 1.5). Dans

ce cas, quel que soit le point en lequel on calcule sa différentielle, celle-ci vaut L. Autrement dit DL : a — DL g
est constante. L’application ¢ est linéaire ([(f + A.g) = [ f + A. [ g). Regardons sa continuité. L’espace

€°(]0,1],KK) étant muni de la norme || ||o, on a : |/ f(t) dt] < / lf(@®)] dt < / I fllso dt = || flloo- Ce
1]

,1 0, )

qui donne la continuité de ¢.

i1 La différentiabilité de f+g. Notons qu’ici on somme deux applications, c’est-a-dire que I’on voit I’ensemble
Eqa_r des applications de Q & valeurs dans F' comme un groupe (ou mieux un espace vectoriel) muni d’une
loi ¢, . La somme +¢g, . des deux applications f et ¢g est une nouvelle application de £q_.r défini par :
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fHea.rg:Q3z— (f+9)(x) = f(x) +r g(x) € F, ot +F est la loi de groupe de F. Par commodité on
note f + g, mais il faut garder en téte que +¢,_ . n’est pas +p, méme si la loi additive +¢,_ . sur Eq_F est
directement héritée de la loi additive +p de F' ! Ces précisions étant faites,

(f +9)(=@) = (f + 9)(a) = f(x) + g(x) = (f(a) + g(a)) = [f(z) = f(a)] + [9(z) — g(a)]

= [Df(a)(z — a) + [lz — al|.pa(z)] + [Dga)(z — a) + ||z — a|.qa(2)]
= Df(z —a)+ Dg)(z — a) + ||z — al|.pa(z) + [|z — al|.qa(z)
= (D f(a) + Dg(a)) (@ — a) + ||z — al|.(pa + ¢a)(x).

L’application D f(q) + Dg(q) étant linéaire continue (en tant que somme d’applications linéaires continues) et
I’application p, + ¢, tendant vers Op lorsque = tend vers a, on en conclut que f + g est différentiable en a, de
différentielle : D f(,) + Dg(q)-

i7i- Méme argumentation pour I'application A.f, qui est différentiable en a, de différentielle A\.D f(q).

iv- On en conclut que I'ensemble des applications de Eq_.p qui

sont différentiables en a est un sous-espace vectoriel de Eq_. p.

Exercice 23. i- Pour tout j € {1,...,m} soit ¢; : F; — F définie par pour tout y € Fj, ¢;(y) =
(OFU s 70Fj—17y’0Fj+15 s 70F7n,) € {OFl} XX {OFg—l} X F] X {OFJ+1} XX {OFm} -y a; est trivialement
linéaire et comme ||g;(y)||r = maxy;(|0F, |7, [|¥ll7;) = |yllF;, ¢; est continue, donc C*. Le Théoréme

des applications composées assure alorsla
m

différentiabilité de g; o f; en a, et comme f = qu o f; est différentiable en a, par la Proposition 2.2, f

j=1
m
est bien différentiable en a, de différentielle D f(,) = Z q; ° Dfjay = (Dfiays- > Dfma)) : £ — F.
j=1
i1- L’application 7; est linéaire et continue (||q;(y1,...,ym)llF, = Yillr, < lyllr = maxp=1,.. mllyellF.-)
On en conclut que ; est différentiable quel que soit j € {1,...,m}. Il en est alors de méme de ¢; o g = gj, la

jeme composante de g, en a, dés que g est différentiable en a. i et ii ensemble donnent le Théoreme 2.3.

Exercice 24. Montrons que ’ensemble des applications de Eq_.F qui sont différentiables en a est un
sous-espace vectoriel de Eq_. p.

Soit A € K et soient
c: FxF — F et A: F — F

(y,2) — y+z z = Az

Ces deux applications sont trivialement linéaires et :

lo(y, 2)lr = lly + 2llr < llylle +lI2llr < 2[(y; 2)[lFxr = max(|ly[| . [|2]F),

puis [|A(z)]|F = |Al.||z||F, donc o et A sont continues et donc C*° (Proposition 1.5). Par le Théoréme 2.3 (cf
PExercice 23) lapplication (f, g) est différentiable en a. Comme f+g=o00(f,g) et A.f = Ao f, le Théoréme
des applications composées donne la différentiabilité de f + g et de A\.g en a.

Exercice 25. Le Théoréme des fonctions composées, appliqué aux fonctions : 7 : R} 3t — r(t) =
Vt€R, B:ExE> (v,y) - B(r,y) = (z]y) € Ret L : E > 2 — L(z) = (r,7) € E x E assure
que v est différentiable sur E'\ {Og}. En effet : L’application L = (Idg, Idg) est linéaire continue, donc
C*°, lapplication B est par hypothese bilinéaire. Sa continuité résulte de 1’inégalité de Cauchy-Schwarz :
|B(z,y)| < ||lz|.|lyll. On en conclut que B est C*. Enfin r est aussi C* sur R’ (dérivable une infinité de fois
sur R ).

Comme z # 0p = B(z,z) # 0 (puisque B est définie positive), on en conclut que v est C*° sur E \ {Og}
(Théoreme 2.9) et que de plus :

Ve e E \ {OE}, Dl/(x) (E) = [DT[B(L(gc))] o DB[L(;C)] o DL(@](E),
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soit : Dv(y)(h) = Drip(z(a)) (DB (L(7))) = Dripr)) (DB[L(x)_l(Ea h)) = Dripri)) (B, h)+ B(h, z)), et
2(x[h) _ (x[h)

2/@p v

On déduit du calcul de Dy(y(h) et de I’inégalité de Cauchy-Schwarz, que :

|(z[R)]
v(x)

et donc que ||Dv ()| z(gr) < 1, quel que soit € E\{0g}. Soient alors x,y € E tels que Og ¢ [z, y] (dans le cas
ou 0g € [z,y], 'inégalité triangulaire est immédiate). Par le Théoreme de la moyenne, [v(z) —v(y)| < Lv(x—y).
En remplagant y par —y dans cette inégalité, on obtient la seconde inégalité triangulaire : |v(z)— (y)| < (a:—l—y)

Calculons D%y, € L(E, E;R). Soit ¢ : E — L(E;R) lapplication définie par ¢(z) : E > h— [p(z)](h) =
(z|h) € R, 7 : R x L(E;R) 5 (\\L) — 7#(\,L) = AL € L(E;R), et i : R* 5 ¢ — i(t) = 1/t € R. On a :
Dv=mo(iov, ).

e Différentiabilité de ¢: ¢ est une application linéaire. De plus |[¢(z)](k)| = |(z]k)| < ||z|.||k]|, par
Pinégalité de Cauchy-Schwarz. On en déduit que ¢(x) est continue et de norme ||¢(z)||z(g;r) < ||2||z. Mais
cette derniere inégalité assure la continuité de ¢ et méme ||| < 1. ¢ est donc C™ et Do,y = ¢.

o Différentiabilité de m. 7 est bilinéaire et ||w(A\,L)|zzr) = [[ALllzgmr). Or on a la majoration :
AL < AL emm- A, done AL sy < INLLI sz On en déduit que (), L)llemy < ALLI
et ainsi que 7 est différentiable, de différentielle : Dy z)(u, A) = p.L + X A.

e Différentiabilité de 4. i est différentiable sur R* et Di(;)(h) = —h/t*.

Le Théoreme des applications composées et le Théoreme sur les applications a valeurs dans un pro-
duit donnent : DQZ/(I) = D(DV)(I) = Dﬂ(i(u(x)),¢(x)) o (DZ(,,(I)) o DV(x),D(ﬁ(x)) Donc DQZ/(E)(]’L) =
D7 (i(w(@)),é(2)) (Di(u(2)) (DV(z) (R)), 12(15151) (h)) Z DW]{(ji(y(x))@(x))[_(xlh)/y3(m)a B(h)].

Soit enfin k € E, [D?v(y) (h)](k) = (hlk) _ (”CL?,)(%' )
(h|k) _ (x|h)(z[k)
v(z) vi(z)

Exercice 26. Soient ® : E — FE l’application de l'exercice 14 et ¥ : E — E définie par ¥(z) = (cos(xy))nen-

On a vu que ¢ était différentiable et que Dé(x)(ﬁ) = (hy - cos(zn))nen. De méme ¥ est différentiable et

D\Il(x)(l_i) = (=hy.sin(zy))nen. Notons L : E — L(E; FE) 'application définie par :

donc : DV(x)(H) = DT([V(I)]2)(2(.13|H)) = 2($|H)’N([V(J;)]2) =

1Dy (R)]| < <w(x)v(h)/v(z) =v(h),

. En considérant DQZ/(I) comme une application bilinéaire,

on écrit : D%y, (h, k) =

E —

L(z): E

h

L est linéaire ct arrive bien dans £(E; E). En effet, ||[L(2)]()]los < ||Z]lso-/|7]lses ce qui prouve que L(z) est

continue et que |L(z)| < ||z|lco. Mais cette derniere inégalité prouve que L est continue. On en conclut que
L est C™.

Ona: DP=LoV et comme V¥ est différentiable, ® est deux fois différentiable. On montre de méme ¥
est deux fois différentiable, puisque D¥ = —L o ®, et ainsi de suite, on prouve que ® et ¥ sont C*°.

Notons B : E x E — E Dapplication B(z.y) = (Zn, Yn)nen. B est bilinéaire. De plus B est continue, car
2B, ¥) |loo = SUPpen [Zn-Un| < ||Z]loo-|¥]loo- (Remarquons que B et L se correspondent dans I'isomorphisme
L(E,E;E) ~ L(E;L(E;E))) de 'Exercice 10. Ainsi B est C™. On a f = ® o B, ce qui prouve que f est C*.

Calculons Df, ). Le Théoreme des applications composées donne : D f(, ) = D®p(s,y)) © DB(gy)-
Soit alors A : L(E;E) x L(E x E;}E) — L(E x E; E) Papplication A(¢,b) = £ ob. A est une application
bilinéaire. Montrons que A est continue : ||A(L,b)(h, k)||z = [[€(b(h, k)| < ||C|.11b(R, &) < |1€]]-1b]l.]| (B, B)],
donne [|A(Z,b)]| < ||€]|.]1b]l, ce qui est la continuité de A. On a alors :

Df=Ao0(D¢poB,DB)=Ao(Lo¥oB,DB).
le Théoreme des applications composées et le Théoreme 2.3 donnent alors :

D? fay) = DAL (B(xy))]. DB, © (PLiw(B(.4)) © DY(B(y) © DBy, D*Ba.y))-
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Mais DB est une application linéaire continue de E' x E dans L(E x E; E), donc D2B(x7y) = DB. Soit alors
U= (E,E) € E x E, on a, en notant B(a,b) par a.b, ¥(z) = (cos(zy))nen par cos(x) et ®(z) = (sin(zy))nen
par sin(z) :

D2f(x,y)([j) = DA(L[\I/(B(x,y))],DB(xY,y)) [L( — sm(xy)(xk‘ + y.h)),DB(th)] =

Llcos(x.y)] o DB, 1y — Lisin(z.y)(z.k + y.h)] o DB, .

Soit enfin V = (a,b) € E x E :
[D?f 0.y (D] (V) = cos(a.y).[.b + a.k] — sin(z.y)[(z.k + y.h)(z.b+ y.a)].
Remarque. En identifiant L(E x E; L(E X E; F)) et L(E x E, E X F; E), on vérifie facilement que
(Ex E)x (Ex E)> (U,V)— D*f,,,(U,V)€E

est une application bilinéaire continue.

Exercice 27. Soit M,,(K) I'espace vectoriel des matrices carrées n X n a coefficients dans K et Gi,,(K) le
sous-groupe des matrices inversibles. Pour fixer les idées on va supposer que K = R, mais tout ce que 'on fait
vaut encore pour K = C.

1.i- Soit Vapplication ¥ : M,,(K) — R™ qui & la matrice A = (al)1<ij<n (al étant sur la j¢™e
et la j*™¢ ligne) associe W(A) = (a},a?,...,a},a}...,a%,...,ak,...a"), ce qui revient & écrire A en une seule
ligne, en juxtaposant les lignes qui composent A. Cette application ¥ est linéaire.

On norme M,,(K) par veo(A) = supi<; j<p |a{| (par exemple, mais on pourrait choisir n’importe quelle

autre norme sur M, (K), qui définirait la méme topologie, puisque cet espace est de dimension finie et

colonne

égale & n?). En munissant R™ de la norme Il oo, on & bien, trivialement : || (A)||cc = Voo(A), c’est-a-dire que
relativement aux normes Vo €t || oo, ¥ est une isométrie.

1.i et 1.iii- Pour calculer les n? dérivées partielles de det : M, (R) — R, il nous faut fixer une base de
M, (R). On choisit classiquement EZ = \I/_l(é'(i,l)nﬂ-) (€ désignant le k¢ vecteur de la base canonique de

2 .
R™ ). E/ est la matrice dont tous les coefficients sont nuls excepté celui de la i ligne et de j¢™¢ colonne qui

vaut 1.
7™ colonne
|
0 ... 0
“"Cligne — [+ 1
0 ... 0

1 ,
Calculons alors lim —[det(A + t.E7) — det(A)].
0#£4t—0 t

Remarquons que det(A + t.B)) = det(A) + t.A7, out A7 est le cofacteur de A correspondant & a? (il suffit
de développer det(A + t.E}) suivant la i ligne ou la j°™¢ colonne).

On en conclut que les dérivées partielles de det en A, relativement & la base canonique de M,,(R), sont

Odet ;

—————(A) = Dz (det) (4 = AZ.
OTn(i-1)+j i “ '

Pour prouver que det est différentiable en A, on peut procéder au moins de deux fagons différentes (cf aussi
la question 1.7v) :

- Soit on estime det(A + H) — det(A4) — Z h!Al, et on montre facilement que cette quantité est une

1<ij<n
somme de produits de coefficients de H et de A, avec au moins deux coefficients de H dans chacun de ces
produits, et donc det(A + H) — det(A) — Z hl Al est majoré par [v(H)]2.Q(A), lorsque v(H) < 1, avec
1<i,j<n

Q(A) une quantité qui ne dépend que de A. (en retranchant det(A) et Elgi,jgn hlA? & det(A + H), on
retranche les quantités dans le développement de det(A —|—}H’ ) ol n’apparaissent que les termes de degré 0 (les
termes constants) et de degré 1 (les termes linéaires) en hl).
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- Soit on observe que les dérivées partielles de det en A, les Ag, sont des polynomes en les a, et donc

ddet 4
(Mp(R), V) 2 A — E)xie = A € R est continue (resp. C*°). Par le “Théoréme C'” (resp. C*™), det est
n(i—1)+j
alors une fonction C' (resp. C*), de différentielle : D(det) ) (H) = Z hl.Al.
1<i,j<n
Soit maintenant P € GI,(R). Calculons plus précisément D(det) p.
On remarque que D(det)p) (H) = Z hin = Tr(*CH), la trace de 'CH, avec C la matrice des

1<i,j<n
cofacteurs de P. Or ‘OP = P'C = det(P)Id, donc D(det)py(H) = det(P).Tr(P~*H).

1.iv- L’application det étant continue (ce que l'on justifie soit directement, soit en disant que det est
différentiable), G1,,(R) = det™ (R \ {0}) est un ouvert de M, (R) ~ R™.

1.v- On considére maintenant ® : M, (R) — R" x ... x R", qui & une matrice n x n associe ses n colonnes.
® est trivialement un isomorphisme linéaire et continue (puisque M, (R) est de dimension finie), donc C*°. On
considere alors : det = det od~ 1 c'est-a-dire que (i\e/t(A) est le déterminant des n colonnes de A. det est une
application n-linéaire (alternée) des colonnes de A, donc est C*°. Or det = det o ® est aussi C.

Exercice 27.a. Ona f = sopo (m,r omy), ot m (resp. mo) est la projection de R? sur le premier (resp.
deuxieme) facteur, r : 2z — 2242 et s : w — w+ 1 sont des fonctions sur R et p : R? — R est la fonction produit.
m et mo sont C° car linéaires entre espaces de dimension finie. De plus, pour tout (a,b) dans R?, on
a Dmygp) = m1 et Dmagp) = m2. p est C°° car bilinéaire entre espaces de dimension finie et pour tout
(a,b) € R*, on a Dpap) : (h, k) — p(a, k) +p(h,b). Les fonctions r et s étant C> sur R au sens de la dérivation,
elles le sont au sens de la différentiation par ’Exercice qui précede, et pour tout z € R, Dr, : h +— 2zh et
Ds, : h— h. Le Théoréme 2.9 assure alors que f est C*°.

Par le Théoréme 2.1, pour tout (a,b) € R?, D fap) = D5arv)y © Dpa,r)) © (w1, Dryy 0 m2) Par conséquent,
on a

Df: R*® — L(R%R)
(@,b) — Dfapn: R — R
(h,k) +—  hr(b) + kar'(b)

Soient

p1: R —  L(R*R) ¢2: R —  L(R?R)

v = ((hk)—ah) v = ((h k) — k),

on a Dfpy = ¢1(r(b)) + ¢2(ar’ (b)), c’est-a dire Df = ¢y oromy + ¢ 0po (m,r om). Comme ¢y et ¢y
sont linéaires et continues, on obtient en appliquant de nouveau le Théoréme 2.1, pour tout (a,b) € R? :
D(Dy)(a,p) = ¢1 0 Dry o ma 4 ¢ 0 Dpg i)y © (71, D1y, 0 m2), ou encore

D*farn: R*  — L(R%R)
(m,n) — R? - R
(h,k) — 7 (b)nh+ (ar” (b)n + ' (b)m)k

ce qui s’exprime aussi par

D%fiup) R? x R? -~ R
((m,n), (h,k)) — 7' (b)nh+ (ar” (b)n + ' (b)ym)k

Remarque: On peut aussi dire que les dérivées partielles de f par rapport a ses deux variables et a tous les
ordres existent, ce qui par le Théoréme 2.10.(2.iii) donne le caractére C*> de f. On retrouve aussi la formule
(3) du Théoréme 2.10, qui donne D? f(a,p) en fonction des dérivées partielles a I'ordre 2 et la symétrie de celles-ci
Théoreme de Schwarz 2.11.

Exercice 27.b. 1- L’application B est bilinéaire et sa continuité résulte de I'inégalité fondamentale
(cf Exercice 6) : ||[B(U,V)|lzme) = IV o Ullzmiay < IVlere) - Ul c(g;r)- On en conclut que B est C™
(Proposition 1.5).

2- Le Théoreme des applications composées donne immédiatement :

Va € Q,Yh € E, D(go f)@) = Dgisa)) © Dfa) iec D(go f)=DBo(Dgo f,Df) ()
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3- L’application (Dgo f,Df): Q3> a v (Dgy), Dfia)) € G est différentiable sur 2 par le Théoreme des
applications composées et le Théoréme 2.3. Le Théoreme des applications composées appliqué & (x*) donne
alors :

D*(g0 f)ta) = DB(Dg(sm).Dfia) © (D°9s(a) © Df(a)s D* fla)) (%% %)
Soit alors h € E, on a D?(g o [ (h) € LIE;G) qui est par (* * *):
D*(g o f)(a)(h) = B[Dg(t(a)), D* f(ay ()] + B[D?g(a)(D fray (1)), D f(a)]
D*(go f)a)(h) = Dg(tay) © D fray(h) + D*gs(ay(D fray(h)) © D f(a)
Soit enfin k € F :
D2(g0 £ (1) (k) = Dg(san[D* fray () (K)] + | D25y (D fay ()| [D.fray (k)]

En identifiant L(E; L(E;G)) et L(E, E; G), on obtient :

D*(g0 f)a)(h; k) = Dg(4(a))[D? fa) (1 B)] + D*g1(a)[D fia) (h), D f (o) (K)]- (s %)
Si maintenant £ = F = G = R, comme Df(a)(h) =h-f'(a) et DQf(a)(h7k) = h-k- f"(a) (ct la formule (3) du
pOly), I’égalité (* * **) devient :

hok-(gof)(a)=h-k-g(f(a)) f"(a) +h-k-g"(f(a))(f(a))?

c’est-a-dire que ’on retrouve la formule bien connue :
(g0 f)"(a) =g (f(a)) - f"(a) + g"(f(a))(f'(a))*.

Exercice 27.c. 1 et 2- La formule fondamentale (1) de la Proposition 1.2 montre, f étant par
hypothese différentiable sur tout un voisinage de a (disons sur tout 2 pour ne pas multiplier les notations), que
quel que soit z € €, quel que soit he E, ~

Fixons maintenant i € E et notons alors ;. L(E; F) — F l'application définie par ®(L) = L(R). Légalité (x)
donne :

D;f=®;0Df (s

~—

L’application ®; est bien sir linéaire, puisque si L,£ € L(E; F), A € R, ®z(L+ X -/{) = L(h) 4+ X - £(h) =
®; (L) + A - @5 (f). Montrons que ® est continue. On a :

12;@)IF = ILA)F < Ll k]2

ce qui donne la continuité de ®; et méme ||| ((pF)r) < |h|| 5. L’application 5 est ainsi C°. Par le
Théoreme des applications composées, on déduit de () que Q > x +— D; f,) € F est différentiable en a et
que :

Vh € B, D(D;f)a) = @5 © D*f(a) = D*f(a)(h)

En particulier, quel que soient fz, keE:
D? fay(h, k) = D(D5 f) (o) (k) (s )

Remarque. La formule (%) présente I'intérét partique suivant : Pour calculer D? f) (/_i, E) on peut différentier
r— D f(x)(ﬁ), en considérant h comme constante, puis appliquer k. Nous allons voir des applications pratiques
de cette remarque.
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Si L : E . X B, — F est n-lindaire continue, on sait que L est C™ et que quels que soient

X
x=(z1, - an),h=(hy, -+, hn) € E,
DL(%)(B) = L(Elax%"'axn) + "'+L((E1,~'~,{En,1,ﬁn) (T)

En considérant £ fixé dans 1, Papplication z — DL(x)(i_i) est somme de n applications (n— 1) linéaires continues

-

Li=2z— L(Hl,xg,---,xn),---,Ln =z L(z1, -+, Zn—1,hyn). On en déduit que :

D[z + DLy (h))(a)(k) = ZDLj(a)(E)

= E L(ay, -, ai—1, ki, aip1,a5-1, -, hj, a1, an),
i, jE{1,n} ik

mais cette expression est aussi DQL(a)(i_i, k) par (x * *).
Supposons maintenant que E =R et f: F — F est deux fois différentiable en a. On a :

Dfa)(h) = h- f'(x) (1)

En considérant h fixé dans I et en différentiant z — h - f/(x), on obtient :
D[z h- f'(2)l@)(k) = k- [h-(f)(a)] = h-k- f"(a),

mais par (x * *) cette derniere expression est DQf(a)(h, k).
4- Retrouvons la différentielle seconde de I'application de I’Exercice 27.a. On a obtenu :

Df(a,b)(ha k) = h?“(b) + kar'(b) (ﬁ)

Considérons h = (h, k) comme fixé dans (4), et différentions (f). On obtient grace aux regles de caleul classiques :

a.) +v- 29 (a,1)

Jg
( By

Dig : (z,y) — hr(y) + kar' (y)] a5 (u,v) = u - o

=u-k-(r'®)+v-(h-r"®)+k-a-r"(b))

Exercice 27.d. 1.i- Résulte directement du Corollaire 2.8
1.ii- Rappel: Par définition la mesure de Lebesgue u, de R™ est, quel que soit N C R™ :

N) = inf mes(P;),
pn(IN) (Pj)jeszeI;] ( J)

ou 'inf est pris sur toutes les suites (P;) ey de pavés de R™ telles que N C U P; et ot mes(P;) est le produit
JEN
des longueurs des n cotés de Pj. Remarquons que mes(P) = u,(P), pour tout pavé P, et que I'on peut prendre
Pinf sur toutes les suites de cubes dont la réunion contient N (ces deux remarques constituent deux exercices
intéressants de mesure géométrique élémentaire, que l'on conseille).
En conséquence, dire que N vérifie p,,(N) = 0, signifie que :

Ve > 0,3(C})jen une suite de cubes de R" telle que N C U Cj et Zmes(Cj) <e
JeN JEN

On peut bien str supposer, quitte a subdiviser chaque C; en un nombre fini de cubes de cotés ayant une longueur
<1, que chaque Cj a ses cotés de longueur £; < 1.
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- Commencgons par supposer que f est globalement lipschitzienne sur (2, avec une constante de Lipschitz
K. Chacun des cubes C; est contenu dans une boule de diametre \/nf;. Cette boule est transformée par f en
un ensemble de R” dont deux points sont & distance au plus K. /n¢;, donc f(C;) C C , avec C un cube de R?

de coté K.\/nl;. On a f(N UC’et
jeN
Zmes(cj/_) - Z(K Vnl)P < KP(n p/2 ng < KP(n p/2 ZW < K”(n )p/2 €
JEN JEN JEN JEN

L’avant derniére majoration résulte de n < p et £; <1. On en conclut que f(INV) est bien de mesure nulle.
- Cas général. On sait qu'une réunion dénombrable d’ensembles de mesure nulle est un ensemble de mesure
nulle. Si on écrit en conséquence que N = U (N N B,), avec B, un ensemble sur lequel f est globalement
neN
lipschitzienne, comme N N B,, C N est de mesure nulle, f(N N B,,) sera de mesure nulle par ce qui précede, et
donc f(N) sera contenu dans ’ensemble de mesure nulle U f(N N By,), donc sera de mesure nulle.

neN
Soit alors 2 N Q". Cet ensemble est dénombrable, puisque Q" est lui-méme dénombrable, notons-le (a, )nen-

Notons B(a,,r) la boule ouverte de centre a,, et de rayon r de R", et B(a,,) la boule fermée de centre a,
et de rayon r de R". Quel que soit n € N, les boules B(an,q), ¢ € Q, telles que B(an,q) C Q, sont en
quantité dénombrable. Notons les (B, q)n,qen €t s0it 74 le rayon de B,, 4. On a bien sir : U BngaCQet f
n,qeN
lipschitzienne sur B,, , par le Corollaire 2.8, puisque B, , C Q. Montrons que 2 = U B, 4. Sia €, soit
n,qeN

r > 0 tel que B(a,r) C Q. Il existe alors par densité de Q" dans R™ et densité de Q dans R, a; € Q" N Q tel
que |la — a;]| < /2, et 4 € Q% tels que : [la — a;|| < ry <7/2. On en déduit que : a € B(aj,r4) C €, donc
a € U By, 4. 1l suffit maintenant décrire N = U (Bn,g N N).

n,qeN n,qeN

1.iii- Soit F': Q x RP™" — R? définie par F(x1, -, 2n, -, 2p) = f(21,---,2,). F est C' comme f. Soit
Q=Qx{0}P™™ c R”. Comme € C R" x {0}*~™ et comme R” x {0}?~™ est de mesure nulle dans R”, par 1.ii,
F(Q) = () est de mesure nulle dans R?.

2.1- f est C lipschitzienne sur [—k, k] par le Corollaire 2.8. Quel que soit intervalle I C [—k, k], f(I) est
contenu dans une boule de diametre C - |I| (out |I| est la longueur de I). Subdivisons alors [—k, k] en intervalles

réguliers I;, j € {1 -, N} de longueur < ¢/C. On a alors f(I;) C Bj, avec B; une boule de diametre € et
N

> diam(B; <cZ|1|<cZ| —k, k]| =C-2.k.

Jj=1 Jj=1
N, N,
2.ii- Comme m > 2, Zdiam Z iam" i )diam(B;) < ™™ 1 Zdlam
j=1 j=1
2.iii- Chaque B; est contenu dans un cube P; de coté diam(B;), donc U P; recouvre f(I'y) et
JEN
N.
Zmes Z iam™ < em .02k,
2.iv- La questlon précédente montre que f(T'x) est de mesure nulle (m — 1 > 0); il en est alors de méme
de f(R U (k).
keN

Ce résultat se généralise facilement & f : R — R™, m > n.
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Chapitre 3- Isomorphismes topologiques et difféomorphismes.

3.1. Isomorphismes topologiques d’espaces vectoriels normés.

Définition. Soient E et F deux espaces vectoriels normés. On rappelle qu'un isomorphisme linéaire entre
E et F est une application linéaire L : E — F bijective. L’application L™! : F — E est alors automatiquement
linéaire (facile & vérifier). On dit qu’une application L : E — F' est un isomorphisme topologique entre E et F'
ssi L est un isomorphisme linéaire et si de plus L et L™" sont deux applications continues. On note Isom(E; F)
Pensemble des isomorphismes linéaires entre E et F' et Zsom(FE; F') Pensemble des isomorphismes topologiques
entre E et F'. Par définition, on a toujours Zsom(E; F') C Isom(E; F).

Remarques. Un isomorphisme topologique est C*°, puisque linéaire et continu.

Zsom (E; E) n’est jamais vide puisque l'identité est un isomorphisme topologique.

Si E ou F est de dimension finie, Isom(E; F') n’est pas vide ssi dim(E) = dim(F) (dans ce cas il existe
u € Isom(E; Kdim(E)) et v € Isom(F; Kdim(F)). On en déduit v~ ! owu € Isom(E; F)). De plus comme lorsque la
dimension de 'espace de départ est finie, une application linéaire est automatiquement continue, on a :

(dim(E) — dim(F) < oo) — (Isom(E; F) = Tsom(E; F) # (Z)).

Lorsque les espaces E et F' ne sont pas de dimensions finies, une application linéaire L : E — F n’est bien
sir pas nécessairement continue (cf Chapitre 0), et si L est bijective et continue, ’application L™':E— Frnest
pas nécessairement continue, comme le montre I’exercice suivant. Cependant de tels exemples d’applications
linéaires continues bijectives d’inverses non continus ne se produisent que lorsque E et F' ne sont pas des
espaces vectoriels complets; dans le cas ou E et F' sont complets une application linéaire continue bijective est
nécessairement d’inverse continu (Théoréme de ’isomorphisme de Banach).

Exercice 28. Soit Coo I'espace vectoriel des suites nulles a partir d’un certain rang, muni de la norme

[ (wn)nenlli = Z [t -

neN
i- On note Cy I'espace des suites de limite nulle, muni de la norme || ||;. Montrer que Coo C Co.

ii- Pour tout p > 1, soit 1, € Coo défini par : i, = (1,1/2%---,1/p?0,---). Montrer que (@,)yen converge

dans Co vers @ = (1,1/22,1/32,--- 1/n?,---). En déduire que Cop n’est pas un espace vectoriel normé complet.
Unp

T Jnen. Montrer que L est une application
n

tii- Soit L : Cop — Coo 'application définie par L((u, )nen) = (
linéaire bijective et continue.

. -1 .
iv- Montrer que L™~ n’est pas continue.

Proposition 3.1. — Soient E et F deux espaces vectoriels normés tels que Zsom(E; F)ne soit pas vide.
Alors ITsom (L(E; F); L(E; E)) n’est pas vide. C’est-a-dire que L(F;E) et L(E;F) sont topologiquement
isomorphes.

Preuve. Soit a € Zsom(E; F). On définit G, : L(E; F) — L(E; E) par : G,(L) = a~!oL. L’application G,
est trivialement linéaire, bijective d’inverse G, ' : L(E; E) — L(E; F) défini par G, *(f) = a o . La continuité
de G, et de G, ! résulte respectivement de : ||a= o L < ||a~!||.||L|| et [la o€ < ||al|l.||¢]|. O

Définition. Soient F et F' deux espaces vectoriels normés tels que Zsom(FE; F') # (). on note :

Isom (E;E) et I: Zsom(E;F Isom (F; E)
1

i: Zsom (FE;E) — —
u —  i(u)=u" v o= ZI(v)=0v"!

Remarque. Soit a € Zsom(FE; F'). Notons comme dans la preuve de la Proposition 3.1 :

Go: Isom (E;F)
u

Zsom (E; E) et D,: Zsom (E;E)
Golu)=a"tou v

— —  Zsom (F; E)
— — Dy(v)=voa !
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On a alors 'égalité :
I=D,0iod, (%)

Cette égalité permet de ramener 1’étude de Z a celle de i, puisque G, et D, sont des isomorphismes topologiques
d’espaces vectoriels. De méme 'application G, ramene 1’étude de Zsom(E; F') a celle de Zsom (E; E).

3.2. Etude de Zsom(E; E) au voisinage de Idg.

Commengons par rappeler que si G est une espace vectoriel normé complet, une série g Uy, absolument

neN
convergente dans FE est convergente dans FE. FEn effet, si Zun est absolument convergente, la suite
neN
n
(T, = Z lupl)nen est de Cauchy :
n=0
Ve>0 AINeNVn>N,k>0,| Thyx —Tn | < e
n+k n+k n
Mais comme || Z upl| < Z lupll = | Tntx — Tn |, on en conclut que la suite (S, = Zup)neN est de
p=n+1 p=n+1 n=0

n
Cauchy. L’espace E étant par hypotheése complet (S, = Z Up)neN converge bien.
n=0
Rappelons enfin que :
Exercice 29. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés. Supposons que F est complet. Montrer que
L(E; F) est un espace complet.

Soient maintenant F un espace vectoriel normé complet et ¢ € L(E; E). La série
S)=1Idp — L+ +-+ (=1)"" + -,

ol ™ est la composée de £ avec lui-méme n fois est une série absolument convergente des que ||¢|| < 1, puisque
[[€™]] < |1€]|™ et done :

1— et 1

Hdgll + 1 = €l + 12 + - + (=0 | < [dll + 1]+ 1€]* + - + o)™ = —— TRk

Par I'Exercice 29, on en conclut que la série S(¢) est convergente dans ’espace complet L(FE; E), ie S({) €
L(E; E). D’autre part

(Idg +€) o (Idg — 0+ 02 + -+ + (=1)"") = Idp + (—1)"4" ' et
(Idg — 0402 + -+ (=1)"0") o (Idg + £) = Idg + (—1)""1 et
en passant a la limite, on obtient :
(Idg +0) 0 S(0) = Idg et S(0)o (Idg +€) = Idp.

L’application S(¢) est donc linéaire continue bijective. Son inverse est Idg + £ qui est aussi continu.

e En conclusion, ||| z(g;p) < 1 == Idg +{ € Isom (E; E), ou encore : la boule ouverte de centre Idg et
de rayon 1 de L(E; E) est contenue dans Zsom(E; F).

e On a aussi obtenu :

i(Idp + ) —i(Idg) — [0 = S(O) — Idg — [~ = 3 (~1)"e",

n>2
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donc :

n n n 02
li(Idg + €) — i(Idg) — [-1]]| < ZH | < ZW” ” |

n>2 n>2 |€H

On reconnait la la définition de la différentiabilité de i en Idg, puisque —¢ = —Id,(g,g)(f) et que —Id,(p;E)
est une application linéaire continue de L(E; E) dans £(E; E). En résumé :

Proposition 3.2. — Soit E un espace vectoriel complet. La boule ouverte B*¥:¥)(Idg, 1)de centre Idg
et de rayon 1 de L(E; E) est contenue dans Isom (E; E) et i : BEFE) (Idg, 1) — L(E; E) est différentiable en

Idg, de différentielle :
0 — —/ O

Nous allons voir comment cette étude permet ’étude de Zsom(E; F).
3.3. Etude de Zsom(E; F).

Soient F et F' deux espaces vectoriels normés complets. Supposons que Zsom(FE; F') ne soit pas vide et
soit @ € Zsom(E; F). Comme par la Proposition 3.2, Idg est un point de intérieur de Zsom (E;E) dans
L(E;E), et comme G, : Zsom(E; F) — Zsom(E; E) est un isomorphisme topologique tel que G,(a) = Idg,
on en déduit que a est un point intérieur de Zsom(F; F') dans L(E; F), quel que soit a € Zsom(F; F'). En
conclusion Zsom(E; F')est un ouvert de L(E; E).

Exercice 30. Soient E et F deux espaces vectoriels normés de méme dimension. Montrer facilement que
Zsom(E; F) est un ouvert dans L(E; F') (ind. identifier L(E; F') et 'espace Mat(dim(E) x dim(F')) des matrices
carrées dim(E) x dim(F') et utiliser det : Mat(dim(E) x dim(F)) — K).

L’ensemble Zsom(E; F') étant un ouvert de L(E; F'), on peut maintenant se poser la question de la diffé-
rentiabilité de Z : Zsom(E; F)) — Zsom (F; E). G, et D, étant des isomorphismes topologiques, G, et D, sont
C*, de (*) et du Théoreéme des applications composées,

on conclut que Z est différentiable en tout point a de Zsom(F; F), de différentielle :

DI (a) = DDa(i(G.)(a)) © Di(Gu(a)) © DGa(a) = Pa © Di(1dy) © Ga ()

On a donc :
Va € Tsom(E; F),VL € L(E; F), DI,)(L)=—[a'oLoa .

Etudions la classe de Z. Pour cela on note T : L(F; E) x L(F;E) x L(E; F) — L(F;E), Papplication
définie par T'(«, 5,A) = —[a o Ao j].

L’application T est facilement trilinéaire continue. Par une isométrie canonique du type de celle mise en
évidence au Chapitre 2, il correspond a T une application T bilinéaire continue de L(F;E) x L(F; F) dans
L(L(E; F); L(F; E)), définie par :

(e, H)(A) = T(, A, B).
L’égalité (x*) donne : DT, (L) = T(Z(a),Z(a))(L), c’est-a-dire que :

DI—TO@) (%% %)

La différentiabilité de Z sur Zsom(E; F) et le caractere C* de T donnent par récurence le caractere C° de T
sur Zsom(FE; F). En effet faisons ’hypothese de récurrence suivante : Z est n fois différentiable sur Zsom(F; F).
L’égalité ( x %) et le Théoreme des applications composées montrent alors que DZ est n fois différentiable sur
Zsom(E; F) ou encore que Z est n + 1 fois différentiable sur Zsom(E; F'). En résumé :

Théoréme 3.3. — Soient E et F deux espaces vectoriels normés complets. Si Zsom(E; F') n’est pas vide,
TIsom(E; F) est un ouvert de L(E;F) et 7 : Zsom(E; F) 3 v — v~ € Zsom(F; E) est C*°, de différentielle :
Va € Tsom(E; F),VL € L(E;F), DZI(y(L)=—-[a"toLoa™!. U
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3.4. Difféomorphismes.

Définition. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, &/ un ouvert de £ et V un ouvert de F'. On
appelle difféomorphisme (resp. C" difféomorphisme) de U sur V toute application f : U — V bijective telle
que f et f~1 soient différentiables (resp. C™). On dit que les ouverts U et V sont difféomorphes (resp. C"
difféomorphes.)

Remarques. Un isomorphisme topologique est nécessairement un C* difféomorphisme, puisqu’une
application linéaire et continue est C*°.

Lorsque E et F sont complets et Zsom(E; F) non vide, I'application Z : Zsom(E; F) > v — v~! € Zsom
(F; E) est C*, par le Théoreme 3.3, et d’'inverse J : Zsom (F;E) > w — w™! € Zsom (E; F), tout aussi C*,
par le Théoréme 3.3. Donc Z est un C*° difféomorphisme.

Théoreéme 3.4. — Soient E et F deux espaces vectoriels normés, I un ouvert de E, V un ouvert de F et
f:U — V un difféomorphisme. On a :

Yael, Df(a) S ISOIH(E; F) et [Df(a)]_l = D[f_l](f(a)).

Preuve. Si f : U — V est différentiable en a€ U et f~! : V — U est différentiable en b = f(a) € V, le
théoreme des fonctions composées donne a partir de :

foft=1Idy et f~'of=1Idy

les égalités :
Dfwy o D|f]y) = Idr et D[f]y) o Dfw) = Idg.

On en conclut que D f(,) est inversible, d’inverse D[f] (_13 Comme cette derniere application est par hypothese

continue, D f(,y € Zsom(E; ). O

Remarque importante. Il n’est pas vrai que si f : U — V est différentiable sur U et tel que Va €
U,Df,) € Isom(E; F), f soit un difféomorphisme. Par exemple I'application f : C* — C* est différentiable
sur C*, de différentielle D f,)(h) = 2a.h. Cette différentielle est inversible, d’inverse [D f(,)] ™' (h) = h/2a, mais
f n'est pas injective sur C* (f(1) = f(-1))!

3.5. Classe de différentiabilité d’un difféomorphisme.

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, & un ouvert de E, V un ouvert de F' et f : U — V un
difféomorphisme. Le Théoréme 3.4 donne l'expression de la différentielle de f~! en fonction de f~!, de la
différentielle de f et de Z : Zsom(E; F) — Zsom(F'; E). En effet, comme Vb € V, D[f](;% = [Df(a)]_l, on a :

D[f | =ToDfof "

Soit n un entier n > 1. Supposons f de classe n, ie que Df est C"~'. Dans ces conditions, la différentiabilité
de f~1, le caractere C* de T (lorsque E et F' sont supposés complets) impliquent que D[f~!] est C"*, ie que
f~1 est comme f de classe n. Par récurrence, on a prouvé le théoréme suivant :

Théoréeme 3.5. — Soient E et F deux espaces vectoriels normés complets, U et V deux ouverts
respectivement de E et de F et f : U — V un difféomorphisme. Si f est C", (n € NUoo), f est un C"
difféomorphisme. ]
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Exercices du chapitre 3

Exercice 30.a. Soit F' un espace vectoriel normé, I un intervalle ouvert de R et f : I — F une application.

On dit que f est k fois dérivable (resp. C%, CT) ssi f est dérivable k fois (resp. k fois dérivable et f* est
continue, dérivable k fois, quel que soit I'entier k).

Montrer que f est k fois dérivable (resp. C%, CS) ssi f est k fois différentiable (resp. C*, C*). Pour cela,
exprimer D f a 'aide de f’ et d’une application C*.

Exercice 30.b. (Coordonnées polaires) On considéere ¢ : R* — R? définie par ¢(p,0) =
(pcos(0), psin(h)).

i- Montrer que ¢ n’est pas un difféomorphisme. Trouver un ouvert U C R? tel que ¢ induise un C>-
difféomorphisme dont on déterminera I’'image.

ii- Soit f : R> — R? une application C* et f : (p,0) — f(pcos(8), psin(f)). Montrer que f est C* et calculer
sa différentielle.

Corrigé des exercices du chapitre 3

Exercice 28. i- Une suite nulle & partir d’un certain rang converge bien str vers 0, d’ou I'inclusion :
Coo C Co.

o0
ii- La série Z 1/n? converge et ||, — i1 = Z 1/n? est son reste d’ordre p+ 1, donc ||, — |1 converge
n>1 n=p+1

vers 0, ie i, converge vers 4 dans Co. La suite (i,)pen est ainsi une suite de Cauchy de Coo qui ne converge pas
dans Cgo, puisque 4 ¢ Cpg. Coo n’est donc pas complet.

Uy, + AUy, Unp,
jii- Solent @ = (Un)nen, ¥ = (Un)nen € Coo et A € R. L@+ A7) = (———)neny = (—)n
:}zz olent @ = (Un)nen, ¥ = (Un)neN 00 € (U + \0) = ( e JneN (n—l—l) eN +
)\.(ﬁ)neN = L(@) + \L(7¥). L’application L est facilement bijective, d’inverse L™ ((up)nen) = ((n +
n
1).ttn)nen. D’autre part ||L((wn)nen)|1 = %Au—:g < %|un| = ||(un)nenl/1. D’ott la continuité de L (et

méme ||L|| < 1).
iv- Soit i, la suite de Cop dont les p premiers termes sont des 1 et les autres termes des 0. On a :

p—1 1/~
1 L
L™ (@) |1 = Z n+1l = %, et ||ip|l1 = p. Lerapport % n’est donc pas borné indépendamment
n=0 P

de p: L' n’est pas continue.
Exercice 29. Soit (Ly)(neny une suite de Cauchy de L(E; F).
Ve > 0,IN € N,Vn > N,Vk >0, ||Lpyr — Lallzer <e
Donc :
Ve > 0,IN e N,Vn > N,Vk > 0,Vx € E ||Lyyi(z) — Lp(2)||Fr < €|lz|E (1)

Soit alors € E. La suite (L, (2))nen est une suite de Cauchy de F par (1). Comme par hypothese F' est

complet, cette suite converge dans F. On peut alors définir une application L : F — F par L(z) = lim L, (z).
n—oo

L est linéaire car ’égalité Vz,y € E,V\ € R, L, (x+ A.y) = L, (z) + A\.L,,(y) est conservée par passage a la limite.

Montrons que L est continue en montrant que L est bornée sur la sphere unité. De (1) il vient, en faisant € = 1,

k — oo et en utilisant la continuité de || || 7 :

INeNvVn=NVreE | [[L@)|r—[La@)|r | < |[L(z) - Lo(@)[[r < 12|
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En particulier pour n = N et ||z|| =1 :

IL@)lF = ILn(@)]F | <1 = [[L@)][F < [Ty (@) + 1 < [[Lxlleme + 1.

Exercice 30. Notons n la dimension commune & F et & F et E I'espace vectoriel des matrices carrées
réelles (ou complexes si le corps de base est C) n x n. Une base étant choisie dans F, une base étant choisie
dans F, L(E; F') est isomorphe a E par Papplication qui & f € L(E; F') associe sa matrice représentative dans
les bases choisies. Notons ® : £(E; F) — E cet isomorphisme linéaire. f € Zsom(E; F) ssi ®(f) est une matrice
inversible, autrement dit ® envoie Zsom(E; F) sur Gl,, le groupe des matrices inversibles de E. 1 suffit alors
de prouver que Gl,, est un ouvert de E. Notons que E étant de dimension finie, on peut le munir de la norme

[ l2 (par exemple) qui a une matrice (a;;) associe />, ;a . E nest alors rien d’autre que R™ , muni de la

norme euclidienne. Maintenant det : £ — R est une apphcatlon continue, puisque le déterminant d’une matrice
est un polynome en ses coefficients. Comme Gl,, = det_l(R*), et que R* est un ouvert de R, GL,, est bien un
ouvert de FE.

Exercice 30.a. Si Papplication f : I — F est différentiable, on sait que f est aussi dérivable (et
réciproquement), et dans ce cas :
Va € I,Yh € R Dfoy(h) =h- f'(a).

Considérons alors I'application ® : FF — L(R, F') définie par :

o@F: R — F
h — h-y

L’application ® est linéaire, puisque Vy,z € F,VA € R, ®(y+ Az)(h) = h-(y+Az) = h-y+ (Ah) -z =

D(y)(h) + AP(2)(h), c’est-a-dire que : ®(y + Az) = P(y) + AD(z).

L’application ® est bijective. y € ker(®) ssi ®(y) = Ogmwr) ssi Vh € R, ®(y)(h) = h = Op. Cette

derniere égalité pour h = 1g donne y = Op. On en conclut que ® est injective. ¢ € (]R;F)7

Vh e R, ¢(h) = h-d(1r) = P(p(1r))(h), ie ¢ = ®(H(1g)), et donc P est surjective.

Notons qu’au passage nous avons montré que ®~! : L(R; F) — F est ®71(¢) = ¢(1g).
Montrons que ¢ est continue. On a :

Vy e FYheR, [@(y)(h)llr =[] llyllr, ie [@W)lc@r) = [lylF,

on en conclut que ® est non seulement continue, mais est une isométrie, ce qui donne aussi la continuité de
&1 car ! est une isométrie.
Conclusion : ® est un C*° difféomorphisme vérifiant

Df=®of ouf =0 toDf (%)

Notons que la deuxieme égalité de (x) est la relation bien connue : f'(a) = D f(q)(1r).

Montrons H(k) : f est k fois dérivable en a ssi f est k fois différentiable en a.
- Pour k =1, on sait que la dérivabilité en a équivaut a la différentiabilité en a.
- Supposons H(k) vraie pour un certain k > 1, et montrons que H(k + 1) est vraie. Pour cela supposons que
f est k + 1 fois dérivable en a ce qui équivaut a f’ est k fois dérivable en a ce qui par hypotheése de récurrence
équivaut encore a dire que f’ est k fois différentiable en a. Par (%) et par le Théoréme 2.9, du fait que ® et
@1 sont C*°, on en conclut que f est k + 1 fois dérivable en a équivaut & Df est k fois différentiable en a, ie
fest k41 fois différentiable en a. Ce qui prouve H(k + 1).

C™ signifie différentiable k fois quel que soit k € N, et donc par ce qui précede signifie dérivable k fois quel
que soit k € N, ie signifie C;°. On prouve de la méme fagon I’équivalence de cF et C’;.

Exercice 30.b. 1- Comme pour tout p et tout 6, p(p,0+27) = ¢(p, ), ¢ ne peut étre un difféomorphisme
sur R?, car elle n’y est pas injective. On a V = o) = R*\ (R_ x 0), ¢ = ¢|u est une bijection de U sur
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V. Bien siir, par le Théoréme 2.10, ¢ est C*°. On calcule explicitement

vl Vo = U
(z,y) — (/22 +y? arctan(y/z) = arcsin(y/\/2% + y?)) siz >0
(Va2 + y?, arccos(x/1/ 22 + y2)) siy>0
(/22 + y2, — arccos(z/ /22 + y?)) siy<0

Notons V1 =Ry xR, Vo =R xRiet V3 =RxR_. onaV =V, UVaUVs, et sur chacun des ouverts Vp, Vo, Vs,
™! est une composée de fonctions différentiable. Elle est donc différentiable. Ceci prouve que ¢ est un C*>
difféormorphisme par le Théoréme 3.5.

Calculons la différentielle de ¢. La matrice jacobienne de ¢ dans la base canonique est

0 0
Pin0) Z2i(p,0)

| ap 00 ([ cosf —psind
J(P)p.0) = %( ) %( 0) - (sin0 pcosf ) -
8p p? 80 p)

2- On a par définition f = fop. Comme ¢ est un C* difféormorphisme, si f est de classe C*, alors
[ est de classe c* par le Théoreme 2.9. De plus, le Théoréme 2.1 implique que pour tout (p,0) € R?,
D fp.0) = D fo(p,6) © Dp(p0)- La différentielle de f en (p, ) n’est donc autre que

(h, k) = D f(pcos0,psing)(hcost — kpsin®, hsin@ + kpcos®).

En notant
—88];1 (z,y) —%fl (z,y)
_ Y
TNen=\ o,  of

Gy Gl

la matrice jacobienne de f dans la base canonique, le Théoréme 2.4 donne :

J(F)p.0) = T(F)w(0.0)) X (@) (p,0)-

Le calcul J(f)y(p,6) X J(¢)(p,9) donne ensuite les dérivées partielles des deux composantes de f, qui sont les

coefficients de la matrice J(f),,9)-
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Chapitre 4- Théoremes limites. Points singuliers et extrema.

Dans la premiere partie de ce chapitre, on s’intéresse aux suites (et aux séries) d’applications. On se
demande sous quelles conditions il existe une application limite, et si les termes de la suite sont différentiables,
si Papplication limite (lorsqu’elle existe) est différentiable. Dans cette étude on se préoccupe donc d’approcher
globalement une application définie sur un ouvert par une suite d’applications.

Dans une deuxieme partie, on approche la valeur en un point particulier d’une application k-fois
différentiable par la valeur en ce méme point d’une application plus simple (polynémiale en les coordonnées de la
variable dans le cas ol I'espace départ est R™, une somme finie d’applications 1,2, - - -, k-linéaires symmétriques
dans le cas général). Il s’agit de ce que 1'on appelle les formules de Taylor. Elles sont de nature locales.

Pour ces deux parties, 'outil essentiel et un peu caché, est la formule de la moyenne, comme on le verra
dans les preuves.

Enfin dans une troiseme partie, on tire les conséquences des formules de Taylor pour I'étude locale des
points singuliers.

4.1. Rappels sur la convergence uniforme d’une suite d’applications.
Soient £ un ensemble, F' un espace vectoriel normé et (fy,)nen une suite de fonctions f, : &€ — F.

Définition (convergence simple). On dit que la suite (f,)nen converge simplement sur € vers une
fonction f: € — F ssi:
Vo € &, lasuite de F, (fn(z))nen converge dans F,

ou encore :
Vee&, Ye>0, AN, €N, n> N, . = || fn(x) — f(2)]|F <e

Remarque. Par unicité de la limite (lorsqu’elle existe) lim f,(z), si la suite (fy,)nen converge simplement

n—oo

vers une fonction f, cette derniére est unique.
Comme le montre I’Exercice qui suit, la convergence simple d’une suite (f,)nen de fonctions continues ou
méme différentiables, vers la fonction f, ne garantit pas que la fonction f est continue.

Exercice 31. Soit f,, : [0,1] — R la suite de fonctions C* définie par : Vx € [0,1], fn(z) = (1 —xz)".
Montrer que cette suite converge simplement sur [0, 1] vers une fonction non continue sur [0, 1].

Définition (convergence uniforme) .
On dit que la suite (fy,)nen converge uniformément sur € vers une fonction f: € — F ssi :

Ve >0, 3N, €N, n > N. = Vo € &,||fn(x) — f(2)||Fr <e.

Remarque. La convergence uniforme de la suite (fy,)nen vers f sur £ implique la convergence simple de
la suite (fn)nen vers f sur € (observer la place du quantificateur Vo dans les deux définitions).

Si la suite (fn)nen converge uniformément vers f sur £, la fonction f,, — f est bornée & partir d’un certain
rang sur £ (par 1 pour n > N; par exemple). On peut donc parler de sup,c¢ || fn(x) — f()| F. La condition
Nz e &, || fnlx) — f(z)||F < € équivaut alors a “sup || fn(z) — f(2)||F = || fn — flleo < €. On en déduit :

zel

Proposition 4.1. — La suite (f,,)nen converge uniformément sur € vers la fonction f : € — F ssi la suite

(fn)nen converge vers f dans 'espace vectoriel des fonctions bornées de € dans F, muni de la norme || ||oo-

Proposition 4.2. — Soient E et F deux espaces vectoriels normés, £ un sous-ensemble de E et a € £. Si
une suite (f,, : € — F)nen de fonctions continues en a converge uniformément sur £ vers la fonction f : £ — F,
la fonction f est continue en a.
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Preuve. Soient € > 0, z € £. Quel que soit n € N :

(@) = f@)l[r <If(a) = fal@)llr + [[fnla) = ful@)llF + [ fu(z) = f(2)]|F ().

Soit alors n € N tel que ||f(y) — fa(y)|lFr < €/3 pour tout y € £. L’existence d’un tel n est assuré par la

convergence uniforme de (fy,)nen vers f sur €. La continuité de f,, en a donne lexistence de n > 0, tel que
|z —allg <n=||fn(a) — f(2)||F < €/3. On conclut de () que :

Iz —ale <n=|f(a) - f@)|r <e. U

n
Remarque. Soit (u;),en une suite d’applications, en posant f, = g u; on peut transférer ces théoremes
j=1
sur les séries.

On dispose d’un critere commode pour assurer la convergence uniforme d’une série de fonctions a valeurs
dans un espace complet, la converge normale (voir 'Exercice 34).

La convergence uniforme de la suite (f,)nen vers f, implique :
Ve>0, INceN, n> Ne,p > Ne= Vz €&, |fuz) = f(2)llr <€/2 et |[fp(z) = fl2)llr <€/2,

donc :
Ve >0, AN. €N, n > Ne,p > Ne. = Ve €&, ||fu(z) — fo(z)]|F <, ().

Mais réciproquement, si (xx) a lieu, quel que soit x € &, la suite (f,,(z))nen est de Cauchy. Supposons maintenant
que F' soit un espace vectoriel normé complet. L’espace F' étant complet, cette suite convergealors vers ¢, € F'.
Ce qui définit une fonction £ 3 z — ¢, € F. La norme || |r : F — R étant continue, comme toute norme d’un
espace vectoriel, en faisant p — oo dans (), on obtient :

Ve >0, AN. e N, n > N, = ||fu(z) — Lz]|Fr <€, Yz €&,
c’est-a-dire que la suite (fy,)nen converge uniformément vers x — £, sur £. On a prouvé :

Proposition 4.3. (Critére de Cauchy uniforme et convergence uniforme) —
Sous I’hypothése que F' est complet, une suite (f,)nen de fonctions de E vers F converge uniformément sur €
ssi le critére suivant, dit critére de Cauchy uniforme, est vérifié :

Ve >0, AN € N, n > Ne,p > Ne = || fu(x) — fo(@)||lFr <€, Vo €&,

ou encore :
Ve>0, AN €N, n > Ne,p > Ne = || fn — fplloo <€

Remarque. Ce critére présente le grand avantage de ne pas faire intervenir la limite de la suite (fn)nen :
il ne porte que sur la suite elle-méme.

4.2. Suites de fonctions différentiables.

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés. F' étant supposé complet, 2 un ouvert convexe et borné de
E, et (fn)nen une suite de fonctions f, : Q — F toutes différentiables sur 2. Soient n et p deux entiers, a et =
deux points de €.

De la différentiabilité de f, et f, en a, et de la convexité de €2, on tire par le Théoreme de la moyenne

appliqué a f, — f, sur [z,a] :

[fn(2) = fp(x) = fula) + fp(a)l|r <[l —al- sup ] 1D frie) = Dfpeo)ll ceir) (x5 ).

é€la,x
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Mais comme || fu (@) = fy(@)llr = [fa(@) = fo(@)llr < 1fal@) = Fol@) = fula) + fy(@)llp, ona:

[fn(2) = fp(@)|F < |[fnla) = fp(@)l[F + [z = a5 - Sop 1D fae) = DFpie)l c(e:m)-

Puisque par hypothese Q) est borné, il existe M > 0 tel que €2 soit contenu dans une boule de diametre M, soit
t 2,0 € Q= ||z —al|| < M. On en déduit :

[ fa(@) = fp(@)llr < [ fala) = fpla)llr + M - sup || D fue) = Dfpie)lcimir) (# % #%).

§€la ]

Maintenant si la suite de fonctions © > § — Df, ) € L(E;F) converge uniformément sur Q vers L : Q —

L(E; F), cette suite vérifie le critere de Cauchy uniforme sur 2. Si de plus la suite de vecteurs (f,(a))nen de F

converge dans F', par (k) la suite (fy,)nen vérifie aussi le critere de Cauchy uniforme sur Q. Et donc (x # s:)

et la Proposition 4.3 donnent la convergence uniforme de la suite (f,,)nen sur £ vers une fonction f : Q — F.

Notons que par la Proposition 4.2, f est continue, puisque chaque f, est continue (f, étant différentiable).
Etudions la différentiabilité de f.

En faisant p — oo dans (* * ), par continuité de || || et de || || z(z;r), on obtient :

[ fr(z) = f(z) = fula) + f(a)|lr < |z —allg- E:l[lp] 1D fre) — Ll c(z:r)-

Soit p,, : 2 — F la fonction définie par :

1

Vo € Q, pn(x) = T

[fn(®) = fu(a) = Dfp@)(x —a)] siz#a et p,(a)=0p.

La différentiabilité de f, en a équivaut a la continuité de p, en a. Si on définit de méme :

1

[f(z) = fa) = L)(z —a)] siz#a et pla)=0p,
prouver la continuité de p en a équivaut & prouver la différentiabilité de f en a. Par la Proposition 4.2, la
continuité de p en a pourrait étre assurée par la convergence uniforme de (p,)nen vers p, puisque chaque p,, est
continue. Montrons en effet que (py,)nen converge uniformément vers p sur §2.

On a, pour tout = # a :

1

Ip@) = pn(@)llr < =l @) = fu(@) + f(0) = fala)lr + 2 = allp - L) = Dfaolll

Par (x * x), on obtient, pour tout x # a, en notant || ||oc = sup ||| z(z;r) :
£€Q

Ip(2) = pa(2)[F < ([T = D falloo + L) = Dfneall

Remarquons que cette derniére inégalité est encore vraie pour x = a, car elle devient : 0 < ||L — Dfyloo +

IL(a) = D fria)ll-
On a enfin, pour tout x C 2 :

Ip(x) = pu()[F <2+ Il = Dfnlloo-

La convergence uniforme de (D f,,)nen vers L sur Q implique bien celle de (p,)nen vers r, d’out la continuité de
r, ie la différentiabilité de f.

Remarquons que dans ce qui précede, le point a en lequel on prouve la différentiabilité de f est un point de
Q tel que la suite (f,(a))nen converge. Comme les hypotheéses impliquent ensuite la convergence de (f,,(z))nen
quel que soit z € €, f est différentiable en réalité en tout point x de €.

On peut énoncer :
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Proposition 4.4. — Soient E et F deux espaces vectoriels normés, F' étant supposé complet. Soit Q) un
ouvert convexe et borné de E, a € Q et soit (f, : & — F),en une suite de fonctions différentiables sur ) telle
que :

- la suite (fy(a))nen converge dans F,

- la suite (Df, : Q@ — L(E; F))nen converge uniformément sur Q vers L € L(E; F).

11 existe alors une fonction f : Q — F différentiable sur Q, telle que (fy,)nen converge uniformément sur €2 vers
fet Df =L, ie D(lim f,)= lim Df,. (]

Dans la preuve de la Proposition 4.4, on prouve 'existence de la limite f et sa différentiabilité en supposant
que la suite (fy,)nen est définie sur un convexe borné 2, que la suite (D f,)nen converge uniformément sur € et
qu’il existe a € Q tel que la suite (f,,(a))nen converge. Si on note §; le sous-ensemble de 2 des points a tels que
(fn(a))nen converge, et Qs le sous-ensemble de € des points b tels que (f,,(b))nen ne converge pas, on obtient
une partition de Q : Q = Q; UQy. Soit alors a € 1, et n, > 0 tel que la boule ouverte B(a,n,) de centre a et de
rayon 7, est contenue dans Q (un tel 7, existe puisque  est un ouvert). Si on suppose que la suite (D f,,)nen
converge uniformément sur B(a,7,), la Proposition 4.4 assure la convergence uniforme de (f,,)nen sur B(a,n,),
et donc en particulier la convergence de (fn(a’))nen, pour tout o’ € B(a,n,). En conclusion B(a,n,) C Q1,
c’est-a-dire que 2; est un ouvert de 2.

D’autre part, si b € Qg et 8l existe une boule B(b,n5) C Q sur laquelle la suite (Df,)nen converge
uniformément, B(b,n,) est contenue dans 9, puisque si B(b,n;,) contient un point a de €1, la Proposition 4.4
assure que la suite (f,,('))nen converge pour tout b’ € B(b,n), et donc en particulier

la suite (f,(b))nen converge, ce qui contredit b € Qy. La convergence uniforme de la suite (D fy,)nen sur
une boule centrée en a, quel que soit x €  implique donc que Q5 et Qs sont deux ouverts.

Définition (convergence uniforme locale). Soient E et F deux espaces vectoriels normés, F étant
supposé complet, 2 un ouvert de E, et une suite (gn)nen de fonctions de © vers F. On dit que cette suite
converge uniformément localement sur € vers g : 0 — F ssi quel que soit z € § il existe une boule ouverte
centrée en z sur laquelle (g, )nen converge uniformément vers g.

Avec cette définition, la discussion qui précéde montre le théoreme suivant :

Théoreéme 4.5. — Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, I étant supposé complet, € un ouvert
de E, (fn)nen une suite de fonctions de ) vers F', toutes différentiables sur ) et telle que la suite (D fy,)nen de
fonctions de Q2 vers L(E; F') converge localement uniformément sur 2 vers L : Q@ — L(E; F). Les ensembles :

- U ={a€Q;(fnla))nen converge },
- Qo ={b€ Q;(fu(b))nen ne converge pas },
sont deux ouverts de Q tels que Q = Q1 U Qy. Et si Qy est non vide, la suite (f,)nen converge uniformément

localement sur €y vers une fonction différentiable f : Q1 — F, telle que : pour tout x € Q1, D f,) = L), ie
D(lim f,)= lim Df,. U

On peut transposer ce théoreme immédiatement sur les séries de fonctions :
Théoréme 4.6. — Soient E et I’ deux espaces vectoriels normés, F' étant supposé complet, Q un ouvert
n

de E, (fn)nen une suite de fonctions de Q) vers F, toutes différentiables sur Q et telle que la série (Z Dfi)nen
j=1
de fonctions de Q vers L(E; F') converge localement uniformément sur Q vers L : Q — L(E; F). Les ensembles :

- Q2 ={ae (Y fi(a))nen converge},

j=1

- W={becQ; (Z [j(0))nen ne converge pas },
j=1

n
sont deux ouverts de ) tels que Q = Q1 UQs. Et si )y est non vide, la série (Z fi)nen converge uniformément
=1
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localement sur €y vers une fonction différentiable f : Q1 — F', telle que : pour tout x € €1, Df,) = Ly,
D(lim Y f;) = lim Y Df;. O

Les Théorémes 4.4 et 4.5 ont une version C*, nous donnons cette version sans preuve (elle est immédiate)
dans I’énoncé suivant :

Théoreéme 4.7. — Soient E et F deux espaces vectoriels normés, F' étant supposé complet, Q un ouvert de
E, (fn)nen une suite de fonctions de Q) vers F', toutes k fois différentiables ou C* sur Q et telle que la suite (resp.
la série associée & la suite) (D* f,,)nen de fonctions de Q vers L(E, - - -, E; F) converge localement uniformément
sur Q vers Ly : Q — L(E,---,E; F). Les ensembles :

- O ={a € (fn(a))nen converge },

- Qo ={be Q;(fn(b))nen ne converge pas },
sont deux ouverts de Q tels que Q = Qy U Qy. Et si Oy est non vide, la suite (resp. la série associée a la suite)
(fn)nen converge uniformément localement sur € vers une fonction k-fois différentiable ou ck, f:Q — F, telle

que : pour tout x € €, Dkf(x) = Li(a), ie D*(lim f,) = lim D*f, (resp. D*( lim ij) = lim ZDkfj).
j=1 j=1
O

Remarque (cas ou E et F sont de dimensions finies). Dans ce cas interprétons la convergence
uniforme de (Df,)nen. L’application Df,, : Q@ — L(E;F) est a valeurs dans lespace L(E;F) qui est
de dimension dim(F) x dim(F). Cet espace peut étre identifié & Mat(dim(F) x dim(F)) (lespace des
matrices dim(E) x dim(F')), ce qui revient a identifier Df, ) et sa matrice jacobienne Jf,). Sur I'espace
L(E; F), toutes les normes sont équivalentes, et si la suite (D f,)nen est localement uniformément convergente
sur  pour un choix de norme sur L(FE;F), elle est encore localement uniformément convergente sur 2
pour tout autre choix de norme sur L£(FE;F). Considérons alors sur Mat(dim(E) x dim(F)) la norme :

[|(vij)1<i<dim(E),1<j<dim(F)llcc = Mmax; jlagj|. Si on identifie Mat(dim(E) x dim(F)) a RAME)>dim(F) oote
norme est la norme || ||o classique sur RImE)xdim(F)
Maintenant la convergence uniforme de (D f,,)nen vers L sur une boule B de E signifie :
Vee £, AN. €N, n > N, — Han(a:) — L(a:)HOO <e, Vx € B, (6)

ou encore en écrivant le critere de Cauchy (L(E; F') étant de dimension finie, cet espace est complet) :

Vec B, AN. €N, n,p > Ne = [|J fru(a) — S fp@)llo < €, VI € B.

En notant (£i;(2))ie{1,-.dim(E)},je{1,-.dim(F)} la matrice représentative de L, et fio1 <i < dim(F), la ieme
composante de fy, la’ convergence uniforme de (D f,)nen vers L sur la boule B équivaut par (6) a celle des

(3
n

dérivées partielles vers ¢;;. On peut dans ce cas énoncer :

Ly
Théoréme 4.8. — Soient E et F deux espaces vectoriels normés de dimension finies respectivement m et

p, Q un ouvert de E, (fn)nen une suite de fonctions de ) vers F, toutes différentiables sur ), telle que quel

(2
n

0
que soit i € {1,---,p}, quel que soit j € {1,---,m}, la j¢™¢ dérivée partielle 3 de la i°™® composante de f,

g
converge uniformément localement sur ) vers une fonction ¢;; : @ — R. Les ensembles :
- O ={a € Q;(fu(a))nen converge },
- Qo ={be€ Q(fu(b))nen ne converge pas },

sont deux ouverts de Q tels que Q = Q1 U Qy. Et si Qy est non vide, la suite (f,)nen converge uniformément

localement sur €1 vers une fonction différentiable f : Q1 — F, telle que : pour tout x € €y, 8—;(@ = l;;(x),

. J
ie —(lim f,)" = lim af". O

Oxj ‘n—oo n—oo O
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4.3. Formules de Taylor.

4.3.1. Formules de Taylor-Young.

Rappelons la formule de Taylor-Young pour f : I — R une application k fois dérivable en un point a de
I'intervalle I de R. OnaVh e R,a+h el :

fla+h)=f(a)+hf'(a) +- + %hjfm () +---+ %hkﬂ’“ (a) +h* - pa(h) et lim po(h) =0

En considérant que h? fU)(a) = D7 f(,)(h,- -, h) (cf Théoréme 2.10, formule (3)), la généralisation suivante
n’est pas surprenante :

Théoréme 4.9. (Formule de Taylor-Young) — Soient E et F deux espaces vectoriels normés, £ un
ouvert de F, a un point de €, et f : Q) — F une application qui admet en a une différentielle d’ordre k > 1. Il
existe alors p, : Q0 — F telle que :

Vhia+heQ, fla+h)= E: DU@) HﬂmHm()%hmme:O,

ott par convention : D°f(,)(h)° = f(a) et D f(y(h)] = D fi[(R), ..., (R)].

Preuve. On fait la preuve par récurrence sur k. Si k = 1, le théoréme & prouver est 'exacte transcription
de la définition de la différentiabilité de f en a. Supposons le théoreme vrai pour l'entier £ — 1 et montrons
alors qu’il est vrai pour k. Pour cela supposons que f admet a une différentielle d’ordre k.

. 1. g
Soit ri(h) = f(a+h) — f(a) — Zle FD]f(a)(h)]. On a rx(0g) = Op. On sait par la Proposition 1.5 et le

Théoréme de Schwarz que D(l_i — Djf(a)(i_i)j)(ﬁ) est 'application linéaire :
E 3>k — 3.D7 o) (h)Y ' (k).

On peut le vérifier en exercice, dont la solution est donnée dans la suite immédiate de la preuve :

Exercice 32. Avec les notations ci-dessus, vérifier que :

Dlh = D7 f(ay (0] sy (k) = 5.1 fay (h) (k).

En effet soit ® : E 3 h — (h)? € E7. ® est trivialement linéaire continue. On a h — DJ f(h h)i = [Di f(a) o
®(h) et donc D(h — DI fiq)(B)7) ;) () = D(DY fia) 0 @) ;) (k) = (DD f(a)) ) (2 (K)) = D fay (ks By . h) +
o+ Djf(a)(l_i, E, cee E), par le Théoreme 1.5. Or par le Théoreme de Schwarz, les termes de cette somme sont
égaux entre-eux.
On obtient donc :
k
1 -
Dryiy = Dfarity = D G-11 D f(ay(h) " = Df sy = Ditay = D*fray () —

Jj=1

_ DF k=1
et par hypothese de récurrence, cette quantité étant le reste de rang k — 1 de Q > x — Df,) € L(E; F) en a,
on a:

Dry iy = 1B~ lpa(B) avee lim pa(F) =
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On en déduit, par le théoreme de la moyenne, que :

k
- 1. Ny o
Ik (h) =i (O)]| = [If(a+h) = f(a) =Y D7 fray(R) || < |IRILIAIFT sup  [[pa(Q)Il-
= 7 CeB(0,[|RI))
Soit, finalement :
L . . .
1f(a+h) = fla) =Y =D fay(h)|| < [|h][*qa(h) avec gu(h) = sup  [lpa(¢)| 2 0. O
= ¢CEB(O,|[RI)) h—0

Remarque. Bien siir lorsque F = R, on retrouve la formule de Taylor-Young que I'on connait bien pour
les fonctions réelles, en écrivant, grace a la formule du théoreme 2.10, h*.f*)(a) = Dkf(a)(h)k.

Exemple. Ecrivons la formule de Taylor-Young pour f : R? — R, définie par f(z,y) = xsin(y), & Iordre
3, en (a,b) € RZ.
of of

-Ona Dfp(h, k)= 8—(@, b)h + 8—(@, b)k = sin(b)h + a cos(b)k.
’ x x
o f 0% f o f 02 f
_ D2 —_ 2 2
Japl(h, k), (h, k)] Ey (a,b)h” + 920y (a,b)hk + 9907 (a,b)kh + 990y (a,b)k

_ O (a,b)h* 42 0 (a,b)hk + ﬁ(a b)k? = 0.h* + 2 cos(b)hk — asin(b)k?

Oxdz Oxdy "’ Oydy ' '
finalement :

1
(a -+ h)sin(b+ k) — asin(b) = sin(b)h + acos(b)k + 5[2 cos(b)hk - asin(b)k?] + [|(h, k)|[*.p(ap) (hs k),
avec p(q,p)(h, k) — 0 lorsque (h, k) — (0,0).

4.3.2. Formules de Taylor avec reste intégral.

Commengons par des considérations sur 'intégration des applications de variables réelles et a valeurs dans
un espace vectoriel normé complet F.

Si I = [a,b] est un intervalle fermé et borné de R et si f : I — F est une application bornée sur I (ce sera
automatiquement le cas si f est continue, puisque I est compact), on peut considérer les sommes supérieures :

p—1

S(£,8)=>_ sup  (f(t)- (0541 —0j)

j=1 t€log,o5+1]

et inférieures :
p—1

s(f,8)=>_ inf (f(t): (0441 —0;)

= t€loj,0541]

de Darboux de f assoiciées & des subdivisions finies S ={a =01 <--- < g, = b} de I.
On dit qu'une subdivision S’ de I est plus fine que la subdivision S de I, si les points de S sont des points
de S’. On montre alors facilement que :

s(f.8) < S(£.5), S(£.8)<S(f.8) et s(f.S)<s(f,8).

En particulier si S; et S sont deux subdivisions finies de I, on peut considérer la troisieme subdivision finie de
I, S, ayant pour points de subdivision tous les points de S§; et S3. S est alors par construction plus fine que
S1 et S2. On en déduit que 'on a toujours :

S(f,Sl) < S(fa 82)
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De cette majoration on déduit 'existence de :

S(f.8) = inf S(f,8)

subdivisions de I

et de 5(f,S) = sup s(f,S). Lorsque S(f,S) = 5(f,S), on note cette quantité /f, on 'appelle
I

subdivisions de I
lintégrale (de Riemmann) de f sur I. On dit encore que f est intégrable sur I.

On peut prouver que toute application continue sur I est intégrable sur I, et dans la suite les applications
dont on considerera les intégrales seront toutes continues.

On peut, tout comme dans le cas o F' = R, montrer que lorsque f est intégrable sur I, || f|| I'est aussi et

que :
WEEYAH
I I
et si f est continue sur I, 'application F : [a,b] 3 t — f € F est dérivable, et vérifie le Théoréme
[a,t]

fondamental de ’analyse :

F'(u) = f(u).
Ce Théoreme assure en particulier qu'une fonction continue f : I — F admet une primitive sur I(par exemple
I>t— f € F). Notons qu’alors, si f est C' :

[a,t]

/ = 1) - f(a) (7)
[a,b]

En effet f et g:[a,b] >t~ f' € F ont méme dérivée sur le connexe I, et donc par le Corollaire 2.7,
[a.t]
g — [ est constante sur I. La détermination de la constante conduit alors immédiatement & (7).

Notons pour finir que si F' est de dimension finie m, intégrer f revient a intégrer les composantes de

f dans une base (pour la preuve, procéder comme pour la différentiation des applications & valeurs dans un

produit, Theéoreme 2.3 et Exercice 23). Autrement dit, si {€7, -+, €, } est une base de F, il existe des fonctions
m

fisoos fm o I — R telles que quels que soit t € I, f(t) = ij (t) - € et si f intégrable sur I, les f; le sont et
j=1

de plus : .
/If=;(/1 Ot

Ou encore, écrivant f en coordonnées dans la base B = {é1,---,én} :

(/If)B:(/Ifl,"',/Ifl)-

De la formule (7) on obtient directement la formule de Taylor suivante :

Théoréme 4.10. (Formule de Taylor avec reste intégral) — Soit E un espace vectoriel normé, Q un
ouvert de E, F un espace vectoriel normé complet, k > 1 un entier et f : Q@ — F une application C*. Soit
a,h € Q tels que [a,a+h] ={{ € E;Ft € [0,1;E =a+1t-h} CQ (ce qui est le cas dés que h est suffisament

petit). On a :
k-1 1

fa+h) =Y %Djf@z)(h)j e /Mu DR S (W)

j=0"7"
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Remarque. Les hypothéses du Théoréme 4.10 sont un peu plus fortes que celles du Théoréme 4.9 (formule
de Taylor-Young) : on réclame ici le caractere C* de f et non plus la k-différentiabilité, d’autre part dans la
construction de lintégrale, on a recours a la complétude de F. Cependant la formule de Taylor avec reste
intégral est plus précise que la formule de Taylor-Young, car elle donne précisément la valeur du reste. Par
exemple on pourra, a l'aide de cette formule obtenir des minorations, et non plus seulement des majorations.

On verra dans la preuve du Théoréme d’inversion locale en dimension finie, a quel point ceci est utile.

Remarque. Lorsque F = R, on retrouve la formule de Taylor avec reste intégral pour les fonctions réelles
que ’on connait :
-1/, j h* k—1 ¢k
h) = = fl okt — 1—-0)% t-h).
ot =35y i+ oy 0 e s

Preuve. Par hypothese f est C* sur Q et quel que soit ¢ € [0,1], [a + t - h] € €, Papplication
[0,1] 5 t — (1 = )* ' D* fuipp)(h)* € F est donc continue et ainsi intégrable sur [0,1]. Soit g : [0,1] — F
I'application définie par :

1
(1= 1)2D* frapeny(h)? + -

gt)=fla+t-h)+ (1 —=)Dfaren(h) + a1

1

-+ m(l —* DR fagny ()1
g est C', puisque f est C*. Calculons ¢'(t). Sijel,---,k—1,ona :
d 1 . . 1 d . . .
—|ur G-’ Farun (0] (8) = ids [u (1=l [ (1) D7 frarunm (B)+

On en conclut que :

Or par (7) :

Ce qui donne exactement la formule annoncée. (]

4.4. Points singuliers et extrema.

Définition. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, Q un ouvert de E et f : 2 — F une application
différentiable en a € 2. On dit que a est un point critique de f ssi Df(,) n’est pas une application surjective
ie Dfq)(E) # F. On dit que a est un point singulier de f ssi D f(q) = 0z(g;r). f(a) est appelée une valeur
singulieére de f lorsque a est un point singulier et une valeur critique de f lorsque a est un point critique.
Supposons maintenant que F' = R. On rappelle que l'on dit que f admet un maximum local (resp. un
minimum local) en a ssi il existe p > 0, tel que ||z — al| < p implique |f(x)] < |f(a)| (vesp. |f(x)] > |f(a)|)-
On suppose bien siir que p est suffisamment petit pour que ||z — al| < p implique z € . Un maximum ou un
minimum local est appelé un extremum.

Rappelons qu’'une fonction d’une variable réelle dérivable en un point et qui admet en ce point un extremum
est de dérivée nulle en ce point (considérer les limites & gauche et a droite du taux d’accroissement, qui sont de
signes opposés).
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Exercice 33. Montrer qu’une application f : R — R dérivable en a € R, qui admet en a un maximum ou
un minimum local est de dérivée nulle en a.

Proposition 4.11. — Soient F un espace vectoriel normé réel, Q un ouvert de E et f : Q — R une
application différentiable en a € Q. Si a est un extremum de f, a est un point singulier de f.

Preuve. Si a est un extremum de f, 0 est aussi un extremum de la fonction réelle f;(t) = f(a + ti_i), quel

que soit h € E. Or cette fonction est différentiable en Ogr, puisque f est différentiable en a. On sait alors que
f:(0) = 0 (Exercice 33). Mais on sait aussi que f%(0) = Dy, fa) = D f(a)(h). O

Remarque importante. Bien siir cette proposition n’admet pas de réciproque, c’est-a-dire que si f est
différentiable en a et admet en a un point singulier, a n’est pas nécessairement un extremum de f. Par exemple
: t — 3 n’admet pas d’extremum en 0, mais 0 est cependant un point singulier de f.

Supposons maintenant que a soit un point singulier de f et que D? f(a) existe (donc D f,) existe sur un
voisinage de a). La formule de Taylor-Young montre que :

Ya+heQ, flath)=f(a)+D?fu)(h)?+|h|[>pa(h) avec lim p,(h) = 0.
h—0

Nous allons étudier le signe de f(a + E) — f(a) grace a celui de DQf(a)(ﬁ)2 = DQf(a)(i_i, i_i)

e S'il existe ¢ > 0 tel que pour tout & € S(0,1) = {l_i e FE; ||E|| =1}, DQf(a)(ﬁ, i_i) > ¢ > 0, on a quel que
soit k € E\ {0} :

kK 1 - . o -
DQf(a)(Ta T) == D2f(a)(kak) >c> Oa soit D2f(a)(kak) > C||k||2
KL (IR (1R

On en déduit :
Va+heQ, fla+h)— f(a)>|h|*(c+pa(h)) avec lim p,(h) =0,
h—0
et donc des que £ est suffisamment proche de a pour que |po (k)| < ¢/2, f(a+h) > f(a), i.e. a est minimum
local strict de f.

e De méme, s'il existe ¢ < 0 tel que pour tout h € S(0,1), DQf(a)(/_i, i_i) < ¢ < 0, par la formule de
Taylor-Young, f admet en a¢ un maximum local strict.

Théoréme 4.12. — Soient E un espace vectoriel normé réel, Q un ouvert de E et f : Q — R telle que
DQf(a) existe et a soit un point singulier de f.

i- S'il existe ¢ > 0 tel que Vh € S5(0,1), DQf(a)(/_i,

i~ S’il existe ¢ < 0 tel que Vh € S(0,1), DQf(a)(i_i, ﬁ) ¢ < 0, f admet en a un maximum local strict.

En particulier lorsque E est de dimension finie, S(0,1) est compact, et si la forme quadratique DQf(a) est
définie positive, comme elle atteint son inf sur S(0, 1), celui-ci est nécessairement > 0, et on est dans le cas i :
f admet en a un minimum local strict.

Si la forme quadratique D? f(a) est définie négative, pour les mémes raisons, on est dans le casii : f admet
en a un maximum local strict.

—

>c¢ >0, f admet en a un minimum local strict.
<

Etude pratique en dimension finie. Déterminer si la forme D? f(a) est définie négative ou positive revient
a déterminer les valeurs propres du Hessien H(f)(q), c’est-a-dire regarder les valeurs des coefficients diagonaux
de A(q) (les notations sont celles du Chapitre précédent).

- Si toutes les valeurs propres de H(f)(,) sont strictement positives, on est dans le cas i.

- Si toutes les valeurs propres de H(f)(q) sont strictement négatives, on est dans le cas 7.

- Si les valeurs propres de H(f)(4) sont non nulles mais de signes distincts, le long des droites affines passant
par a et dirigées par les vecteurs propres associés aux valeurs propres > 0 de H(f)(,), f admet en ¢ un minimum
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local strict et le long des droites affines passant par a et dirigées par les vecteurs propres associés aux valeurs
propres < 0 de H(f)(q), f admet en @ un maximum local strict. On parle de point “col”.

- Si H(f)(a) possede une valeur propre nulle, on ne peut rien dire en examinant seulement D? J(a)- 1 faut
pousser plus 101n I’étude du comportement de f le long des droites affines passant par a et dirigées par les
vecteurs propres associés aux valeurs propres nulles, grace a la formule de Taylor & un ordre > 2.

Exemple. Etudions le comportement de f au voisinage de ses points singuliers.

f: R?
(z,y)

R
(1-2%)(1-y?)

—
—

0 0
Les points singuliers a de f sont déterminés par D f(,) = 0 ce qui équivaut a 8—f(a) = 8—f(a) = 0. On obtient
T Y
quatre points singuliers : (0,0),(1,1),(1,—1),(—1,1). Le Hessien de f en (z,y) (dans la base canonique) est :

) Ty
dzor Y Ayox (=242 4y
0% f 0% f - 4y —2 4 222

910y (z,y) 990y (z,y)

e en (z,y) = (0,0), le Hessien dans la base canonique est diagonal, de valeurs propres —2 et —2, donc f
admet en (0,0) un maximum local strict.

f(0,0)=1

(xy.f(x,y))

een (x,y) = (1,1), les valeurs propres du Hessien sont —4 et 4. Une base de I’espace propre Ej associé a la
valeur propre 4 est h= (1,1) et une base de 'espace propre E_4 associé & la valeur propre —4 est k= (1,-1).
Le long de la droite {(1,1) + th}, f admet donc un minimum local strict en (1,1), et le long de la droite

{(1,1) + tk}, f admet un maximum local strict en (1,1). Il s’agit d’un point col. Il en est de méme des deux
derniers points singuliers.

Au voisinage de ces points, le graphe de f a donc l’aspect suivant (point col) :
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Remarque importante. L’étude des points singuliers de f menée ci-dessus n’est valable que lorsque
le point en question est dans un ouvert sur lequel f est différentiable. Lorsque I'on veut étudier les
extrema de f sur un ensemble qui n’est pas ouvert, on restreint successivement f & des domaines
ouverts, non plus de E mais d’espace de dimension < dim(FE).

Exemple. Etudions les extrema de f = fi5 (ol f est donnée ci-dessus), la restriction de f & la boule unité
fermée B de E.

e Sur la boule unité ouverte, le seul point singulier de f (et donc le seul candidat & étre un extremum local
de f) est (0,0). L’étude précédente montre qu’en ce point f (et donc f) admet un maximum local sur la boule
ouverte.

e Etudions maintenant le comportement de f sur S, la sphere unité de E, qui est le bord de B. Pour cela
on parametre S, et on considere F(0) = f(cos(@),sin(ﬂ)) = sin(6) cos?(d) = isinz(%)), pour 6 €]0, 27 + €,
e > 0 aussi petit que 'on veut. On a F'(0) = sin(20) cos(20), et les points singuliers de F sont 6; = 7/4,
92 :71'/2, 93 237'('/4, 94 =T, 95 :57'('/4, 96 :371'/2, 97 2771'/4, 98 = 2m.

On fait alors en chacun d’eux une étude locale grace a F"(0;) = 2 cos(46;). F"'(01) = —2 (maximum local
strict), F"(f2) = 2 (minimum local strict), F(65) = —2 (maximum local strict), F”'(6;4) = 2 (minimum local
strict), F”(05) = —2 (maximum local strict), F"(f) = 2 (minimum local strict), F”'(f7) = —2 (maximum local
strict), F/(fs) = 2 (minimum local strict).

e Remarquons que f étant continue sur B, elle atteint son inf et son sup. Si l'inf f ou le supp f est atteint
sur la boule ouverte, le point ou il est atteint est un point singulier de f, ce ne peut étre que (0,0). Mais ce
point étant un maximum local de f, en (0,0), fne peut atteindre que son supgz en (0,0).

Sil'inf g f ou le supgp f est atteint sur S, alors le point ot il est atteint est un point singulier de F', et méme
I'infg F ou le supg F. 1l faut alors comparer les valeurs de f en chaque 6;, pour trouver ce sup ou cet inf.

En conclusion on a :

inf f = min{F(6;);1 < j <4} et sup f = max{F(02;41);0 < j < 3; £(0,0)}.
B B
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Exercices du chapitre 4

Exercice 34 (Séries normalement convergentes). Soient & un ensemble, F' un espace vectoriel normé

complet et pour tout n € N, f, : &€ — F. On dit que la série Z fn est normalement convergente sur &,
neN

ssi il existe une série numérique Z un (Ie u, € R) convergente telle que pour tout n € N, pour tout x € &,

neN
n

[ fn(®)]] < up. Montrer alors que la série S,, = Z f; est uniformément convergente sur £.
j=1

Exercice 35. Soit Z anz™ une série entiére de rayon de convergence R > 0, soit (E,|| ||) un espace

neN
vectoriel normé complet et soit f € L(E; E) un endomorphisme continu de E, tel que || f||z(g;zy < R. On note

classiquement f" = fo---o f la composée de f avec lui-méme n fois (f° =Idg).
i - Montrer que la série S = Sy = Z anf" 1 E — E est définie et C*.
neN
ii - On consideére ¢ : BE > f +— Sy € L(E; E), ott BY est la boule ouverte de L(E; E) de rayon R. Montrer

que ¢ est différentiable.

Exercice 36. Soit Z uy, une série réelle absolument convergente (ie Z lun| < 00) et soit ¢ :]0, +oo[— F

neN neN
une fonction C*, F étant un espace vectoriel normé complet. Soit enfin (Zn)nen une suite de E = RP contenue
dans une boule fermée B de E, centrée en Og. On définit f(x) = Z unp(||z — zn||) (la norme || || de E est la

neN
norme euclidienne issue du produit scalaire usuel) pour tout x € Q = E \ B.

Montrer que f est bien définie, puis que f est C' sur Q.

Exercice 37 (Théoréme de Borel). Soit (a,,)nen une suite de réels. On suppose qu’existe une fonction
@ (et il en existe en eflet) telle que p : R — R est C*°, telle qu’il existe v, 0 tels que -2 < a < -1 <1< <2,
@ est nulle sur R\ [, B, et @j_1 1)=1.

i- Montrer qu'’il existe (A, )nen une suite de réels telle que, en posant f,(z) = a—?m"gp()\nx), sup | ¥ (z)] <
n: zeR

1
2—n,pour0§k;§n—1.
ii- En déduire Pexistence d’une fonction f : R — R, C™, telle quel que soit n € N, f("(0) = a,,.

Exercice 38.

Dans cet exercice on considere le R espace vectoriel C, muni de la norme | | (le module). Noter que via
Iisomorphisme isométrique @ : (C,| |) — (R?, ]| ||2) cet espace est R* muni de sa norme d’espace euclidien. Sur
C on dispose bien siir, en plus de la structure d’espace vectoriel, du produit de deux nombres complexes qui
confére a C une structure d’algébre sur R.

Quel que soit n € N, on considére :

fan: C

—
z Ld

2%

et f= Z la série associée a la suite (fn)nen-

neNf,
1 - Montrer que la série f converge sur C.

2 - Montrer que f,, est différentiable sur C, et quel que soit z € C, calculer || D fy,(2)| z(c;c)-

3 - Montrer que f est différentiable sur C puis que D f(;): C> h+— f(z).h € R?.

4 - Déduire de la question précédente que f est C™.

5 - Montrer que pour tout z,w € C, f(z +w) = f(2)f(w). (Ind. On pourra montrer que application
z— f(z+w)f(—=2) est constante)
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Exercice 38bis. Soit pour tout n > 0 la fonction

z+1/n
fr(@y) = T/
Quel est le domaine de définition U de f = Z fn 7 Montrer que f est différentiable sur U.
n>0
Exercice 39 (Unicité de la formule de Taylor). Soit P € K[X1, ..., X,] un polynéme an indéterminées.
Pour tout x = (r1,...,2,) € K" et pour tout multi-indice j = (j1,...,jn) € N, on note 2/ le monéme

x{lméz ..adn de sorte que si X = (X1,...,X,) et si |j| = j1+ ...+ jn, il existe k € N (le degré de P) et des
constantes 1, ..., € K tels que P(X) = Z 7 X7
0<|jI<k

i- Rappeler la formule de Taylor-Young a 'ordre k pour une fonction f : K" — K qui admet une différentielle
d’ordre k en un point a et montrer que s’il existe des applicatjons j- Iinéajres LV K" x...xK" — K, avec
1 < j <k, telles que pour tout h € K", f(a + h) Z LI(h,...,h) + o(||h]|¥), alors les quantités

1<j<k

Li(h, ..., k) sont uniques.

1i- Montrer que pour tout a = (a1, ...,a,) € K", il existe des constantes a1, ..., a, € K uniques telles que
P(X)= Z a;(X —a)?. Calculer ces constantes a; grace aux dérivées parme]]es de f en a. En déduire les

0<|j|<k

dérivées partielles de f en a en fonction des dérivées partielles de f en 0 et de a.

Exercice 40. Soit f : R* — R définie par f(x,y) = («* +1)(y2 — 1). Etudier les extrema de f sur le
disque unité fermé de R2.

Corrigés des exercices du chapitre 4

Exercice 31. La suite (f,)nen converge simplement vers la fonction f : [0,1] — R, définie par f(z) =0
pour z €]0,1] et f(0) = 1. En effet, si z €]0,1], fn(z) = (1 — 2)™ — 0, et comme f,(0) = 1 pour tout n € N,
fn(0) converge bien vers 1. La fonction f n’est pas continue en 1, comme toutes les fonctions f,, sont continues,
la suite (f,)nen ne converge pas uniformément vers f sur [0, 1] (cf Proposition 4.2).

Exercice 33. Soit f :]Ja, S[— R une application dérivable qui admet en a €]a, 8] un maximum local. Le
rapport f(z) — f(a)/(z — a) est alors > 0 pour z < a proche de a et < 0 pour > a proche de a (puisque
f(z) < f(a) pour x proche de a). Par hypothese la limite de ces rapports lorsque x — a existe et vaut f'(a) et
cette limite est a la fois > 0 et < 0, donc nulle.

Exercice 34. On a : pour tout x € € :

n+k n+k n+k
190 (2) = Spr(@e =1 D fi@lle< > If@1< Y w,
Jj=n+1 j=n+1 Jj=n+1
n+k n+k
or pulsque Uj > 0 Z Uj < Z Usj. Mais pulsque Zun converge, son reste & 'ordre n, r, = Z Uj
Jj=n+1 j=n+1 neN j=n+1

converge vers 0 lorsque n — oo. Quel que soit € > 0, il existe donc N € N, tel que n > N,k € N implique :
pour tout z € &, ||Sn(z) — Snyr(x)||F < €. Le critére de Cauchy uniforme est vérifié, par la Proposition 4.3 la
suite (S, )nen est uniformément convergente.

n
Exercice 35. i - Soient f € BFf §, = Zanf" : E — E. En tant que combinaison linéaire

d’endomorphismes continus de E, S, est une application linéaire continue de E dans E. De plus, |lan f"| z(g;p) <
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|an| | 25,z (Exercice 6). Le terme général de la série S, étant majoré par le terme général d’une série
numérique convergente, la série S,, est normalement convergente et donc uniformément convergente (cf
Exercice 35). On en déduit que S existe et est continue (Proposition 4.2). Comme pour tout, z,y € E, A\ € E,
Sn(z + Ay) = Sn(x) + AS,(y), cette égalité par passage a la limite donne la linéarité de S. S est ainsi linéaire
et continue, donc C*°.

On peut aussi dire plus simplement que comme ||an f"(|z(5;E) < |an|-| fI|; (g, ) €t comme la série de terme
général |a,|.|| f HZ( B, E) converge, la série S est absolument convergente, et comme L(E; F) est complet puisque
E est complet (Exercice 29), la série S est convergente dans L(E; E), et donc en tant qu’élément de L(E; E),
S est C*°.

ii - Appliquons le Théoreme 4.6. Soit ¢, : BT — L(E;E) définie par : pour tout f € BE,

n

on(f) = Zanf". La suite (¢n(0z(g;5)) = (a0ldE)nen est constante donc convergente.

3=0
Montrons que Bf > f — f" € L(E;E) est différentiable. Si L : (L(E; E))" — L(E; E) est définie par
L(f1,-++, fn) = fr10---0 fn, L est n-linéaire et comme par I’Exercice 6) :

IL(f1, s Folleeey < Mfilleee) - | falloese),

L est continue. Maintenant si note § : L(E;E) > f — (f,---,f) € (L(E;E)™, § est linéaire et continue
(puisque § = (Idg,---,Idg)) et B > f — f" € L(E;E) est lapplication L o § restreinte & BT,
On en déduit que f +— f™ est C° en tant que composée d’applications C™ (Théoreme 2.9 ) et que :
D(g — 9")(5) = DLy,... 5y 00, ie pour tout h € L(E; E), D(g — g")p)(h) = Z ftoho fI (Proposition
i+j=n—1
15). On obtient alors [ID(g — ¢")p(Mlleey < 3 IIIAIIAT = al 7" Al ce qui donne -
i+j=n—1

1D(g = 9™) 5l ee:e)cimmy) < nll "

En résumé : g — a,g" est différentiable en f (et méme C*) et de différentielle ayant une norme majorée
par n.|a,|.|[ ]|, Or la série dérivée Z n.apx™ ' a méme rayon de convergence que Z anz"™. On en conclut

neN neN

que sur toute boule B" centrée en O p,p), de rayon r < R, la série des différentielles de f — Z an f" est

neN
normalement convergente, donc uniformément convergente (Exercice 34). Par le Théoréme 4.6, on en

déduit que f +— Sy est différentiable sur toute boule B”, » < R, donc sur BT et que pour tout f € BE, pour
tout h € L(E; E), D(g — Sy)s)(h) = Z an, Z fiohofi.
neN i+j=n—1
Remarque. On peut montrer que g — S, est C* sur B, de la méme fagon (en utilisant le Théoreme
4.7).

Exercice 36. Dapplication f est bien définie car si B est de rayon R et si x € Q, quel que soit n € N,
0<|lz|l = R < ||l — || < ||z|| + R. Or ¢ est continue sur le compact [||z|| — R, ||z| + R], donc bornée, disons
par M = M,, et donc ||lupe(||lz — zu||E)||lF < |un|M,, terme général d’une série convergente (puisque Z [t |

neN
converge par hypothese). Comme la norme ||| g est issue d’un produit scalaire ( | ), elle définit une application

différentiable en dehors de Og (cf Exercice 25). L’application ®,, : Q 3 = +— || — z,|| g ne s’annule pas, quel
que soit n € N. Par le théoreme des applications composées, on en déduit que Q > z — ¢(||z — x| g) est
différentiable sur €2 et que (cf Exercice 25 pour l'expression de la différentielle de || || g) :
(hlx —xn)
Do h) = +—¢'(|x — x| E).
Soit alors a € ) et B(a,r) une boule fermée centrée en a et de rayon r, telle que B(a,r) C 2. Quel que soit
x € B(a,r), quel que soit h € E :

< 12l llz = 2nllm

HD(I)n T (h)HF >
® EEXAE

A’ (lz = znll 2) e,
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par I'inégalité de Cauchy-Schwarz. On en déduit que | D®,,,) | z(mr) < @' (|2 —20||E)|. Orr—R < [|[z—2,|E <

r + R et ¢ est borné sur [r — R,r + R] disons par M,. On déduit que la norme du terme général de la

série Z Up - D®y ;) est majorée par |u,| - M, qui est une série numérique convergente par hypothese. La
neN

série Z Up - D®,, () est ainsi normalement convergente sur B(a,r), donc par I'Exercice 34 est uniformément
neN

convergente sur B(a,r) (L(E; F) est complet, puisque F' est complet, cf Exercice 29). Par suite Z Up - D®p ()

neN
est localement uniformément convergente sur €2 et le Théoreme 4.6 assure que la série ¢ est différentiable sur

Q et que Dy = Z Up D®,. Comme chaque z +— D®,,, est continue, et que la convergence de Z U, D®,, est
neN neN
localement uniforme, par la Proposition 4.2, z +— D f,) = Z Up D®,, () est également continue. On en conclut
neN
que f est C' sur Q.

Exercice 37. La formule qui donne la dérivée k"¢ d’un produit de deux fonctions k fois dérivable est :

k
(h.g)®) = Z C;fh(p)g(k_p), ce qui donne ici pour f,, en faisant h(z) = a—?x” et g(x) = p(Apz) :
n!
p=0

f(k) = Z Ck nn—1)---(n—p+ l)x”_p)\fl_pap(k_p)()\nx).

On en déduit que :

70 @) < ool Z el PP ().

Comme p*=P)(\,z) = 0 pour |z| > 2/|\,|, en posant M, = max;e(o,....n—1} SUP |go(j)(x)|, on obtient :
z€[—2,2

£ @) < lan |ch 572/ Pl Pl P )

Jan] o g 2777 Jan| My o= 2777

S - PP (Apz)| < — —_ .
PO = A T A W TP A S ]

n—p
Majorons grossierement C;f ﬁ par k12" < (n—1!)2", on obtient alors la majoration suivante de |f,(Lk) (z)| par
n—p)!
M, M,
la quantité ||§ :n 7; n(n—1)12" = ||§n:n - 112", qui ne dépend que de n. Si [A,| > 1, on a encore [A,["~ k<l
ce qui implique :
£9)] < e,

n
de sorte que si [A,| > 1 et [A,| > |an| - My, - n!- 4", on a la majoration voulue |fy(Lk)(x)| < 27", pour tout z € R
et pour tout k € [0,n — 1].
Quel que soit k € N, on obtient que la série Z fT(Lk) est normalement convergente sur R, puisque pour

neN
n >k, |f(k)( ) <27 et Z 27" est convergente. Le Théoreme 4.7 donne alors que la somme f = Z fn
neN neN
existe et définit une fonction C*° de R dans R. On sait de plus que quel que soit k € N, quel que soit z € R,
O (z Z f . Calculons maintenant
neN

k
FP0) =3 F00) = 3 FP0) + 3 83" Cnln = 1)+ (n = p+ DO AT (3,0)

neN n<k n>k  p=0
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=519 =Y Damo(ha))®(0) (+)

n!
n<k n<k

comme pour 1 < k, [£"p(A,z)]*) est une somme de termes dans lesquels apparait 27 ou ¢)(z) avec j # 0, les
k premiers termes de la somme (x) sont nuls puisque la constance de ¢ au voisinage de 0 implique la nullité de
toutes ses dérivées successives en 0. Il ne reste donc dans (x) que le terme :

k—1
eV (0) = 3R (0) + 3 OFk--- (k= i+ DeF AT (M) ) (@ = 0) = ag +0.
] ] 2

Exercice 38. 1- Remarquons que C est un espace complet, car de dimension réelle 2 < oco. On sait
alors qu’une série a termes dans C absolument convergente est convergente. Soit z € C. Pour tout n > 0,
on a |z"/nl| = |z|"/n!. On en déduit que la série définissant f(z) est absolument convergente, et donc
convergente (puisque la série Zr” /n! converge quel que soit r € R}).

jEN

2- fy est constante, donc ciifférentiable et de différentielle nulle. On peut calculer Df, ) de duex fagons
différentes (au moins !) :

2.a- Pour toutn>1et z2,h € C,ona

Fa(e ) — fu(e) = PR WG, Ca2 TR o)

n!

En posant L(h) = 2"~ h/(n — 1)l et p(h) = (3 p_, CEz""Fh*=2)h2/(n!|h|). Or, L est linéaire en h, continue
(car entre espaces de dimension finie), et de plus

[p(h)| < 2"[hlmax(|hl, |2)" =" /nl,

ce qui prouve que p(h) tend vers 0 lorsque h tend vers 0. L’application f, est donc différentiable en z, de
différentielle L. On a par définition de la norme sur £(C,C) :

|zn71h| |Z|n71
[Dfn. || = |ILl| = sup [|L(h)[ = sup = :
" |h|=1 =1 (n =1  (n—1)!
2.b- Soit £: C" — C l'application définie par : £(z1, -, 2,) = 21---2,. Cette application est n linéaire
et continue (puisque C est de dimension finie). Soit ensuite A : C — C", définie par A(z) = (z,---, 2).

L’application A est linéaire et continue. On a : f, = — (£ o A) ce qui prouve que f, est C*°. De plus :

n!

1
Vz € C,Vh € C, Dfn(z)(h) = HDKA(Z)[AUL)]

1 1 "
= s sl = e ) =

~nl n!
3- Pour montrer que f est différentiable sur C, on considere r > 0 quelconque et on montre que f est
différentiable sur la boule fermée B, de centre 0 et de rayon r.
Pour tout 2z € B, et tout n > 1, on a || Df,,|| = [2""!/(n — 1)! <r"1/(n —1). On en déduit que la série
+oo
de fonctions z +— Z Df,, est normalement convergente sur B,, donc uniformément convergente sur B,
n=0
(Exercice 34). Le Théoréme 4.6 permet de conclure que f est différentiable sur B,., et que pour tout z € C
+oo +oo

I’application linéaire D f, est la somme d’applications linéaires Z Df,,,soit Df, = Z(h = 2"/ (n—1)!) =

n=0 n=1

hznfl

400
(h— > 2""'h/(n = 1)) = (b= f(2)h).
n=0
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Remarque. la série de terme général f,,(0) est convergente, de sorte que le Théoréme 4.6 assure
directement, du fait de la convergence uniforme de la série des différentielles D f,,, que la série de terme général
fn est uniformément convergente. On retrouve alors 1-.

4- Montrons que f est k fois différentiable sur C, quel que soit k, par récurrence. On vient de coir que
[ est différentiable et que Df.y(h) = h- f(z). Soit ® : C — L(C;C) définie par ®(w)(h) = w - h. Cette
application est linéaire et continue donc C™ et de plus :

Df =dof (1)

Supposons que f est k fois différentiable sur C. Par (), Df est alors aussi k fois différentiable sur C ie que f
est k + 1 fois différentiable sur C.

5- Fixons w € C, notons p 'application produit C x C — C, T, 'application translation z — z 4+ w et M
Papplication z — —z. L’application proposée par 1’énoncé est po(foT,, foM). Comme p est bilinéaire continue
et comme M est linéaire continue et Ty, est somme d’une application linéaire continue et d’une application
constante, M et T, sont toutes les deux différentiables. C’est aussi le cas de f par 3—, et le Théoreme 2.1
s’applique. Comme DT, = Id¢ et DM, = —Id¢, on a donc pour tout z € C,

Dg, = Dp(f(z+w),f(—z)) © (szer; _foz) = f(z + w)foz - f(_z)szerv

et donc Dg, = (h — f(z 4+ w)f(—2)h — f(=2)f(z + w)h) = (b — 0) = 0. Comme C est connexe, g est
constante sur C par le Corollaire 2.7. Pour tout z € C, on a donc g(z) = g(0) = f(w), d’ou la relation
f(z+w)f(—2) = f(w) valable pour tout z,w € C. Prenant w = 0, on en déduit f(z)f(—z) = 1, et donc
fz+w) = fz+w)f(2)f(—2) = f(z)f(w) pour tout z,w € C.

Exercice 38bis. Pour tout (z,y) € R?, et tout n > 0, f,(z,y) est bien défini et de plus,

1

x
fu(z,y) = oy

et =% est le terme général d'une série convergente si et seulement si y > 1 tandis que # est le terme général

d’une série convergente si et seulement si y > 0. On a donc
U = {(z,y) € R? tels que y > 1}.

Comme on sait que »_ f, converge simplement sur U, pour prouver la différentiabilité, nous avons le
choix entre les deux méthodes suivantes :

Premiere méthode : le Théoréme 4.6 (ou sa version affaiblie donnée en TD) dit que pour prouver la
différentiabilité de f, il suffit de montrer :

1) la différentiabilité de f,, sur U pour tout n > 0,

2) la convergence uniforme locale de la série des différentielles ) ., D f, (comme série de fonctions
U — L(R?R)).

Pour prouver 1), on calcule pour tout n la matrice de (D f,)(s,,) dans les bases canoniques de R? et R, &
I'aide des dérivées partielles, ce qui donne :

1 —Inn(z+1/n) }

nYy ny

Ces dérivées partielles sont continues sur U, ce qui prouve que f, y est différentiable. De plus, on a

1 Inn|z+ 1/n|}

1D f) ol g 2y = mase{ =, =

Pour prouver 2), considérons (a,b) € U et R > 0 tels que la boule fermée B((a,b), R) est incluse dans
U. On a alors pour tout (z,y) € B((a,b), R) les inégalités y > b— R > 1 et |z| < |a| + R, d’ou

1 Inn(la|+R+1)
H(Dfn)(x,y)|‘£(R27R) = max{ nb-R’ nb—R }
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1

Or, les séries > ——= et > M(l;‘ij}f’m sont toutes deux convergentes puisque b — R > 1, ce qui prouve la
convergence normale, donc uniforme, de » (D f,)x,y) lorsque (z,y) € B((a,b), R).

Deuxieme méthode : le théoreéme 4.8 affirme qu’il suffit pour prouver la différentiabilité de f de prouver
la convergence uniforme locale des séries de dérivées partielles ano %’Z’ et ano dafz’ (on aura alors
leUetQQZ(Z)).

Or (par le méme calcul que pour la premiere méthode), pour tout (a,b) € U et R > 0 tels que la boule
fermée B((a,b), R) est incluse dans U, on a pour tout (z,y) € B((a,b), R) les inégalités

8fn 1 1
G| =5 <
° o7 nnjo + 1/n| _ Inn(lel + R+ 1)
n . nnjz+1/n nn(lal + R+
a—y(x7y)‘ - ny < nb—R

= 1 Inn(la|+R+1) . .
et les séries ) —=x et ) —— 5-x—— sont toutes deux convergentes puisque b— R > 1, ce qui prouve la
convergence normale, donc uniforme, des séries des dérivées partielles sur B((a,b), R).

Exercice 39. i- Soit f: Q C K" — F une application admettant en a € Q une différentielle & 'ordre k, F'

étant un espace vectoriel normé quelconque sur le corps K. On sait alors que f est capable de la formule de Taylor
k

1 ,
alordrek: f(z) = Z ,—'Djf(a)(x—a)J+||x—a||kpa(a:—a), ol pg(u) — Op, lorsque u — Og». Gréce & la formule
— J:
7=0
(3) du théoréme 2.9 du cours, on peut exprimer chaque D7 Jay(x— a)’ comme un polynome de degré j en les n
. , 1 o
coordonnées de x — a. En effet, on a : D7 f,)(z — a)’ = Z Tif'(a)(xél —ag,) ... (T, —ag,).
1<6, ...€,<nj!8x[1 ...81)[]. J J

On en déduit que f(x) = P*(x — a) + o(||z — al|¥), avec P*¥ un polynéme de degré k & n indéterminées,
dont les coefficients s’expriment en fonction des dérivées partielles de f en a.

k
Supposons maintenant que f(x) = ZLj(a: —a)’ + of||z — a||¥) (), avec L7 : EI — F une application
3=0
j-linéaire. Montrons par récurrence que les applications E > h— L (i_i)J € F sont uniquement déterminées (ce
qui est différent de montrer que les applications L7 elles-méme sont uniquement déterminées)

- Lorsque k = 0, la formule (x) dit : f(x) = cte + pa(x), ot cte = L%(x — a)® € F et p,(z) — 0 lorsque
2 — a. On en déduit que nécessairement L°(z — a)° = lim,_, f(u). Cette limite n’est f(a) que lorsque f est
continue en a. Si f n’est pas continue en a, on considére plutdt son prolongement par continuité fen a, défini
par f(u) = f(u) si u#a et fla) = Lz — ). Dans la suite on suppose donc que f(a) = L°(z — a)°.

- Lorsque k = 1, () est f(z) = L°(x —a)? + LY (x — a)* + o(x — a). Or L' est 1-linéaire, c’est-a-dire linéaire,
et donc continue (dimension finie). On en déduit que L*(z — a) < ||LY||.||x — al|, i.e. L(x —a) = o(||z — a||*),
et par ce qui précede, nécessairement L°(z —a)® = f(a). On conclut que f(z) — f(a) = L*(z — a) + o(||]z — al]),
ou encore que f est différentiable en a. Par unicité de la différentielle, L' (2 — a) = D f(,)(z — a) est uniquement
déterminée.

- Faisons ’hypothese de récurrence H (k) suivante :

“la propriéte P(k) est vraie, oit P(k) est I'unicité des applications (x — a) — L?(x — a)?, pour 0 < j < k,
des que D'égalité () a lieu”.

k41
Supoosons alors que f(z) = Z L (z —a) + o(||z — a|[**1), avec L7 j-linéaire. Par continuité de LF*1, on
3=0
a: ||[LEF Yz —a)k Y| < J|L||.||z — a|[¥T! = o(||x — al|¥), et donc par H(k), les applications (z —a) — LI (x —a)?
sont uniquement déterminées, pour 0 < j < k. Deux écritures du type (x) pour f ne peuvent ainsi différer
que sur les termes L1 (z — a)**! 4 o(||z — a|[**'). Supposons alors qu'existe LFt! et L5 toutes les deux
(k + 1)-linéaires telles que (L*+1 — L8 (2 — )b+ = ||z — a||*+'pa(z — a), avec pq(z — a) — 0 lorsque = — a.
En remplacant x — a par t(z — a)/||z — al|, pour z # a et t > 0, on obtient :

tk—i—l

e & = £ @ = o =1 pu(t(e — a)/ 2~ all),
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et en faisant ¢ — 0, on obtient LFt!(z — a)* ! = £L¥ (& — a)F*1. Cest-a-dire que P(k + 1) a lieu et donc que
H(k) = H(k + 1), ce qui termine la récurrence.

Conséquence. S'il existe un polynéme P* de degré k & n indéterminées tel que f(x) = P¥(z —a)* +o(||x —
al|¥), ce polynome est unique (car la somme de ses monomes de degré j est une application j- linéaire calculée
sur (r — a)’, i.e. une écriture du type (x)). En particulier si D¥ f(a) existe, ce polyndome existe, est unique, et
ses coeflicients sont donnés par les dérivées partielles de f jusqu’a lordre k.

Exemple. Considérons la fonction f : R* — R définie par : f(x,y) = z + y?sin(zy), f admet toutes ses
dérivées partielles & tous les ordres, donc f est C*° (théoreme 2.9). En (1,1), f admet donc une formule de
Taylor a tous les ordres.Ecrivons cette formule & l'ordre 2 :

on a :
Diunfe =Ly =1 = 0D = ) + F L1 - 1), e
82 82 2
Do~ Ly = 10? = LD~ 1P+ 25 L (LD = (- D+ Fh0 - 17
On obtient :

V(z,y) € R?, flz,y) = 1 +sin(1) + (1 + cos(1))(z — 1) + (2sin(1) + cos(1))(y — 1)

+%[(— sin(1))(z — 1) +2(3 cos(1) —sin(1))(z — 1)(y — 1) + (4 cos(1) +sin(1))(y — 1)?] + o(||(z — 1,y — 1)|?).
ii- On pourrait montrer que les monémes (z — a)?, pour |j| = 0,...,k sont les éléments d’une base de l'espace
Kg[x] des polynémes de degré < k, ce qui donnerait l’ex1stence et l’unicité des ;. Mais ceux-ci ne seraient
explicitement donnés que grace a la matrice de passage de la base canonique de Ky [z] & la base ((z—a)?)0<|j|<k)-
On va ici déterminer explicitement les a;.

Ecrivons la formule de Taylor pour P en a & lordre k + p, avec k = deg(P). On a :

k+p
P(z) = P(a) + Y D' Py(x — a)’ + o[z — al|*7),
j=1

or les dérivées partielles de P a l'ordre m > k sont nulles, puisque P est de degré k, de plus P(a) +
Zle DI Py (z—a)? est un polynéme de degré < k en les coordonnées de (z—a). Notons-le Q(z Z aj(z—a)’

Les constantes «; sont données par les dérivées partielles de P en a, jusqu’a I'ordre k. On v1ent d écrire que

pour tout p < 0, lim (P(z) — Q(z)) = 0, ce qui n’est possible, que si P(z) — Q(z) = 0, car ce

a ||z —af|*+»
polynome est de degré < k).

En identifiant les coefficients v; de P(x), qui sont donnés par les dérivées partielles de P en 0 et les
coefficients «; de Q(z), qui sont donnés par les dérivées particlles de P en a, on obtient ces derniéres en
fonction des premieres.

Exemple. Soit P(z,y) = 1+ x + zy, alors par la partie “conséquence” de la premiére question ci-dessus

oprP oP 2P 92p

Oy = P(070) = 1,041 = %(07(» = 1,042 = a—y(0,0) = 07043 = 8 2(0 O) = 07045 = a a3 (O O) =0 et
2p

4 = 88 3 (0,0) = 1. Mais on a aussi, par la seconde question : P(z,y) =70 +71(x — 1) + y2(y — 1) + y3(z —
xdy

1)24+y4(x —1)(y — 1) + v5(y — 1)%. En identifiant, on obtient le systéme : ag =0 —y1 — Y2 +75 + V4 +73; 01 =
Y1 — 293 — Y432 = Y2 — Y4 — 295503 = Y3304 = Ya; 5 = 7¥5, d’olt les dérivées partielles v; de P en (1,1) en
fonction des a;.

Exercice 40. f étant continue sur le compact D = {(z,y) € R* 2% + y? < 1}, f est bornée sur D et
atteint ses bornes. Le domaine sur lequel on doit étudier f étant a bord, I’étude se fait en deux temps, et

linf de f sur D est & déterminer parmi infgp f et les minima locaux de f sur D; le sup de f est & déterminer
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[e]
parmi supyp f et les maxima loacaux de f sur D. Précisément : infp f = min{infyp f, minlocauxDof} et
supp f = max{supyp f, maxlocauXDof}.
a- Btude sur D= {(x,y) € R%: 22 4+ 4% < 1}.
[e]
Sur D les points (z,y) en lesquels f admet des extrema sont des points singuliers de f, i.e. tels que

o0 f O f

Dfzy) = 0£(R2;R), ou encore %(m, y) = g; (z,y) = 0, soit le seul point (0,0). De plus W(x, y) = 8—y2(x, y) =
82
axgy (x,y) = 0, de sorte que le Hessien de f en (0, 0) est nul. Nous sommes dans le cas défavorable ou I’étude du

Hessien n’apprend rien sur le comportement de f au voisinage de (0,0). Notons simplement que f(0,0) = —1.

b- Etude sur 9D = S' = {(z,y) € R%; 22 + ¢2 = 1} (voir la figure ci-dessus).

Nous devons étudier le comportement de f sur S'. Les points en lesquels f restreinte & S' admet des
extrema sont des points en lesquels f o~ admet aussi des extrema (de méme nature), pour toute paramétrisation
v de S!, de sorte que si 7y est dérivable, et si en y(0) € S, f admet un extremum, F’(§) = (f o)’ () = 0.
En posant v(6) = (cos(6),sin()), on obtient : F'(f) = 0 ssi § = 0,7/2,7,37/2,00,27 — 0y, avec Oy tel que
cos(fp) = —(2/5)1/3. Ona: F"(0) = 2cos(20)(5 cos®(0) + 1) — 22 sin(26) cos?(#) sin(f). Donc F”(0) =7 > 0, et
en 0, F admet un minimum local et F(0) = f(0,0) = —2; F"(7/2) = -2 < 0, et en w/2, F admet un maximum
local et F(7w/2) =0; F”(n) = =3 < 0, et en m, F admet un maximum local et F'(7) = 0; F'(37/2) = -2 < 0,
et en 37/2, F admet un maximum local et F(37/2) = 0; F" () = 6sin*(fy) > 0, et en fy, F admet un
minimum local et F(fy) < 0, enfin F” (27 — ) = 6sin*(6) > 0, et en 27 — 6y, F admet un minimum local et
F(2m —6p) < 0.

c- Conclusion : f admet sur D un maximum égal & 0, atteint en trois points

(0,1), (=1,0) et (0,—1) et un minimum égal & —2, puisque —2 < f(0,0) < F(6y) = F (27 — 6y), atteint en
(1,0).
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Chapitre 5- Fonctions implicites. Inversion locale.

5.1. Différentielles partielles.

Rappelons que si f : Q@ € K" — F, on a défini la j°™¢ dérivée partielle de f en a, lorsqu’elle existe,
relativement & une base B = (€1,...,€y,), par:

of

1
or; (a) = Dg; f(a) = lim —(f(a+1€;) — f(a)),

0#4t—0 t

0 .
autrement dit, en notant ¥ = (x1,...,%,) les coordonnées dans la base B, a—f(a) est la dérivée en a; de la
Ly
fonction f7 : Q; — F, ou Q; = 7;(£2) est la ™ projection de  sur K (les projections 7 étant ouvertes, €2,
est bien un ouvert de
K), et olt fJ est définie par: fi(t) = f(a1,...,aj—1,,a541,.-.,0n).

. 0] . N . ) .
Pratiquement calculer 8—f(a) revient donc a fixer toutes les variables de f, autres que la j¢™¢, égales
N
J
respectivement a ai,...,a;-1,Gj41,...,an €t & dériver f au point a;, par rapport a la seule 7°*¢ variable.

On peut concevoir des restrictions de f du type fg, dans un cadre plus général: lorsque f est une application
définie sur un ouvert 2 d’un produit d’espaces vectoriels normés F;, on peut fixer les variables des espaces Ej,
pour k # j, et ne faire varier que la variable de E;. Ceci conduit & la définition suivante des différentielles
partielles:

Définition. Soient E, ..., E,, F des espaces vectoriels normés sur le corps K, Q C E = E; x ... x E,, un
ouvert (E étant muni de la norme produit : || ||g = max{|| |&,---,| |lE.}) et @ un point de Q. Soit enfin
f:Q—=F.

On dit que f admet une différentielle partielle au point a € 2 relativement a la variable j, ssi 'application:

fl: QCE — F

r — fi(x)=flar,...,aj-1,%,aj41,...,an)
est différentiable en a;. On note cette différentielle partielle par D f(,) ou 9; f(a).

Remarques importantes. - Lorsque E; = K, on retrouve trés exactement D; f(q)(h) = %L(a)h.
J

-Sin=2e B = K',E, = K", F = K", notons a = ((52,5) avec @ € R
Ifa ofz =

et 8 € R™. En calculant les dérivées partielles 3 (@) et 3 (B) (1 <j<t 1<k<m)des applications
Zj Tk
— ofk B of2 B)
partielles f! et f2 on trouve immédiatement a];(; (@) = 8—xfj(a)’ 5‘5; (B) = axik (a) (ici f est considérée comme

une application de £+m variables !), et on obtient donc que les deux différentielles partielles: D1 f(,) € E(KE; KP)
et Daf(q) € L(K™;K”) ont respectivement pour matrice jacobienne (dans les bases canoniques):

of
8x1

8 ~
(@), a—jé(a)) € Mup(R) et Jacf = (

of

a$z+1

of

s
axEer

Jacf;(a) = ( (a) (a)) € Mumxp(R)

et donc: B _
Jacfq) = (Jacf;(a) Jacff(a)) € Mr4m)xp(R).

Exemple. SiIK=R, /=3, m=2,p=2, et

flx1, @0, 3, x4, w5) = (x125 sin(xs + x3), cos(z4) + x3),
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on a, pour tout h= (h1, ha, hs3) € R3, le(a)(i_i) = hlg—:&fl(“) + hgg—é(a) + hg%(a) = h(as sin(as + as3),0) +

ha(ayas cos(ag + as),0) + hs(aias cos(as + as), 1) et pour tout k € R? Dgf(a)(E) = klg—x{l(a) + kgg—xff)(a) =
k1(0, —sin(aq)) + k2(ay sin(ag + as),0).

On peut prouver, pour les différentielles partielles, les mémes types d’énoncé que pour les dérivées partielles.
I suffit d’adapter les preuves au cadre que l'on se donne: chaque espace K devenant ici un espace Ej;, de
dimension peut-étre infinie.

Le théoreme 2.10 admet alors I’analogue suivant:

Théoréme 5.1. — Soient E1, ..., E, des espaces vectoriels normés, E = E1 X ... x E,,, étant muni de
la norme max{|| ||g,,.--,| |lg,} (par exemple), et soient F' un espace vectoriel normé, {2 un ouvert de E et
f:Q—F.

1.0- Si f est différentiable en a € €, alors f admet toutes ses différentielles partielles en a, D1 f(a), - - - » Dn f(a),

n

et Df) = ZDjf(a) omj, oun;: E— Ej; estla j*"¢ projection canonique m;(h1,...,hy) = h;.
j=1

1.i- Si f est C* sur Q, f admet toutes ses différentielles partielles sur §) et celles-ci sont continues sur .

1.ii- Réciproquement, si f admet toutes ses différentielles partielles sur ) et si celles-ci sont continues sur
Q, alors f est C' sur Q.

Donc f est C* ssi ses différentielles partielles existent et sont continues.

1.ii- Si f admet toutes ses différentielles partielles et que celles-ci sont continues en a € f), sauf
éventuellement une qui n’existe qu’en a, alors f est différentiable en a.

On a en realité le théoréme général suivant:

2.i- Si f admet en a une différentielle d’ordre k > 1, alors f admet en a toutes ses différentielles partielles
d’ordre k:

D; (...(Dj,f)..)(a) notée D, j fla), j1,....jx €{1,...,n}

en a. On a de plus:
Vhi,...,hy € B, D*fiy(hy)...(h1) =

D*fy(his- . i) = > Dy fla)(hik... ) (8)

0<jk,...j1sn

2.ii- [ est de classe C* sur Q ssi f admet toutes ses différentielles partielles d’ordre k; Dj,. . f(a),
Jiseeoy gk €{1,...,n} sur Q, et si celles-ci sont continues sur .

2.ii3- Si f admet toutes ses différentielles partielles d’ordre k sur €2, continues en a € (), sauféventuellement
une qui n’existe qu’en a € €, alors f est k-fois différentiable en a. a

5.2. Famille de contractions dépendant uniformément d’un parametre.

Définition. Soient E et F des espaces vectoriels normés sur le corps K, Qg un ouvert de E, Qp un ouvert
de F,et &, : Qp — F, avec z € Qp, une famille de fonctions telles que:

V(z,y,2) € Qg x Qp x Qp, [|P2(y) — P2(2)||r < Clly — 2[|p,

pour une constante 0 < C' < 1 indépendante de x,y et z.

i- On dit alors que la famille ® = (®;),eq, est une famille de contractions dépendant
uniformément du parametre x.

ti- Une partie S C Qp est dite stable par ® ssi pour tout « € Qp, ®,(S5) C S.

iii- Une application ¢ : Qg — Qg est dite invariante par ® ssi pour tout z € Qp,

Pz fp(2)] = o(2).
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Remarques. - Unicité de la fonction invariante: Comme C € [0; 1], & toute famille de contractions, on
ne peut associer (éventuellement) qu’'une seule application invariante. En effet, si ¢ : Qg — Qp est une autre
application invariante par la famille ®, pour tout = € Qp, on a:

[o(z) — P (@)]| = |22(d(2)) — (¥ (2))]| < Clld(x) —P(@)]| et C <1,

ce qui ne se peut que si ||¢(z) — ¢ (z)|| = 0.

- Pour tout z € Qp, @, est lipschitzienne, donc uniformément continue sur Q. Bien str on
ne peut rien dire a priori de la continuité de Qg X Qp 3 (z,y) — P, (y) € F.

- Si QF est convexe et si pour tout z € Qg, &, est différentiable, de différentielle telle que
| D@yey|| < 1, la famille @ est une famille de contractions (par le théoreme de la moyenne).

Exemple.  Considérons, pour x €]0, 1] la famille de fonctions ®, :]0,4+o00[— R, définie par ®,(y) =
Vitay (E=F =R, Qp =]0,1] et Qp =]0,+00]). Soit x €]0,1[, on a pour tout y €]0,+oo: P/ (y) =
2\/%—@ < g < 1/2 < 1. Le théoreme de la moyenne assure alors que (®,).cjo,1[ est une famille de

contractions dépendant uniformément du parameétre x. Az fixé, si la fonction ®, admet @(x) pour point

/2

fixe, celui-ci est donné par: @, (p(x)) = p(x), soit p(x) = /1 4+ zp(x), ce qui donne: p(z) = Hfm

Si Péquation @,.(p(z)) = p(z) n'avait pas été facile a résoudre, on aurait pu prouver que ®, possede
un point fixe de la fagon suivante: on définit la suite (u,)nen par la donnée de uy €]0, +o0[ et la relation
de récurrence un,11 = P, (u,). Notons que quel que soit ug €]0, 400, quel que soit n € N, u,, €]0,+o0], ce
qui permet bien de définir la suite (un)nen. On peut alors montrer que (up)nen est une suite de Cauchy:
par le théoreme de la moyenne, |®,(un) — @z(un—1)| < 1/2|uy, — upn—1|, ce qui donne de proche en proche:
[tnt1 — Un| = [Py(upn) — Py (tun—1)|] < 1/2"|u; — ug|. On en déduit que:
ug = tun| < Jug — ug—1| + [ug—1 —ug—2| + ... + |unt1 — un| < (2q_1 + 2q1_2
1 1 1 1 1-1/297™

lug — un| < 27(2<1—n—1 + Se—n=3 + .o+ Dug —ug| = 2—n( =172

1 .
+...+ 2—n)|u1 — up)|. Soit:

)|u1 — ugl, et donc

1
g = un| < So=glur = uol,

quantité qui tend vers 0 lorsque n — +o00. Ceci prouve que (un)nen est bien une suite de Cauchy, et comme

R est complet, cette suite converge vers un réel £ = {(z) (la suite (uy)nen dépend de z !). Mais par continuité

de (z,y) — . (y), et comme up41 = P, (uy,), nécessairement ¢(x) = lim up4q = lim @, (uy,) = @( lim w,) =
n—oo n—oo n—oo

®(¢(x)). Cest-a-dire que P, admet bien un point fixe, quel que soit z €]0, 1[.

Cet exemple fournit en réalité le modele de la preuve de ’existence de fonctions invariantes

par une famille de contractions (théoréme 5.2): dés que 'on peut trouver une partie stable par ®, on définit
une suite (u,)nen, qui s’avere étre de Cauchy (parce que C' < 1). Si l'espace F' est complet, elle converge vers
o(x), et par continuité de (z,y) — D, (y), w(x) est bien un point fixe de ®,. L’existence d’une partie stable
sera assurée par ’existence d’au moins un point fixe (a,b) (i.e. ®,(b) = b) et la continuité de (z,y) — P, (y) en

(a,b).

Théoréme 5.2. (Théoréme du point fixe en famille) — Soient E un espace vectoriel normé, F un
espace de Banach, Qg et Qp des ouverts de E et F respectivement, ® = (®,),cq, une famille de contractions
telle que @, : Qp — F.

S’il existe (a,b) € Qg x Qp tel que o (b) =b et si Qg x Qp 3 (x,y) — P(y) € F est continue en (a,b), ou
de fagon un peu moins restrictive, si g 3 x — ®,(b) € F est continue en a, alors il existe une partie S C Qp
stable par (®;).cqr, (S étant de plus une boule fermée de centre b incluse dans Qp et ) une boule ouverte de
centre a incluse dans ) et il existe une unique application ¢ : Q' — S invariante par (@I)IGQ/E, Si de plus
Qr X Qp 3 (z,y) — P, (y) € F est continue, application ¢ est aussi continue.

Preuve. Soit p > 0 tel que B(b,p) C Qr. Une condition nécessaire et suffisante pour que B(b, p)
soit une partie stable par ®, est que pour tout * € Qg, pour tout y € B(b,p), ||P.(y) — b|| < p. Or
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[@2(y) = bll < [|P2(y) — Pa(b)]| + [|P2(b) — bl < Clly — b + [|P2(b) — b]| < C.p + [|@2(b) — bl|. Mais par
continuité de x — ®,(b), comme D,(b) —b = 0, il existe une boule ouverte Q' telle que pour tout =z € Qf,
|®.(b) —b]| < (1 —C)p et donc S = B(b, p) est une partie stable par (P2)zeqr, -

Nous devons maintenant supposer que F' est un espace de Banach pour trouver une application ¢ : Q5 — S
invariante par (®;)zeq, -

Pour z € Qf, définissons la suite go(x) = b,01(x) = Pu(wo(2)), ..., Pny1(z) =
suite est bien définie car S est une partie stable par ® : pour tout n € N, ¢,(z)
Pn(7) = Pa(pn-1(x)) et pn_1(x) € S.

On a alors, sip > q:

D, (on(x)),... Cette
€ S C Qp, puisque

lep(x) = q(@)ll < llep(x) = @1 @) + .. + @gr1(@) = q (@)l < l1(2) = o(2)[(CP~H +... +CT).

On en déduit que :

(@) = pa(@)l < CUTZ D r(a) — go(@)ll — 0. (+

et donc que la suite (¢n,(x))nen est une suite de Cauchy, qui converge vers un point noté ¢(z) dans F' (puisque
F est complet). Mais comme S est un fermé de F et @,(x) € S pour tout n € N, ¢(x) € S. Enfin comme
pour tout z € Q%, on a P, (pn(z)) = @ni1(x), en faisant n — oo, par continuité de (z,y) — P, (y), on a bien
P (p(x)) = @().

Notons que [|®,(b) — b|| = |lp1(z) — wo(z)|| < (1 — C)p, de sorte que la convergence de (¢n(2))nen est
uniforme sur ', par (x) (critere de Cauchy uniforme), et par conséquent si chaque ¢,, est continue, la limite
¢ est continue sur Q. La continuité de chaque ¢,, se prouve trés aisément par récurrence sur n € N, grace a
I’hypothese de continuité de (z,y) — . (y). 0

5.3. Le théoréme de la fonction implicite.

Le théoreme 5.2 permet d’obtenir une unique application invariante ¢ par une famille continue de
contractions ®, pourvu qu’'un membre de la famille ®, posséde un point fixe b (I'existence de ¢ est assurée
localement autour de a). Par exemple, étant donnée une application f : E x F — G, considérons, lorsque
F=G:

o,: F — F
y — y+flz,y)

Si @ vérifie les hypotheses du théoreme 5.2., il va exister une unique application invariante ¢ : Q% — S par
®, c’est-a-dire que pour tout z € U, P.(¢(z)) = ¢(z), ou encore: f(x,p(x)) = 0. De plus on a vu que
siy € F est tel que ®,(y) = y alors nécessairement y = (z) (unicité de Papplication invariante). On en
conclut que localement autour d’un point (a,b) € E x F tel que f(a,b) = 0, ’ensemble des points (z,y) tel que
f(z,y) = 0 (on parle d’hypersurface dans E x F') est 'ensemble (z, ¢(x)), c’est-a-dire est donné par le graphe
d’une application ¢, ce qui est une propriété non triviale.

Par exemple soit f : R? — R définie par f(z,y) = y> — z. L’ensemble {(z,y) € R?, f(z,y) = 0} est la
parabole P d’axe Oz. Mais autour de (0,0), P n’est certainement pas le graphe d’une application ¢ :]—¢, [— R,
avec p(x) = y, puisque P N7, *({a}) contient soit deux points, soit est vide, pour « voisin de 0 dans | — €, €]



Chapitre 5- Fonctions implicites. Inversion locale. 7T

(7, : R? — R étant Papplication définie par m,(a,b) = a).

e O P

Remarquons que dans cet exemple, en notant ®,(y) = vy — f(x,y) = y — y? + z, le rapport (®,(y) —
D,.(2))/(y— 2) — ®,(y) =1 — 2y quand z — y. Ce rapport n’étant pas majoré en valeur absolue par une
constante C' < 1 pour y voisin de 0, au voisinage de z = 0 et de y = 0, ®, ne peut pas étre une famille de
contractions.

Exercice 41. Montrer que ®, : R — R, donnée par ®,(y) = y — f(x,y) ou f(z,y) = y*> — 23,
ne définit pas une famille de contractions, en montrant qu’au voisinage du point (0,0) € R?, I'ensemble
H = {(z,y) € R?; f(x,y) = 0} n’est pas le graphe d’une application du type © — y = @(x). (ind. utiliser le
théoréme 5.2 et s’inspirer de I’exemple ci-dessus).

Ne supposons plus F' = G, et remarquons que tout ceci est encore valable lorsque ®,.(y) = y+ P[f (z,y)], ou
P : G — F est une application telle que P(z) = 0p = z = 0g. Car ®,(p(z)) = p(z) = P[f(z, ¢(z))] = 0F.

Autrement dit, on peut essayer de “choisir” P pour que la famille ® soit dans les hypotheéses du théoréme
4.2, c’est-a-dire pour que 'hypersurface f(z,y) = 0g de E X F soit localement un graphe autour d’un de ses
points (a, b).

Grace au théoreme de la moyenne, pour trouver une condition suffisant au caractére contractant de
¢, (uniformément en z € E), on peut évaluer D®,,y, pour y € E. Si P est choisie linéaire, on obtient:
Dq);c(y) =Idp+ Po Dgf(x7y).

Or si Dyf(qp) est un isomorphisme de F' — G, pour un certain (a,b) € E x F, on peut poser
P = _[DZf(a,b)]ila ce qui donne: D(I)a(b) = IdF - [DZf(a,b)]il ] D2f(a,b) = IdF - IdF = OC(F;F)- Si de
plus (z,y) — D®,(,) est continue en (a,b), alors pour (x,y) dans un voisinage Qg x Qp convexe de (a,b):
| D@yl < C <1, ce qui donne bien une famille (®;).cq, d’applications contractantes, par le théoreme de la
moyenne. Pour se ramener aux hypothéses du théoreme 4.2, il nous faut encore supposer que f est continue,
pour que (z,y) — P, (y) le soit. En conclusion, sous les hypothéses suivantes:

- f: 2 — G est une application continue, ou €2 est un ouvert de £ x F|

- 1 existe (a,b) € Q tel que f(a,b) =0p,

- Dafapy € Isom(F;G),

-Q 3 (2,y) = Dafay € L(F;G) est continue en (a,b), le théoreme 5.2 assure qu'il existe un voisinage
V5 de a dans E, une boule fermée S centrée en b (et de rayon non nul) dans F, et une application continue
@ QU — S telle que:

V(l‘,y) € Q/E xS, f(a?,y) =0 < y= SO(J")

Etudions le probleme de la différentiabilité de . Pour cela on suppose que f : © — G est elleeméme
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différentiable.
Soit zg € Vg, yo = ¢(xg) € S C F et p(xg +h) —yo = k € F. La continuité de ¢ implique que k¥ — 0
lorsque h — 0. En particulier, dés que h est suffisamment petit, (o + h,yo + k) € 2. On a alors:

f(mO + h7y0 + k) - f(3?07y0) = Df(zo,yo)(ha k) + ||(h7 k)||p(xo,y0)(h7 k) avec }llii%p(wo,yo)(hv k) =0¢.

Mais comme k — Or lorsque h — 0g, P(zq,y0) (P, k) = Qa0,y0)(P) — Oc lorsque h — Op et par définition de ¢,
f(@o + h,yo + k) = f(z0,y0) = Og. Soit:

0c = D1 f(aq.y0) (h) + D2 f(a.y0) (k) + max([[]l, |[E])g(h).

Rappelons (il s’agit du Théoreme 3.3) que si F' et G sont deux espaces de Banach, Zsom(F;G) est un
ouvert de L(F;G) et T :Zsom(F;G) > P — Z(P) = P~ € Zsom(G; F) est une application C*°.

Dans ces conditions, pour (zo,yo) suffisamment proche de (a,b), D2 f(z,4,) est dans Zsom(F';G), comme
D3 f(ap)- On en déduit:

k= (p(.l?o + h) - SO(J"O) = _[DQf(Io,yo)]_l(le(l’o,yo)(h)) - maX(HhH? HkH)[DQf(l’o,yo)]_l[q(h‘)]

Pour montrer que ¢ est différentiable, il suffit de prouver que ||k||/||2]| est borné lorsque h — 0. Or par 'égalité
précédente: k]| < L) + ]I (A)], avee L = (Dafqyn)) " © Dt fisony ot 7(h) = [Dafianmo] (b))
On obtient alors: ||k]|/||k]| < [|L||/(1 = ||#(h)]|). On en conclut que la différentiabilité de f implique bien celle
de ¢. Si de plus f est C*, I'égalité: Dyxo) = —[Dgf(xmyo)]*l © D1 f(z4,y0), Mmontre, grace au caractere C°
de T : IZsom(F;G) > P — I(P) = P! € Isom(G;F) que ¢ aussi C*. On vient de montrer le théoréme
fondamental suivant:

Théoréme 5.3. (Théoréme de la fonction implicite) — Soient E et G deux espaces vectoriels normés
sur K =R ou C, et F' un espace de Banach sur K. Soit ) un ouvert de E' x F et f : ) — G. Posons que f est
C° ssi f est continue, et CY/? ssi f est différentiable. Si:

- f est une application C*, k = 0, 1/2,1,..., 00,

- Il existe (a,b) € Q tel que f(a,b) = 0g,

- Ds f(ap) € Zsom(F';G) (G est alors comme F un espace de Banach),

- (z,y) = Daf(ay) € L(F;G) est continue en (a,b) (ce qui est automatique si k > 1),

Alors il existe un voisinage ouvert Qg de a dans E, un voisinage ouvert Qr de b dans F, et unique
application ¢ : Qp — Qp de classe k, telle que:

V(z,y) € Qe x Qp, f(z,y) =0c <=y = p(2).

De plus, si k > 0, Doy = —[Daf(z, o] ™' © Difwpz). U

Remarques. e Les hypotheses du théoreme de la fonction implicite impliquent que F' et G sont isomorphes

(il existe une application linéaire continue, inversible, d’inverse (linéaire) continue, entre F' et G.) En particulier,
F étant complet, G est également complet, et si F est de dimension finie, il en est de méme de G, et
dim(G) = dim(F).

e L’hypothese: “Da f(,5) € Zsom(F';G)” est la pour définir application (z,y) — ®.(y).

e L’hypothese: “Il existe (a,b) € Q tel que f(a,b) = 0g” assure P'existence d’une partie stable
(avec la continuité en (a,b) de (x,y) — D, (y)).

e L’hypothese:“f est une application C*, k = 0, 1/2,1,...,00,” assure que f est au moins
continue, et donc que (z,y) — P, (y) est continue, ce qui & son tour implique:

- d’une part la continuité en (a,bd) de (z,y) — P, (y), et donc l'existence d’une partie stable,
permettant de définir la suite ¢, (z) (cf le point précédent),

- d’autre part la continuité de (z,3) — ®,(y) garantit la continuité de ¢ dans la version C°
du théoréme. Le caractere CF, k > 1/2 de ¢ étant garanti par le caractere ck de f.
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e L’hypothese: “(z,y) — D2 f(4,) € L(F;G) est continue en (a,b)” assure enfin que la famille
®,, est une famille de contractions (par le théoréme de la moyenne).

Exemple. Soit dans R? le cercle unité S* = {(z,%); f(z,y) = 0}, avec f(z,y) = 2> +y* — 1.
of
T ox

0
2a1.h et Dy fq)(k) = 8_£(a)k = 2ag.k. On en déduit que D3 f(,) est un isomorphisme ssi az # 0. Donc en un

point a = (a1, az) de S, D3 f(4) est un isomorphisme ssi a # (1,0) et (—1,0). Soit donc a € S1 qui n’est pas
sur l'axe des =x.

J + RxR — R étant C™, elle admet ses deux différentielles partielles, qui sont: D1 f(4)(h) (a)h =

On a:
- f est C* sur R?,
- f(a) = Oa

- Dgf(a) € ISOWL(R; R),

- Du fait que f est C*°, (z,y) — D2 f(s,y) est bien str continue.

Le théoréme de la fonction implicite assure alors qu’au voisinage de a, S* est le graphe d’une application
C*, x — y = ¢(x). On sait de plus que Dyp(,) = —[Dgf(z’@(z))]_l 0 D1 f(z,4(x))- Par exemple en (a1, a2) € St

o) = - S 1= b/ gl 1= ad),

Meéme étude au voisinage des points de S' qui ne sont pas sur ’axe des y, en remplacant f par g, avec
g(z,y) = f(y,x). On obtient au voisinage de ces points que S! est le graphe d’une application C>,

v = 0 et ¥'az) = - G0/ 1 - B0/ G 1= )

Autrement dit, au voisinage des points de S! pour lesquels 'axe des coordonnées y (resp. ) coupe
“transversalement” S1, S est le graphe, au-dessus de I’axe des coordonnées z (resp. y) d'une application C*,

z—y=9¢(z) (resp. y — z = B(y)).
5.4. La géométrique des hypothéses du théoréme de la fonction implicite.

Supposons que les conditions du théoreme de la fonction implicite (théoréme 4.4) soient réalisées en un
point (a,b) pour une application f : Q@ € E x F — G au moins C'. Notons H l'ensemble {(z,y) € Q C
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EXF; f(z,y) =0}, (a,b) € H. Au voisinage Qg de a est alors définie une application ¢ : Qp — Qp, de méme
régularité que f (disons C 1), qui arrive dans un voisinage Qr de b, telle que HN (g x QF) soit le graphe de .
De plus on sait Dy, = —[Dgf(z’@(z))]*l 0 D1 f(a,p(x))- Puisque ¢ est différentiable en a, il résulte de la définition
de la différentiabilité que le graphe de ¢, en (a,b), vient s’aplatir sur le graphe T{, ;) de b+ D) (. —a): E >
hi b+ Dpy(h—a) € F. Orona: Ty = {(h,b+ Doy (h —a)),h € B} = (a,b) + {(h, Dpay(h)),h € E}.
Soit :

T(a,b) = (av b) + {(hv _[DQf(a,b)]_l(le(a,b))(h))v he E}

Tiap) = (a,b) +{(h,k) € E X F; Daf(q)(k) = =D1fap))(h)}

Tiapy = (a,b) +{(h, k) € E x F; D1 fap))(h) + D2 fiap) (k) = 0c}.

Or comme par le théoreme 4.1, D1 f(q.4))(h) + D2 f(ap) (k) = D f(ap)(h, k), on en conclut que :
T(a,b) = (av b) + ker(Df(a,b))'

On peut donc énoncer un premier résultat :

Proposition 5.4. — Soit f : Q € E x F — G une application au moins C*. Notons H Densemble
{(z,y) e Q C E X F; f(z,y) = 0c} et soit (a,b) € H. Supposons que le théoréme de la fonction implicite soit
satisfait pour f au point (a,b). Alors, en (a,b), H s’aplatit sur I'espace affine T(qp) = (a,b) + ker(D f(qp)),
appelé ’espace tangent a H en (a,b) ou le plan tangent & H en (a,b).

Si E est de dimension finie, dim(T(, ) = dim(E).

Preuve. Il reste a prouver que dim(7{4)) = dim(£). Mais cela est immédiat puisque T(, ) est le translaté
par (a,b) du graphe de D,y : £ — F.

Nous allons maintenant interpréter I’hypothese : Daf, ) € Zsom(F;G) du théoreme de la fonction
implicite. Plagons-nous en un point (a,b) de H = f~1({0}) en lequel le théoréme de la fonction implicite
a lieu, ce qui donne 'existence du plan tangent T, ,H.

L’hypothese Daf,5) € Zsom(F,G) implique que Do f(, ;) est une application injective, et donc que
ker(Ds fa,p)) = {Or}. On en déduit qu'un vecteur (Og,k) € E x (F'\ {Or}) ne peut pas étre dans ker D f(4 ),
puisque Df(a’b)(OE,kJ) = le(a,b)(OE) + Dgf(a’b)(k) =0g = Dgf(a’b)(ki) =0 <= ke keT'DQf(a’b) \ {Og}.
De sorte que I'’hypothese D3 f(q4) € Zsom(F, G) implique que

ker(Df(a’b)) n {OE} x = {OExF}-

D’autre part si (h,k) € E x F, on peut trouver (0g,k’) € {Og} x F et (u,v) € ker(D f(q)) tels que (h, k) =
(0, k") + (u,v). En effet, il suffit de poser u = h, et comme D f(q ) (u,v) = D1 f(ap)(w) + D2 fap) (v)) = 0g,
nécessairement v = —[Da f(q.1)] " (D1 f(a,5) ().

On vient ainsi de prouver que :

Dsfap inversible = E x F' =ker(Df, ) ® ({0} x F). (9)

Ce qui implique que T(44) = (a,b) 4 ker(D f(45)) ne contient pas de direction “verticale” au-dessus de £
(ie dans {Og} x F) .

Finalement I’hypothese Ds f(q,p) € Zsom(F, G) garantit que T{, ) est un plan affine “en regard” de E, sur
lequel H vient s’aplatir en (a, b); il n’est donc pas surprenant que localement autour de (a,b), H lui-méme soit
“en regard” de E, et donc que localement autour de (a,b), H soit un graphe au-dessus d’un voisinage de a dans
E.
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T(&b)=(a,b)+ker(Df(a,b))

(%, 6(x))

Voyons si la réciproque de (9) est vraie. Supposons que £ x F' = ker(Df(,)) ® ({0} x F). Montrons
qu'alors Dafap) : F' — G est injective. Dsf(q)(k) = Og implique que D f(q4)(0r,k) = Og, ce qui par
hypothese ne se peut que si (0g, k) = Opxr, soit encore que k = OF ie que Dy f(, ) est injective. Supposons
que dim(E) < oo et dim(F) = dim(G) < oo. L’hypothese B x F' = ker(D f, 1)) © ({0g} x F) implique que
Im(Dfap) = Dfap ({0} x F). Or Df,p({0} x F) = D3 fqp)(F). D’autre part le théoreme du rang
donne dim(Im(D f4))) = dim(F). On en déduit que dim(Dz f(q)(F)) = dim(F) = dim(G), ie que D3 f(, )
est surjective. On a donc prouvé :

dim(E) < oo,dim(F') = dim(G) < oo et E x F =ker(Dfq,)® ({0} x F)

= Daf(ap) inversible (10)

Nous avons illustré dans la figure ci-dessus ’hypothese Dz f(45) € Zsom(F, G), qui implique que E x F =
ker(D f(ap)) ®© ({05} x F), ou encore que T, est “face a”, ou “en regard de” E dans E x F.

Nous représentons dans la figure ci-dessous la configuration interdite par les hypothéses du théoréme de la
fonction implicite : celle ot ker(D f(, ) contient un vecteur non nul de {Og} x F.

Dans cette configuration interdite, T(, ) = (a,b) + ker D f(, ;) n’est pas en regard de E, ce qui permet de
dire que H n’est pas au voisinage de (a,b) un graphe d’application différentiable au-dessus d’un voisinage de a
dans F (dans le cas de la figure, au-dessus d’un point voisin de a dans E, se trouve dans H soit 2 points, soit
aucun. Si H était au voisinage de (a,b) le graphe d’une application au-dessus d’un voisinage de a, ce nombre
serait constant et égal a 1. Nous n’avons pas reeprésenté le cas ol ‘H traverse son plan tangent, ce qui est par
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exemple le cas pour le graphe de z — y = /3 au-dessus de Oz dans RQ).

DpF —— /‘

{0k

@p) — |

T(a,b)

Ex{0

Etude en dimension finie : cas E = R", FF =G =R"”. Supposons que f: Q — RP, ot Q est un ouvert
de R™ x R? satisfasse les hypotheses du théoréeme de la fonction implicite en (a,b) = (a1,...,an,b1,...,bp),
c’est-a-dire que f soit par exemple C*, que f(a,b) = Ogr et que Do f(a,p) soit inversible (la continuité de
(%,y) = D2 f(z,y) € Zsom(RP;R?) = GL,(R) en (a,b) est assurée par 'hypothese f est ct)

Remarque. Formellement f est une application de deux variables vectorielles # = (z1,...,2,) € R" et § =
(y1,---,Yp) € RP, mais quitte & composer f par l'isomorphisme linéaire ¥ : R"*? 3 (z1,..., 20,91, --,Yp) —
U(T1, oy Ty Y1y Yp) = (12, 20), (Y1, -+, Yp)) € R X RP| cest-a-dire quitte & identifier R" P et R™ x R?,
on peut, au besoin, aussi bien voir f comme une fonction de n + p variables sur un ouvert de R™*?.

e L’hypothése “f est C'” se teste en regardant les dérivées partielles de f sur , par le théoreme 2.10 :

aTj(arl, ey @ntp)s J € {1,...,n+ p} doivent exister quel que soit (z1,...,%Tntp) € 2 et &tre continues sur .
e L’hypothese “Daf,5) : R? — RP est bijective” signifie que la matrice représentative, dans n’importe
quelle base de R”, de cette application linéaire est inversible. Si 'on se fixe une base (é1,...,...,é,) de R?,
disons la base canonique, on sait, en notant f1,..., f, les p composantes de f dans notre base, que :
Da fi(a,b)
Dafap = :
D fpiap)

Orsig:R" xR — R, pour 1 < j < p, Dageap(€;) est par définition DQ?G b)(é'j), c’est-a-dire la dérivée

FETE

directionnelle de I'application ﬁ?a_b) du paragraphe 5.1, suivant la direction du j vecteur €; de notre base.
Mais comme ’application ﬁ%a b) consiste & fixer la premiere variable (i.e. ) de f égale & a et & considérer Pautre
(i.e. y) comme libre, cette dérivée directionnelle est donc exactement la dérivée directionnelle de f (vue comme

application définie sur un ouvert de R"*?), au point (a, b), suivant la direction Ej, avec Ej le (n+7)¢™€ vecteur

de la base canonique de R"*?). Autrement dit, Daga)(€)) = (a,b). En faisant g = fi,..., fp, on obtient

ay;
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la matrice représentative de D f(, ) dans notre base :

of1 df1
——(a,b —(a,b
oy (@,5) Ayp (@5)
Mat(Ds f(ap)) = ; ;
Ofp Ofp
—~(a,b) ... =—(a,b
i (a,b) 3y, (a,b)
ou encore, en considérant f comme une fonction de n + p variables (1,...,Zp4p) :
8f1 8f1
8xn+1 (a’7 b) 8xn+p (a’7 b)
Ma’t(DQf((L,b)) = : :
Ofp Ofp
8xn+1 (a’7 b) 8xn+p (a’7 b)

Dire alors que cette matrice est inversible, revient & vérifier que son déterminant est non nul.

On a vu (proposition 5.4), que lorsque le théoréme de la fonction implicite a lieu, H = f~*({Oger}) vient
s’aplatir en (a,b) sur le plan affine T, ) = (a,b) + ker(D f43))-

Ta,p) est alors de dimension n. En effet, par le théoreme 5.1, D f, 5) = D1 f(ap)-T1+ D2 f(ap)-m2 : R" xRP —
RP avec my et 7 les projections canoniques de R" X R? sur R” et R? : 71 : R" xR? 3 (Z, ) — 7 (Z,y) = € R"
et T R" X RP 5 (£,4) — m(Z, ) = ¢ € RP. Or si Dyf(q) est inversible, elle est en particulier surjective,
et Dafap)(R”) = RP. On en conclut a fortiori que Df(,;) est surjective, et par le théoréme du rang,
dim(ker D f(qp)) = dim(R"™ x R?) — dim(I/m(Df,p)) = (n+p) —p = n. (On peut aussi dire, comme
dans la preuve de la proposition 5.4, que ker D f(, ) est le graphe de Dyp(g) : R"™ — RP, pour prouver que
dim(T(a7b)) = TL)

Remarquons que ker(D f(, ) = ker(D fi(ap), - - - D fp(a,p)), ¢'est-a-dire que :

ker(D f(ap)) = ﬂ ker(D f(a,p))-

j=1,...,p
Chaque Dfjap) : R™P — RP, j = 1,...,p est une forme lindaire non nulle (sinon Mat(Ds f(ap)) ne
of; of;
serait pas inversible !), égale & : D fjap)(h1,. .., hnyp) = i(a,b).hl + ...+ 1y (a,b).hptp. En notant
’ 8x1 5‘xn+p
— of; of; —
gradfjap = (a%(a, b),..., %(a, b)) € R™*?_ on a que ker(D fj(a,5)) est 'hyperplan (gradfj(a,b))L, c’est-
1 n+p

a-dire que ker(D f(, 1)) est I'intersection de p hyperplans de R"HP .

ker(Dfap) = () (gradfjam)*.

Jj=1,....p

On en déduit que le n-plan affine T(, ) a pour équation :

dfr of1 _
a—xl(a7 b)(Xl — Cll) + e + axn+p (Cl7 b)(Xn+p — bp) = O
Ofp B : Ofp B B
—axl (a, b)(Xl al) —|— e —|— aanrp (a, b)(Xn-i-p bp) = O

Maintenant, dire que Mat(D2 f(q5)) est inversible, signifie que les p lignes de
Mat(Ds f(qp)) sont libres, ou encore que :

les projections de gradfj(.p € R" x R” sur R”, (j =1,...,p), forment une base de R”. (12)
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Si ker(D fop)) = ﬂ (g7'adfj(a7b))l contenait une droite A de R”, chaque gradf;(, ;) serait alors orthogonal
Jj=1,....,p

a A, et ainsi les projections de gradf;(q,) sur R” ne pourraient engendrer un vecteur de A, et ne donneraient

pas une base de R”. On retrouve que la condition (9) : “Daf(, ;) est inversible” implique que ker(D f(q,p))

ne contient aucune direction de R”, c’est-a-dire aucune direction orthogonale a R™ , ou encore que T, ;) =

(a,b) +ker(D f(qp)) est en regard de R™ dans R"™tP.

En tenant compte de (9) et de (10), nous pouvons énoncer la version suivante, en dimension finie, du
théoreme de la fonction implicite.

Théoréme 5.5 (fonction implicite-version géométrique). — Soient n et p deux entiers non nuls, Q un
ouvert non vide de R" x RP et f = (f1, -, fp) : Q@ —=RF. Si:

- f est une application cF k= 0,1/2,1,---, 00,
- 1l existe (a,b) € Q tel que f(a,b) = O,

of
- Les dérivées partielles 8—ﬂ’ ie{l,---,p}, je€{n+1,---,n+ p}, sont continues en (a,b),
Ly

-R" xR = ker(Df(a,b)) D ({OR”} X Rp)’

Alors il existe un voisinage ouvert Oy de a dans R", un voisinage ouvert O de b dans R?, et unique
application ¢ : O1 — O de classe k, telle que :

V(z,y) € O1 x Oy, f(x,y) =0rr <=y = @(x).

De plus, si k > 0, D(p(x) = _[DQf(z,@(z))]_l o le(z,tp(z))~ ]

Exemple. Soit f : R® — R? lapplication définie par :
flay,2) = (@ +y° +2 =12 4+¢* - 1).
On note H = {(z,y, 2) € R®; f(z,y,2) = Og2}. 'H est l'intersection des deux surfaces H; et Hso, données par :

Hy = {(x,y,z) € R3;f1(x,y,z) = $2+y2 +22 —1= O]R},

H2 = {(x,y,z) € RB;fZ(xvyaz) = Z+y2 —1= OIRz}'

Cherchons les points de H au voisinage desquels H est le graphe d’une application C*, par exemple du type
y — (x,z). Voyons pour cela ce que donne le théoreme de la fonction implicite appliquée & f dont la premiere
variable est y et la seconde (z,z) (ie que f est vue comme étant définie sur R x R?). Toutes les hypotheses du
théoreme de la fonction implicite sont satisfaites automatiquement ici, sauf celle portant sur le caractere bijectif
de D2f(gc,y,z)-

La matrice représentative de Daf(, . est :

O Y, 92 Y _ <2x 22)
0f2 0fa 0 1

%(l‘a?ﬁz) E(x7yaz)

qui est inversible dés que = # 0. Or x = 0 donne les points P = (0,0,1), Q(0,1,0), R = (0,—1,0) de H.
A TDexception peut-étre de ces trois points, en tous les points de H, H est donc localement le graphe d’une



Chapitre 5- Fonctions implicites. Inversion locale. 85

application C™, ¢ : y — (z(y), 2(y)).

Retrouvons ce résultat & laide de la caractérisation géométrique fournie par (9) et (10) (résumée dans le
Théoreme 5.5) de 'hypothese “Daf() est inversible”.
L’espace tangent & H en (x,y, z) est :

(z,y,2) +ker(Dfzy,2)) = (2,y,2) +{(h, k1) € R?: zh 4+ yk + 21 = 0 et 2yk + 1 = 0}.

Puisque dim(Oxz) = 2, dire que ker(D f(;,,.)) n'est pas un supplémentaire de Orz dans R?, c’est dire
que ker(D f(z,,.»)) N Oxz contient un vecteur non nul ou que ker(Df(, , -)) = 0. Or cette condition derniere
condition n’est satisfaite qu’en 0, qui n’est pas un point de H.

Soit alors (h,0,l) non nul tel que D f, .)(h,0,[) = (0,0). On en déduit que I = 0 et xh + 2I = 0.
Or si | = 0, nécessairement h # 0, ce qui donne x = 0. On en conclut que les seuls points de H en lequel
ker(D f(z,y,)) n'est pas un supplémentaire de Oxz dans R? sont P,Q,R. D’apres (9) et (10) il s’agit des
points en lesquels le théoreme de la fonction implicite ne s’applique pas. Notons qu'en P, ker(D f(p)) est le
plan Ozy, qui n’est pas supplémentaire de Ozz pour une simple rasion de dimension, alors qu'en @ et R,
ker(D f(qy) = ker(D fy(q)) Nker(D f5(q)) = Ox, qui pas supplémentaire de Ozz.

On a retrouvée ces points spéciaux grace & (9) et (10), donnés par la condition “Dsyf(z,y, z) n’est pas
inversible”.

En ces points la figure ci-dessous montre que H ne peut pas étre localement le graphe d’une application (cf
le croisement en P, le rebroussement de H en @ et R le long de Oy).

5.5. Théorémes d’inversion locale et d’inversion globale.

Le théoreme de la fonction implicite permet, sous certaines hypotheses, de résoudre I’équation g(z,y) =0
en y, et de trouver une unique solution du type y = ¢(z), sur des voisinages de a et b, solution de g(z,y) = 0.
Une équation intéressante a résoudre est g(z,y) =y — f(x) = 0. Si (a,b) est une solution de y — f(z) =0, i.e.
si b € Im(f), trouver une unique solution x = ¢(y), définie sur un voisinage Qp de b dans F', c’est exactement



86 Chapitre 5- Fonctions implicites. Inversion locale.

dire que localement autour de b, tout point y admet un unique antécédent, ou encore que flo, : Qg — QF est
une bijection d’inverse ¢ : Qp — Qp, pour un certain voisinage (2 de a dans E. Notons que l'existence de ¢
prouve aussi que b est un point intérieur de I'm(f). On énonce :

Théoréme 5.6. (Théoréme de 'inversion locale) — Soient E un espace vectoriel normé, F' un espace
de Banach sur K (bien sir si F' est de dimension finie, F' est de Banach), et f: Q — F, ot ) est un ouvert de
E.

Rappelons que I'on dit que f est C'/? ssi f est différentiable. Si :

- [ est une application C*, k = 1/2,1,..., 00,

- f(a) = b e Im(f) est tel que D f,) est une application linéaire inversible de L(E; I'), (E est alors comme
F un espace de Banach),

- x + Df,) est continue en a (ce qui est automatique si k > 1),

Alors il existe un voisinage ouvert Qg de b dans F', un voisinage ouvert Qg de a dans E tels que f : Qg — Qp
établisse un C* difféomorphisme entre Qg et Qp. U

Exemple. Soit f : R? — R? définie par f(x,y) = (ysin(x), yz?). f est C* et on a :

Jac(f)(zy) = (yCQO;ng) Sh;(f))

Donc det(Jac(f)(,y)) = yx(xcos(z) —sin(x)). Des que y # 0,2 # 0 et x cos(x) # sin(x), D f(,,,) est inversible,
et f détermine un C*°-difféomorphisme d'un voisinage de (x, %) sur un voisinage de (ysin(z), yz?).

Exercice (partiel du 29 novembre 2001). Soit E = Cj([0;1];R) I'espace vectoriel des applications
f:10;1] — R, dérivables sur [0; 1], a dérivée continue sur [0; 1] et telles que f(0) = 0. On note pour tout f € E,

Iflle = sup [f'(2)]+ sup |f(z)].
JCE[Ovl] :CE[O,l]

Soit F' = C°([0;1];R) I’espace vectoriel des applications g : [0;1] — R, continues sur [0;1]. On note pour
tout g € I, [|g|[r = sup |g(z)|
z€([0,1]

On admettra que (E,|| ||g) et (F,|| ||r) sont deux espaces de Banach.

1. —Soit ® : E — F lapplication définie par ®(f) = f'?> + f. Montrer que ® est une
application C™ et calculer D® 4 (h), pour tout f,h € E.

2. —Soit Q={f€E;[f'(t)#0, Vt € [0;1]}. Montrer que Q est un ouvert de E.

3 . — 3.a. Montrer que quel que soit f € Q, D®y) : E — F est bijective.
3.b. Montrer que D® sy € Zsom(E; F), en utilisant sans preuve le théoréme suivant:
Théoreme 2: Si F et F' sont deux espaces de Banach, et si u € L(F; F') est bijective, alors
u"t e L(F;E).

4 . —Soit fo € Q et go = ®(fo) = fi? + fo € F. Montrer, grace au theéoréme d’inversion locale,
qu’existent €}, un voisinage ouvert de go dans F' et Qy, un voisinage ouvert de fo dans E,
tels que pour tout g € ,, I'équation différentielle £, : f?> + f =g admette une unique
solution f € Qy,.

Remarque. Dans le cas ot £ = F = R, f : R — R est différentiable en a ssi f est dérivable, et alors
Dfay(h) = h.f'(a). Dire que D f(, est inversible revient ainsi a dire que f’(a) # 0. On retrouve le théoreme
bien connu d’inversion des fonctions réelles : si f’(a) est non nul et si f est C*, alors f/(z) # 0 pour = dans
un voisinage de a et f est alors strictement monotone (strictement croissante ou décroissante), donc localement
autour de a, f est inversible et de plus (f~1)'(f(x)) = 1/f'(x).

Importance de I’hypothese “z — Df(,) est continue en a”. Cette hypothese est essentielle dans le
théoreme de l'inversion locale, comme le montre I'exemple ci-dessous. D’autre part, comme les théoréemes
d’inversion locale et de la fonction implicite sont équivalents, I'hypothese (z,y) +— D2 f(5,,) est continue en (a, b)
du théoreme de la fonction implicite est également essentielle.
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Soit f : R — R la fonction définie par : f(z) =y = = + 2%sin(1/z), si x # 0 et £(0) = 0. Cette fonction
est C° sur R\ {0}, dérivable en 0, et D f5) : h = Dfy(h) = f'(0).h = h est inversible (c’est l'identité !),
mais z — f'(x) n’est pas continue en 0. Il n’existe aucun voisinage €1, Q2 de 0 dans R, tel que f établisse une
bijection de Q; sur Q. En effet quel que soit le voisinage 2, de 0, il existe yq, aussi proche de 0 que 'on veut
tel que f~1({yq,}) N Q1 soit un ensemble de plus de deux points (en xy, k € N et 2, — 0, la dérivée de f
s’annule et change de signe), f n’est donc pas injective sur €.

y y=F()

yﬂl

Q0 £ gy}

Exercice 43. Soient k € N, fx(x) = z + 2 sin(1/z) pour x # 0 et f,(0) = 0.

Montrer que fj, est C' si et seulement si k > 3. En déduire que le graphe de f est localement en 0 le graphe
d’une application C', y — gly) = .

Montrer que fs posséde une dérivée qui s’annule et change de signe infiniment au voisinage de 0 (ind.
étudier le signe de p(u) = —sin(u) + 2/u? sin(u) — 2/u cos(u), lorsque u est grand. Pour cela tracer les graphes
de tan(u) et de 2u/(2 — u?). En déduire que ¢ s’annule en des points uy = 2km — ¢, avec ¢, — 0 quand
k — +o00. Montrer enfin que 1 — [cos(uy) — 2/uk sin(ug)] < 0.)

Théoréme 5.7. (Théoréme de I'inversion globale) — Soient E un espace vectoriel normé, F un espace
de Banach sur K (bien sir si F' est de dimension finie, F' est de Banach), et f : Q — F, ot ) est un ouvert de
E. Rappelons que 'on dit que f est C'/? ssi f est différentiable. Si :

- f est une application C*, k = 1/2,1,..., 00,

- Vo € Q, Df(,) est une application linéaire inversible de L(E; F'), (E est alors comme F un espace de
Banach),

- &+ D f(; est continue sur 2 (ce qui est automatique si k > 1),

Alors Im(f) est un ouvert de F, et si de plus f est injective f : @ — Im(f) établit un c* difféomorphisme
entre Q et Im(f).

Preuve. Les hypotheses impliquent par le théoréme d’inversion locale, que localement, en tout point de
z € Q, f est un C* difféomorphisme et que f(z) est un point intérieur de Im(f). On en déduit que I'm(f) est
un ouvert de F. Si de plus f est injective, f : Q — Im(f) est une bijection et son inverse est de classe c*, par
ce qui précede, autrement dit f est un C* difféomorphisme.
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Exemple. - Soit ¢ :]0; +00[x]0;27[> (p,0) = @(pcos(h), psin(d)) € R* \ (R_ x {0}). ¢ est C* car ses
composantes admettent toutes leurs dérivées partielles a tous les ordres en tous les points de ]0; +o00[x]0; 27
@ est une injection et de plus det(Jac(p(,,0y)) = p > 0, donc par le théoreme d’inversion globale, ¢ est un C™
difféomorphisme.

Remarque. L’hypothese “f est injective” est essentielle dans le théoreme d’inversion globale. Considérons
lapplication f : R?\ {0} — R?\ {0} dénie par f(z,y) = (22 — 32, 2zy). En identifiant R? et C, f est
I'application f: C\ {0} 3 2+ 22 € C\ {0}. Bien sur f n’est pas injective (f(—1) = f(1)) et donc f n’est pas
un difféomorphisme. En revanche, quel que soit z € C\ {0}, Df(.y : h — f'(z).h = 2z.h est bien inversible.

5.6. La dimension finie : des preuves sans théoréme du point fixe.

Nous avons démontré le théoreme du point fixe, puis le théoréeme de la fonction implicite et enfin le théoréme
d’inversion locale, dans le cadre tres général des espaces de Banach.

Nous allons maintenant donner, en dimension finie, une preuve du théoréme d’inversion locale, sans
utiliser le théoreme du point fixe. Le théoréeme de la fonction implicite se déduisant aisément du théoreme
d’inversion locale, il s’ensuit que ces deux théorémes, en dimension finie, ne nécessitent pas le théoréme du
point fixe. Leur preuve en est assez notablement simplifiée.

Cependant les hypothéses que nous prenons ici sont un peu plus fortes que celles du cas général (Théoréme
5.6): nous allons supposer que f est C' sur son ouvert de définition, et non plus seulement différentiable &
différentielle continue en a. La raison en est 'utilisation de la formule de Taylor avec reste intégral.

Soit n un entier,  un ouvert non vide de R™ et f : Q@ — R™ une application C*, avec k > 1. On suppose
quen a € §, D f(,) est une application inversible. Nous allons alors montrer qu’existent {21, Qs deux voisinages
ouverts resp. de a et b = f(a), tels que fo, : 1 — Qo soit un CF-difféomorphisme.

Preuve sans point fixe du théoréme de I’inversion locale. Commencons par remarquer que, f est un
Ck-difféomorphisme local en a ssi h : 2 +— [Dfa)] ' (f(a+x) — f(a)) est un CF-difféomorphisme local en 0. On
peut donc supposer que a = f(a) = Or» et que D f,) = Idgn, comme c’est le cas pour h.

Par continuité de = +— D f(,), il existe e > 0 tel que B(Orn,€) C Qet [|z]| < e implique || D fz)—D foy|| < 1/2.
Soient alors x,y € B(Or~, €). Puisque x +— D f(,) est continue sur B(Orn, €), on a, par la formule de Taylor avec
reste intégral :

f(y) - f(:[:) = Df(ac-i—t(y—x))(y - l’) (*)

0,1]

On en déduit, si f(z) = f(y) :

0=(y—=) + /[ PSsten = Plly =) 2 Iy~ - /[ Pty = DSl =]

)

2 ly — =l - /[ : IDf(@+t(y—a)) = DI ll-lI(y — )| = 1/2[ly — 2|

)

On en conclut que Vz,y € B(0,¢), f(z) = f(y) = z =y, ie que f est injective sur B(0,¢€).

Notons que (x) signifie que 'application réciproque de f‘B(O@ : Bo,ey = f(Bu,e), 9 f(Bo,e) — Bo,e
est 1/2 lipschitzienne, donc continue. Cependant cela ne garantit pas que f(Bg,)) est un ouvert de R", mais
seulement que f(Bo,e)) = g_l(B(oﬁe)) est un ouvert de f(B(q,)) (pour la topologie induite par celle de R") !

Montrons alors que I'image par f de B /) contient la boule B, dés que 0 <r < ¢/8.

Soit z € Byg,y. La boule B(()’e/g) étant compacte, la fonction continue B(O,E/g) > x— ||f(x) — z|| atteint sa
borne inférieure en xg € B(g,c/2). Montrons que xg € B(q,c/2). En effet, si ||2o]| = €/2 le caractere 1/2-lipschitzien
de f~! donne :

[f @) = [[f(z) = fFO)| = 1/2[|x — O] = e/4 > 2r.
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On en déduit que :

1 (x) = 2l = | @) = |zl > 27 = > [|z]] = [ £(0) = z[| = || f(z0) — =],

ce qui est contradictoire.

Montrons enfin que f(zg) = z. La fonction B(0,¢/2) 3 = — (f(z) — z|f(x) — 2z) étant minimale en
zo € B(0,¢/2) sa différentielle est nulle en 2. Or celle-ci est D f(,,)(f(z0) — 2z). Notons que par la Proposition
3.2, D f(a,) est inversible, puisque || D f,,) — D f(o)l| = 1/2 < 1. Par conséquent D f,,\(f(zo) — 2) = 0 implique
fzo) = 2.

Q1 = f~YB(0,r)) est alors un voisinage ouvert de 0 dans R", et comme Q1 C B(0,¢), f est injective sur
Q1. Notons Qo = B(0,7), f: Q1 — Q2 est alors une bijection.

Il reste & prouver que f~! est différentiable sur B(0,7) (le Théoréme 3.5 assurera alors que f est un
C*-difféomorphisme).

Soit z € B(0,7) et k € R™ tel que z+ k € B(0,r). On note f(z) =z, f(x+h)=2z+k. Ona:

17z + k) = f7H2) = [Dfw)) 7 (W) = B = [Dfw)] 7 D fiay (h) + [|allp IR (R)]-

avec p(h) — 0 quand h — 0. Or f~1 étant 1/2 lipschitzienne sur B(0,7), ||f~1(z+k)—f~(2)|| = ||h]] < 1/2]|K|.
On en déduit que :
1712+ k) = F7H(2) = [Dfy)] 7 (R < 1720k ][p(R)]|-

Mais lorsque k — 0, h = f~1(z + k) — f~1(2) — 0 par continuité de f~1, et donc k — 0 = p(h) — 0, ce qui
prouve que ! est différentiable, en z de différentielle [Df(f_l(z)]*l.

Exercices du chapitre 5

Exercice 42. (Sous-variétés différentielles de R*®) On considére dans R? la surface ¥ donnée sous la
forme inplicite : ¥ = {(z,y, z) € R*; f(x,y,2) = 0}, avec f(x,y,2) = 2% + 3> — 2°.

i- Représenter dans R® I'intersection ¥ N1IL,, ot II, est le plan d’équation z = cte, puis ¥ N1y, ot Iy est
le plan d’équation y = tan(f)x. Représenter enfin 3.

ii- Existe-t-il un voisinage de (0,0,0) dans ¥ qui soit le graphe d’une application p;, avec :
01:Qay =R, 02: Q. =R, @3:Q,, —R,

011 Q. , est un voisinage ouvert de (0,0) dans R?, identifié avec R* x {0} = {(z,y,0) € R}, Q. est un voisinage
ouvert de (0,0) dans R?, identifié avec R x {0} x R = {(z,0,2) € R*}, Q, . est un voisinage ouvert de (0,0)
dans R?, identifié avec {0} x R* = {(0,y, z) € R*}?
Si tel est le cas, quelle est la régularité de p; 7
iii- Rappelons que dans un espace de Hilbert (E,( | )) , pour toute forme linéaire continue U : E — R, il
existe un unique vecteur ¥ € E tel que :
Vh e E, U(h) = (ilh).

Si (| ) désigne le produit scalaire usuel de R3, trouver I'unique vecteur de R?, noté gradf,) tel que :
— — _ —
Vh € R®, Df(o)(h) = (gradfq|h).

iv- Soit v : I — R3, ot I est un intervalle ouvert de R contenant 0, un arc dérivable, tel que ~v(0) = a,
—
7'(0) # (0,0,0) et v(I) C ¥. Montrer que gradf, L v'(0).
v_
Soit a € ¥\ {0}. Montrer que dans un voisinage de a, ¥ est le graphe d’applications C* du type @1, et/ou
2, et/ou 3. On définit alors I'espace tangent de ¥ en a, que I'on note T,X, par :

T,% = a+ Graphe de Dy, pour un i dans {1,2,3} et pour o € R? tel que @;(a) = (o, a).
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Montrer que cette définition ne dépend pas du choix de i € {1,2,3}, en montrant que T, est le sous-espace
affine de R® qui passe par a et qui est dirigé par les vecteurs du type ~' (0).

Déterminer I'équation de T, %, le plan tangent de ¥ en a, de deux fagons différentes : grace a gradf(q), puis
grace aux dérivées partielles de ;.

vi- On note 7, et m, les projections de R?® de noyaux respectifs R, et R, :

Ty R3 — Ry, . Ty - R3 — R .
(,9,2) — (0,y,2) (x,9,2) — (2,0,2)

Soit CZ (resp. C’Ey) le “lieu critique” dans ¥ de m, (resp. m,), c¢’est-a-dire I'ensemble des points a de X tels
que dim(m, (T, X)) < 2 (resp. dim(my(T,X)) < 2).

Déterminer CZ et CEy, ainsi que 7, (CZ ) et m, (C’Ey).

Au voisinage de points de C’Ex (resp. C’Ey), Y est-elle le graphe d’une application du type s (resp. ¢2) ?
Si non, expliquer pourquoi le théoréme des fonctions implicites est mis en défaut.

Corrigés des exercices du chapitre 5

Exercice 42. Soit ¥ la surface de R® définie par f(z,y,2) =0, ou f(z,y, z) = 2% + 3% — 2.

i- Soit 29 € R, si 29 < 0, [I,, N X =0, si z9 > 0, (z,y, 20) € I, NI ssi 22 + y? = 23; il s’agit d'un cercle de
centre (0,0, z9) et de rayon 23/2. Si Iy est le plan d’équation y = Az, L NIy = {(z,y,2); 2 = (1 + A2)?/32%/3},
il s’agit d’une branche parabolique dans le plan IIy.

-

ii- Au-dessus d’un voisinage de (0,0) dans R? (et méme au-dessus de R? tout entier), ¥ est le graphe de
(z,y) — z = (22 + y?)/3, qui n’est pas différentiable en (0,0), et qui est du type ;. En revanche V N'Y n’est
pas le graphe d’une application du type 2 ou 3, pour tout voisinage V de (0,0,0) dans R3. En effet si tel
était le cas, la projection de VN Y sur lespace des coordonnées serait un voisinage de (0,0) dans R? | ce qui
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n’est jamais le cas ici, quel que soitV.

/
V////////////////////
///é// __
/////
unvoinage e O ars
nest pgls un volslnggeddeooddansg: yoz! %

_—__

_
3
iii- Soit (by,bo,b3) = B une base orthonormée de R®, on a alors, en notant h = Zhjbj: Dfay(h) =

’////

/
=
Z

y % Y

- of
Z?:1 h;D fay(b;) = E?Zl th,;j fla) = 23:1 hj%(a), en notant:
j
of

8—(a) la je™e dérivée partielle de f en a relativement a la base B. De sorte que, B étant orthonormée:
N

Df(a)(ﬁ) = <(§£ (a), gé;( ), g—i(a)) | ﬁ) L’unique vecteur Wlf(a) tel que pour tout i € R, Df(a)(l_i) =
(Wif(aﬂi_i) est donc (dans la base B): Wif(a) = (g—ﬂi(a), %(a), 8—f( ).

iv- Soit v : I — R® dérivable en 0 € I, avec v(0) = a et y(t) € ¥ pour tout s € I. On a alors
f(y() =0, pour tout t € I et I 5t — (f o~y)(f) étant constante, sa dérivée est nulle. On en déduit que
(f © Vimoy = D(f 0 M0y(1r) = Dfw[Dv0)(18)] = Dfia)(¥'(0)) = (gradfia|y'(0)) = 0, cest-a-dire que
gradfy L +'(0).

3

—

fi: R*xR — R
((J:,y),z) - fl((x7y)7z):f(xvy7z)'

C’est-a-dire que la premiere variable de fi est v = (, y) € R? et la seconde est z. f étant C*° sur R?, et f1 = foo,
avec ¢ application linéaire (et donc C>) suivante: R xR 3 ((z,y), 2) — o((z,y), 2) = (x,y,2) € R , f1est C™

v- Soit a = (a1,a2,a3) € ¥\ {0}.
v.a-Considérons:
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et admet une différentielle partielle Dy f; 4y suivant sa seconde variable, en tout point a € R%*x R ~ R3. Or celle-
ci est obtenue en fixant (x,y) égal & (a1, az) et en différentiant la fonction z — f1((a1,az2), z) au point z = as, de

sorte que: Da fy(qy(h) = a(a).h = —(3a2).h, pour tout h € R. L’application linéaire R 3 h — Dafiay(h) €R
est donc inversible ssi 3a3 # 0 (et son inverse est alors R > h — %.h € R). Regardons & quelle condition
a € ¥ implique a3 # 0. Si & la fois a? + a3 — a3 = 0 et aZ = 0, on obtient: a? +a% = 0, et donc a; = as = a3 = 0.
Autrement dit, des que a # 0, Dz f(,) € Zsom(R;R). De plus Dafi(q) = 3a3.Idg et donc Dyf; = Wo %, oll
U : R — L(R;R) définie par U(A\) = M dr. ¥ est linéaire, entre deux espaces vectoriels de dimension finie, ¥
est par conséquent C*°, comme a — &(a), et ainsi Do f1 est C*°, donc continue.

- f1 est une fonction C* sur R3,

- fl((a17 a2)7 a3) =0,

- D2f1(a) € ISOTTL(R; R),

et R ~R? xR 3 b — Dyfi(b) € L(R;R) est continue en a,

par le théoréme de la fonction implicite, il existe une application C, ¢1 : Q(4, 4,) — U, définie sur
un voisinage ouvert Q(q, 4,) de (a1,az) dans R?, U,, étant un voisinage ouvert de as dans R, telle que, autour
de a dans Q4 4,) X Uay, 2 est le graphe de ¢1:

N (Q(al,@) X Z/{ag) ={(z,y,2); (2,y) € Qay,a0) €t 2= 1(2,y) € Uay }
On pouvait aussi remarquer que (z,y, 2) € ¥ ssi 2z = (22 +y2)%, ce qui donne ¢;. Notons que (z,y) — (22 +y2)%

est continue sur R?, mais non différentiable en (0,0), le point en lequel le théoréme de la fonction implicite est
mis en défaut.

v.b- Considérons:

fa: R*xR — R
((J?,Z),y) - fg((l‘,Z),y):f(J?,y,Z).

L’étude du v.a, que I'on pourrait reprendre point par point, montre que Dafyq) : R 3 h — Dafoqy(h) =
2a2.h € R, et donc que pour tout a € ¥, Dy faq) € Zsom(R;R) ssi a? # a3. Des que a ¢ {(a1,a2,a3) €
;a3 = a3 et ag = 0}, on a Dexistence, par le théoréme de la fonction implicite, d'une application C*,
®2 : Qa;,a3) — Ua, définie sur un voisinage ouvert Q(,, 4,) de (a1,a3) dans R2, U,, étant un voisinage ouvert
de a32 dans R, telle que, autour de a dans Q(4, q,) X Ua,, X est le graphe de ¢a:

N (Q((ll,aii) X L{az) ={(2,9,2); (2,y) € Qay,aq) € Yy = P2(2,2) € Ua, }.
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+ +
On pouvait aussi remarquer que (z,y,z) € X ssi y =— V23 — 22, ce qui donne ¢. Notons que (z,z) ——

V23 = 22 est continue sur R?, mais non différentiable en tout point (a1, as) tel que a? = a3.

v.c- Considérons:
f3: R*xR — R

((y,Z),fE) - f&((yvz)vx) :f(xvyaz)

L’é¢tude du v.a, que I'on pourrait reprendre point par point, montre que Dafsq) : R 3 h — Dafsq)(h) =
2a1.h € R, et donc que pour tout a € ¥, Dy f3q) € Zsom(R;R) ssi a3 # a3. Des que a ¢ {(a1,az,a3) €
;a2 = a3 et a; = 0}, on a Dexistence, par le théoréme de la fonction implicite, d'une application C*,
?3 : Q(ay,a3) — Ua, définie sur un voisinage ouvert Q(,, 4,) de (az,as) dans R2, U,, étant un voisinage ouvert
de a; dans R, telle que, autour de a dans Q(q,,44) X Ua, , 2 est le graphe de ¢3:

XN (Q(az,ag) X ua1) = {(37,%2’)7 (y,Z) € Q(az,ag) et v = (bg(y,Z) € u(ll}'
+ +
On pouvait aussi remarquer que (x,y,2) € ¥ ssi z =— /2% — y2, ce qui donne ¢3. Notons que (y,z) ——

/23 — 42 est continue sur R?, mais non différentiable en tout point (as,as) tel que a3 = a3.

z z

Points de Zen lesquels le
théoreme de la fonction implicite
est mis en défaut pour ¢,

Remarque: Au voisinage de tout point a € ¥\ {0}, ¥ est le graphe d’une application ¢;, pour au moins un
indice i € {1,2, 3}, car le seul point a € ¥ qui
appartienne a tous les ensembles “interdits”, mis en évidence par v.a, v.b, v.c est a = (0,0,0).

Soit maintenant a € ¥ \ {0}, et i € {1,2,3} tel qu’au voisinage de a, X soit le graphe de ¢;. Notons

a; € R? tel que #(e;) = (ai,a). On définit: T,X = a+Graphe de D¢;(,,). Cette définition dépend

a priori de ¢;. Si par exemple i = 1, le Graphe de D¢;(;) est {(z,y,2) € R* 2z = Dé1(ay a0) (7, y) =
®1 1

0 0
x8—(a1,a2) + y%(al,ag)}. Il s’agit du sous-espace vectoriel de R*® engendré par (1,0, 8—(a1,a2)) et
x Y x
0
(0,1, %(al,ag)). Ces deux vecteurs étant indépendants, T,% est un sous-espace affine de R® passant par
Y
a et de dimension 2. Le théoreme de la fonction implicite donne de plus D¢y (4, q,) = —[Dgfl(a)]*l 0 D1 fi(a), et
afl afl 2@1

0
done D¢1(a1,a2)(h; k)) _ _[3a§]71(%(a)h+8—y(a)k) = —[3a§]—1(2a1.h+2a2.k). On a donc: %(a) = m
3
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0 2 2
et ﬂ(a) = L22, et donc le graphe de D¢y (4 est le sous-espace vectoriel de R? engendré par (1,0, LIQ) et
Oy —3a3 —3a3
2&2
1,0, —2).
(1.0.5%)
Les mémes remarques conduisent, lorque 7 = 2 & montrer que le graphe de D¢y, est le sous-espace

2a1 3a2

vectoriel de R® engendré par (1, Y 0) et (0, 2—3, 1). Un calcul rapide montre alors que le graphe de D¢,
— 202 a

2
est celui de Doy (,) (et aussi celui de Des(q)...). Clest-a-dire que la définition de 7,X ne dépend pas de i.
En revanche cette définition dépend encore a priori de ’application ¢ qui parameétre localement

autour de a la surface ¥. Nous allons montrer qu’il n’en est rien, en donnant une définition intrinseéque de
T.X.

Soit v € Graphe de D¢j(q, q,) (prenons i = 1, par exemple), i.e. v = (u,Ddy(q;,a,)(u)), pour
u = (ug,ug) € R?. Notons v:R—=XYC R? la courbe définie par ~v(t) = (tug, toug, p1 (a1 + tug, az + tuz)) € 3,
des que t est suffisamment petit, (a1 + t.uy, ap + tuz) € Qg, 00y €t 7' (0) = (u1, uz, Dd1(ay,00) (1)) = v.

Réciproquement, si v est une courbe dérivable de R? contenue dans ¥ telle que ~v(0) = a, alors p =7, 0y
est une courbe dérivable de R?, telle que 1(0) = (a1, as9), et si I est la courbe t — (u(t), ¢1(u(t))), alors T' = ~
(puisque localement en a, ¥ est le graphe de ¢1) et 7'(0) = I'(0) = (1'(t), Dd1(a,,a0)(1'(0))) € Graphe de
Dé1(ay,a,)- On a donc prouvé que a+Graphe de Dy (g, q,) est a + {7/(0);7y: I — X C R? dérivable telle que
v(0) = a }. cette définition ne dépend pas du paramétrage de X.

Le plan tangent apparait donc comme le sous-espace affine de R® contenant toutes les directions limites
de sécantes en a & des courbes dérivables de R? tracées sur 3. C’est un résultat remarquable que cet ensemble
soit précisément un espace affine de dimension 2 (et non un ensemble plus “gros” ou plus compliqué; pensez,
par exemple, & I'ensemble des directions limites des sécantes en (0,0) au graphe de ¢ — ¢.sin(1/t), qui n’est pas
dérivable. Cet ensemble est celui des droites passant par (0,0) et comprises entre les deux bissectrices. Alors
que l'ensemble des directions limites de sécantes en (0,0) au graphe de t — t2.sin(1/t), qui est dérivable, est
bien une droite: I'axe des x.)

Ce résultat de nature dimensionnelle traduit le fait géométrique suivant (cf Uintroduction): la différentiabilité
de @1 en (a1, az) signifie que le graphe de @4, au voisinage de a, c’est-a-dire tout un voisinage de a dans X,
s’aplatit sur

le graphe de D® ().

Par la question iv, tout vecteur du type 7'(0) est orthogonal & gradf(,), mais grad f(t) est un sous-espace

vectoriel de dimension 2 de R? (des que gradf,) # 0). On en conclut que T3 = a + gmdf(t). Ce qui donne
une autre définition intrinseque de 7,X.
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Déterminons ’equation du plan tangent T,%. D’apres T, = a + gradfd-z):

(a)+ (o -a2>g—§<a> (2~ az)

of

O0xz

: . of ., 0f of, \,0f :
On a aussi vu que le Graphe de D¢, est engendré par (1,0, o (a)/az (a)) et (0,1, 3y (a)/ 5, (a)), ce qui

T.X = {(z,y,2) € R3; (x — al)af

oz (a)}.

donne bien sir la méme équation pour a+Graphe de D¢y(,) (de méme avec ¢ et ¢3).
vi- a € CZ ssi dim(m,(T,%)) = 0 ou 1 ssi a + D'axe des x est inclus dans T, ¥ ssi I'axe des z est inclus dans

mf(t) ssi Wif(a) € {0} x R x R ssi %(a) =0ssia; =0ssia=(0,a2,a3) €Y avec a3 = a3 ssi a est dans
le lieu des points de ¥ au voisinage desquels le théoreme de la fonction implicite est en échec pour I'existence
de ¢3. Soit a un tel point de X, si 3 était tout de méme le graphe d’une application du type ¢3 au voisinage de
a, il existerait V un voisinage de a dans X tel que 7,()V) serait un voisinage de (ag, ag) dans {0} x R x R. Ce
qui n’est pas le cas. (mémes remarques pour ).

T (Z)

(V)

X

P at

(az,a3)

Le théoreme de la fonction implicite pour une application du type ¢2, par exemple, est mis en défaut des

que D3 foq) & Zsom(R;R), i.e. ?(a) = 0 ssi T2 contient la direction de I'axe des y ce qui est le lieu des
Y

points critiques C’Ey de la projection m,. On retiendra que le théoreme de la fonction implicite, qui donne un

N .. . , , . . 3 . N . .,
parametrage de X au voisinage de a suivant les coordonnées numéro i et j de R”, a lieu des que la droite dirigée
par ’axe de la troisieme coordonnée coupe “transversalement” ¥ au voisinage de a.
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I1- Equations Différentielles

Chapitre 6- Equations différentielles.

6.1. Définitions générales. Réduction au cas résolu du premier ordre.

Soient E et G deux R-espaces vectoriels normés complets et soient n € N*, Q un ouvert non vide de
R x E"t! et F: Q — G une application C*, k € NU {o0}. On note (e) I’équation :

F(t,yt),y't), -, y™ () = 0c (e)

Cette équation est appelée équation différentielle d’ordre n en I’inconnue y, non résolue en y(™.
Chercher une solution de (e) c’est chercher un intervalle non trivial I de R (ouvert, fermé, ouvert en une borne
fermé en l'autre, de longueur finie ou pas) et une application n fois dérivable y : I — E telle que :

=Ty gy = {6y (@), ' (t),- -,y (1) € IXE" Yt € I} (legraphede I 5 t — (y(t),y/'(),- -,y ™ (1) €
I x E"1) soit contenu dans €2,
- quel que soit t € I, F(t,y(t),y'(t),- - Ly () = 0g.

Le terme ordinaire signifie que la solution y est & variables réelles.
Exemple. Sin=2 E=R, Q= {(t,z0,z1,2) €ER* z9-2>0, t #0, 2, -2 >0} et F est application
1
définie sur Q par F(t,x0,21,2) = \/T1 - 2 Sil’l(; In(zg - 2)), ’équation (e) est :

V0570 sin( - Iny() (1)) =0

L’équation différentielle (e) est la plus générale que 1'on puisse considérer, mais on ne sait pas, sauf cas
particuliers tres rares, en trouver des solutions. On essaie alors de se ramener & une équation résolue en
y(™, c’est-a-dire une équation du type décrit ci-apres. On considere U un ouvert non vide de R x E™ et une
application ¢ : Y — E continue (au moins). On note (€) ’équation :

y(n) (t) = @(ta y(t)v T 7y(n71)) (6)
Cette équation est appelée équation différentielle d’ordre n en ’inconnue y, résolue en y(™.

Réduction au cas résolu. Pour passer d’une équation non résolue en 3™ (de type (e)) & une
équation résolue en y(™ (de type (€)), on essaie d’appliquer le théoréme de la fonction implicite & F. Notons
t, 20, *+,Tn—1, 2 les n + 2 variables de F. Si (t°,20,---,2% _;,29) € Q est tel que F(t°,29,---,29_;,2%) = 0g,
si I est différentiable partiellement relativement a la variable z, et si D.F0 40,00 20y € Isom(E;G) et
(t,xo,- -+ ®n_1,2) ¥ D:Fy g .z 1.2 est continue en (t°,20,---,x) ), on peut alors appliquer a F le
théoreme de la fonction implicite : il existe U un voisinage ouvert de (t°,z8,---,22 ;) dans R x E™, un
voisinage ouvert V de z° dans E et une application ¢ : i — V de méme régularité que F telle que : quel
que soit (t,xg,- -, Tpn_1,2) EU XV, F(t,x0,  +,Tpn_1,2) = 0g < z = ¢(t,x0, -+, Tp—1). Autrement dit une
solution y : I — E de (e) telle que (t,y(t),y'(t),---,y™(t)) €U x V pour tout ¢ € I est une solution de (e) et
réciproquement toute solution y : I — E de (e) telle que le graphe de (y,v/, - - - 7y(")) au-dessus de I est contenu
dans U x V est une solution de (e).

Exemple. Reprenons 'exemple ci-dessus. Dans ce cas quel que soit (¢, z9,21,2) € Q, on a :

A/ L1 1

F 1 1 1
D,F(t,xg,x1,2) : h— %—Z(t, xo,x1,2) -h=—(= sin(; In(zo - 2)) + n cos(; In(xg - 2)))

N
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2
Cette application est bijective dés que x1 # 0, et tan(In(zg - 2)) # -t Posons (%, 23,29, 2%) = (1,1,1,1). On a

alors F(t°, 20,29, 2%) = 0 et D, F(t°, 23,29, 20) € Zsom(R;R). 1l existe alors un voisinage ouvert I de (1,1,1)
dans R?, un voisinage ouvert V de 1 dans R, tels que & x V C Q et une application w:U—V,C™, telle que :

(F(t, xo,71,2) =0 et (t,xp,21,2) EU XV | <= z = p(t, xo,x1). Autrement dit les solutions de (e) dont le

graphe est contenu dans U x V), sont les solutions de y” (t) = p(¢, y(¢), 3’ (¢)) (bien siir il est en général impossible
d’exprimer explicitement Papplication . Le théreme de la fonction implicite n’en fournissant que 1’existence).

Réduction au premier ordre. Nous allons voir comment, & partir de I’équation différentielle (¢) d’ordre
n résolue en 3™ on peut se ramener & une équation différentielle (€) du premier ordre résolue en y' qui soit
équivalente a (¢), ie dont les solutions sur un intervalle donné sont les mémes que celles de (e).

On munit E™ de la norme || ||ooc = max(|| |z, -, || ||z). Avec cette norme E™ est comme E un espace
complet. Soit f : U — E™ lapplication définie par f(t,zg, -, Zn-1) = (T1, *,Tn—1,0(t, o, , Tn_1)).
L’application f a la méme régularité que ¢. Soit enfin (£) 1’équation différentielle du premier ordre en I'inconnue
7, résolue en i’ :

g'=fti) (€)

Ici 'inconnue ¢ est une application de variable réelle & valeurs dans E™. Si ¥ = (yo,y1, ", Yn—1) : I — E™ est
une solution de (£), on a pour tout t € I :

(y(l)(t)7 yi (t)7 T 7y';171(t)) - (yl (t)a yQ(t)a T ayn—l(t)a Qﬁ(t, yO(t)7 1 (t)a T ayn—l(t))) (1)

De (1) on déduit que :

Yo 1 (8) = @t yo (1), y1 (), yn—1() et y1(t) = yo(t), -, y;(1) =y (0, ynoa (t) = 5D (0),

c’est-a-dire que yo est n fois dérivable et que y(()")(t) = p(t,yo(t), -, y(()n_l)(t)), ou encore que yo est solution
de (¢). Mais réciproquement si y est une solution de (€) sur un intervalle I, en posant § = (y, 7/, -,y 1), i

est une solution de (&) sur I.

En conclusion, une équation du type général (e) peut se ramener, lorsque le théoréme de la fonction
implicite permet de résoudre en y(™, & une équation du type (€) (ie du type (€), avec n = 1). Dans la suite
on ne considérera donc que des équations différentielles du premier ordre résolues en y’. On en
redonne le modele pour fixer définitivement les notations :

Soit f : U — E une application au moins continue, avec E un espace vectoriel réel normé et U un ouvert
de R x E. On note (£) I’équation différentielle suivante en 'inconnue y :

y'(t) = ft,y(t)) €)

Chercher une solution de (&) c’est chercher un intervalle ouvert I de R et une application dérivabley : I — E
telle que :

-Ty, ={(t,y(t)) € I x E;t € I} (le graphe de y) soit contenue dans U,
- quel que soit t € I, y'(t) = f(¢t,y(t)).

Définition (I-solution). Pour tout intervalle I de R non réduit & un point, on appelle I-solution de (£)
toute application y : I — E dérivable telle que :

- I'y, le graphe de y au-dessus de I, est contenu dans I/,

- pour tout t € I, 3/(t) = f(¢,y(t)).

Nous noterons S7(€) I'ensemble des I-solutions. La réunion S(E) des S7(€), sur tous les intervalles I non
réduits & un point, s’appelle I’ensemble des solutions de (£). Intégrer (&) c’est déterminer S(&).

Proposition 6.1. — Si I'application f de I’équation (£) est de classe k (k > 1), il est de méme de toute
I-solution de (£).
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Preuve. Soit y une I-solution de (£). La preuve se fait par récurrence sur la classe de y. Comme f
est C*, avec k > 1 et comme y est par hypothese dérivable au moins une fois (en tant que solution de (£))
lapplication ¢ — f(t,y(t)) est au moins dérivable. Or cette application est y’, qui est par conséquent au moins
C°, ie que y est au moins C'. Soit p < k et supposons que quel que soit j inférieur ou égal & p, y soit C7. Dans
ce cas, comme k > p, I'application t — f(t,y(t)) est C?, et donc y’ est C?, ie y est CPTL. ]

6.2. Solutions maximales.

On munit 'ensemble S(€) de la relation d’ordre suivante :
Vo, € S(E), p 2P =T, Cly,

ouI'y, et I'y, sont les graphes dans U respectivement de ¢ et 1. Autrement dit, pour deux solutions ¢ et 3 de
(&), on dit que ¢ < 9 si et seulement si ¢ est une fonction qui prolonge ¢, ou encore @ est une restriction de .

Bien siir la relation d’ordre < n’est pas une relation d’ordre total, mais partiel : deux solutions de (£) ne
sont pas toujours comparables, ie que I'une n’est pas nécessairement la restriction de 'autre.

Définition. On dit qu'une solution p de (£) est une solution maximale de (€) si et seulement si p est
un élément maximal pour ordre <. Autrement dit p est une solution de (£) qui ne peut pas étre prolongée
strictement par une autre solution de (£).

Théoreme 6.2. — Toute solution de (£) peut étre prolongée en une solution maximale.
Avant de démontrer ce théoréme, rappelons le lemme de Zorn, qui est équivalent a ’axiome du choix (}).

On dit qu’un ensemble ordonné (A, <) est inductif si et seulement si toute partie non vide P de A
totalement ordonnée admet un majorant dans A. Autrement dit si P C A est non vide et tel que Vp,q € P,
p = qou g = p (P totalement ordonnée), alors il existe u € A tel que Vp € P, p < u (1 est un majorant de P).

Lemme de Zorn. Tout ensemble non vide, ordonné, inductif admet (au moins) un élément maximal.

Preuve du Théoréme 6.2. D’apres le lemme de Zorn, il suffit de prouver que S(&) est inductif. Soit
donc P un sous-ensemble de S(E) non vide et totalement ordonné, montrons que P posséde un majorant dans
S(€). Si ¢ € P, notons I, son intervalle de définition et T', son graphe. Comme les graphes des éléments de P
sont deux a deux comparables, d’une part I = U I, est un intervalle, d’autre part U 'y C U est le graphe

p€EP p€EP
d’une application ® : I — E. Sit € I, il existe ¢ € P tel que t € I, et ¢ est par définition de ® la restriction

de @ & I,. Comme ¢ € S(&), D'(t) = ¢'(t) = f(t,o(t)) = f(t,2(t)). On en conclut que ® € S(€). Comme P
est un majorant de P, dans S(&), S(E) est bien inductif.

Remarque. Le Théoreéme 6.2 dit que 'on peut prolonger toute solution de £ en une solution maximale,
mais pas que ce prolongement est unique. Par exemple si E = R, & = R x R et f(t,2) = 2\/|7, I’équation
(&) devient : y'(t) = 24/y(t). Il est clair que quels que soient «, 8 vérifiant o < § et o, 8 € RU {—00, +o0},
I’application :

Yag: R — R
t = —(t—a)? si a>t
0 si 0>t>«

(t—p)? sit>p3

(1) L’axiome du choix est un axiome de la théorie des ensembles, comme par exemple I’axiome de I'infini
qui assure qu’il existe un ensemble infini, ou de fagon équivalente que I’on peut construire N. L’axiome
du choix assure quant & lui que “tout produit d’ensembles non vides est non vide” ou de fagon équivalente
que “pour tout ensemble non vide E il existe au moins une application f : P(E) — E telle que pour tout
AC E, avec A# (), on ait f(A) € A”. Cet axiome est équivalent au lemme de Zorn. Le lemme de Zorn
peut ainsi étre considéré lui-méme comme un axiome de la théorie des ensembles. Pour une preuve de
cette équivalence, on pourra par exemple se reporter a Cours de Mathématiques Spéciales. 1- Algébre.
B. Gostiaux. Puf.



Chapitre 6- Equations différentielles. 99

est une R-solution de (£), et donc une solution maximale de (£). Mais quels que soient —1 > a et 5> 1, la
solution maximale y,, g prolonge la | — 1, 1[-solution ¢ — 0. Ce prolongement n’est donc pas unique.

C’est la raison pour laquelle, dans la preuve du théoreéme précédent, il ne suffit pas de considérer la réunion
des graphes des solutions de (£) qui contiennent le graphe d’une solution donnée y pour montrer que la solution
y se prolonge en une solution maximale, car la réunion en question n’a aucune raison d’étre le graphe d’une
application. Afin qu’une réunion de graphe soit un graphe, on ne peut pas se passer des parties totalement
ordonnées de ’ensemble des graphes des solutions de (&), et donc du lemme de Zorn.

6.3. Interprétation géométrique. Champs de vecteurs.

Se donner 1’équation différentielle (£), c’est se donner un ouvert non vide & de R x E, et en chaque point
(t,Z) de U, un vecteur w = f(¢,Z) de E. Chercher une solution de (£), c’est chercher une application dérivable
y: I — E (en fait de méme classe que f par la Proposition 6.1), dont le graphe I'; soit inclus dans U (ce qui
implique — mais n’équivaut pas ! — que I C m () et y(I) C ma(U), ot 71 est la projection de R x E sur R, et o
est la projection de R x E sur E) et telle que la courbe I 3 ¢ — y(t) € E ait en t pour dérivée y'(t) = f(¢,y(t)),
ie que cette dérivée est la valeur de f au point (¢,y(t)) (qui est le point de I'y au-dessus de t).

Par exemple, si E = R™, U un ouvert de R""* et si f : i/ — R, une I-solution de (£) est une courbe
y : I — R™ dérivable dont le graphe est dans U, et telle qu’au point (¢,y(t)), la tangente au graphe de y ait
pour coefficient directeur y'(¢) = f(¢,y(t)), ie que cette tangente passe par (¢,y(t)) et est dirigée par le vecteur
(L,y'(t)) = (1, f(t,y(t))). Uinterprétation géométrique de (&) est la suivante : on se donne en chaque point (t, z)
de U le vecteur (1, f(t, z)) et on cherche toutes les courbes dérivables dont les graphes sont dans U, et tangentes
en chaque point (t, z) au vecteur (1, f(t, z)).

A

z+1(t,2)

Ex{0g}t

Si en chaque point P d’un ouvert i d’un espace vectoriel E, on se donne un vecteur wW(P) de F, on dit que
Pon dispose sur 4 du champ de vecteurs Y > P — wW(P) € E. Les courbes intégrales de ce champ sont
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par définition les solutions maximales de I’équation différentielle :

p'(t) = d(p(t)) ©)

C’est-a-dire que résoudre (C) c’est chercher les courbes dérivables p : I — U, ou I est un intevalle de R, telles
qu’en le point p(t), la valeur de la dérivée p/(t) — ou le vecteur vitesse & U'instant ¢ de la trajectoire p(I) — soit
égal & W(p(t)). Résoudre (C) c’est ainsi chercher les courbes dérivables de U qui en chacun de leur point sont
tangentes au vecteur correspondant du champ.

On voit alors que résoudre 1’équation différentielle (&), revient a chercher les courbes intégrales du champ
W:RxEDU>D(t,2) — (1, f(t,Z) € Rx E, puisque ces courbes sont du type I 5 t — (¢,y(t)), ou I 3t — y(t)
est solution de (£) : les courbes solutions du champ @ sont les graphes des solutions de (£).

Notons enfin que réciproquement, ’équation différentielle (C) est une équation différentielle du type (£),
avec f(t,Z) = w(2), ie que f ne dépend pas de la variable ¢, mais uniquement de la variable Z. On dit dans ce
cas que I’équation différentielle (£) est autonome.

6.4. Le probleme de Cauchy.

Consiérons I’équation différentielle (£). Le probléme de Cauchy est le suivant : on se donne un intervalle
I deR, tygeIetyy € E tels que (to,y0) € U et I C 71 (U), et on cherche toutes les I-solutions y : I — E de (£)
telles que y(to) = yo.

Autrement dit on cherche toutes les courbes (définies sur I), du champ de vecteur de U défini par
(t,z) — (1, f(t,z)), qui passent par (to,yo). Notons que trouver toutes les I-solutions de (£) revient par le
Théoreme 6.2 & déterminer toutes les solutions maximales de (£), puisque qu’'une I-solution est nécessairement
la restriction a I d’une solution maximale dont l'intervalle de définition contient I.

Le théoréme suivant sera utile pour faire apparaitre les solutions de (£) comme des points fixe d’une

application. Il fait intervenir la notion d’intégrale pour les applications continues & valeurs dans un espace
vectoriel normé complet. Disons rapidement que 'on peut faire une théorie de l'intégration pour de telles
applications, mais on peut aussi considérer que E = R?, avec p € N, pour plus de simplicité.

Théoréeme 6.3. — Soit (to,yo) € U, et I un intervalle de R non réduit a un point. Les assertions (i) et
(#i) sont équivalentes :
(1) - y est une I-solution de (€) passant par yo en ty (une solution au probléme de Cauchy en (tg, yo)).
¢
(#9) - y: I — E est continue, T'y, C U et quel que soit t € I, y(t) = yo + f(ry(r)) dr.
to
Preuve. Si y est une I-solution de (€) passant par yo en to, I'y C U et y étant au moins dérivable,
Papplication I 3 7 +— f(r,y(7)) est au moins continue (comme f) et le Théoréme de Leibniz assure que
¢

vil3t—yp —|—/ f(m,y(T)) dr est dérivable, de dérivée en t, v'(t) = f(t,y(t)). Mais comme y est [-solution

to
de (£), on a v'(t) = f(t,y(t)) = ¥'(t). Ayant la méme dérivée sur l'intervalle I et passant toutes deux par yo
¢

en 1o, les applications v et y coincident sur /. Réciproquement 'application v : I 5t — yo + [ f(7,y(7)) dr
to
est dérivable sur I dés que f est continue, et de dérivée, en ¢, v'(t) = f(¢,y(t)). Si donc y = v, y est bien une

solution du probléme de Cauchy pour (£) en (to,yo)- O

6.5. Théoréme de Cauchy-Lipschitz : existence et unicité locale pour le probleme de Cauchy.

Avec les notations de I’équation (£), on dira que l'application f : U — E est localement lipschitzienne
en sa seconde variable sur U si et seulement si quel que soit (tp,29) € U C R x E, il existe un voisinage
ouvert Uy C U de (to, z0) dans R x E, tel qu’existe une constante Cy > 0 vérifiant :

V(t,z), (t,(E) € Uo, ”f(tvz) - f(t,l‘)” < Co- HZ - {EH

- Bien str lorsque f est localement lipschitzienne (ie que quel que soit (tg9,20) € U C R x E, il
existe un voisinage ouvert Uy C U de (to,z0) dans R x E, tel qu’existe une constante Ky > 0 vérifiant :
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Wt 2), (,2) € Us,  F(5,2) = FEa) < Koo (s —t,2 — @)llrxs = Ko -max(l(s — tl, |2 — 2)].), f est en
particulier localement lipschitzienne en sa seconde variable.

- En particulier si f est différentiable partiellement par rapport & sa deuxieéme variable (ie z), et si
(t,z) = D, f(,.) est bornée sur U, par le Théoreme de la moyenne f est localement lipschitzienne en sa seconde
variable sur U.

- Un cas important pour lequel le point précédent a lieu est celui-ci : FE est de dimension finie et
(t,z) = D f(,.) est continue sur U (on applique alors le Théoreme qui dit qu'une fonction continue sur un
compact — une boule fermée par exemple si dim(E) < oo — est bornée).

- En particulier, lorsque F est de dimension finie, I’existence et la continuité sur U des dérivées partielles de
f relativement aux variables de F (ie z1,x2, -,y sl 2 = (21,22, -, Zn)) assure que la différentielle partielle
de f relativement & la seconde variable z de f existe et est continue, ce qui implique ensuite que f est localement
lipschitzienne en sa seconde variable sur U.

On dispose du théoréme suivant, dit de Cauchy-Lipschitz, d’existence et d’unicité locale des solutions

de (&).

Théoréme 6.4. (Cauchy-Lipschitz) — Avec les notations de I’équation différentielle (£), si f est continue
sur U et localement lipschitzienne en sa seconde variable sur U, quel que soit (to,yo) € U, il existe un intervalle
ouvert Iy contenant toy et une fonction y : Iy — E, telle que :

- y(to) = yo,

- y est une Iy-solution de (E),

- pour tout intervalle J C Iy contenant tg, il n’existe qu’une seule J-solution de (£) passant par yo en tg.
Il s’agit de y, ;.

Remarque. Avant de prouver ce théoreme, remarquons que dans I’exemple qui suit le Théoreme 6.2,
Papplication (¢, z) — f(t,z) = 24/|z| n’est pas localement lipschitzienne en sa seconde variable z en 0. On peut
2|

soit le vérifier directement (le rapport n’est pas borné au voisinage de 0), soit invoquer le Théoréme de

z
Cauchy-Lipschitz : si f était lipschitzien|n(|e en la variable z, il n’existerait qu’une seule R-solution de (£) qui
vaudrait 0 en 0. Or dans cet exemple tel n’est pas le cas, puisque lorsque a < 0 < 3, les R-solutions y, g valent
0 en 0.

Cet exemple montre que pour obtenir I'existence et 1’unicité localement de solutions au probleme de
Cauchy, on peut pas se passer de 'hypothese “f est localement lipschitzienne en sa seconde variable sur U”, en
la remplacant par ’hypothese moins forte “f est continue sur &”. Nous verrons plus loin que la seule continuité
de f garantit cependant I’existence de solutions locales (Théoréme de Cauchy-Arzela).

Preuve. Comme f est par hypothese localement lipschitzienne en sa seconde variable sur U, il existe Uy C U
un voisinage ouvert de (tp,yo) dans R x F et une constante Cy > 0 tels que quels que soient (t, 2), (¢, z) € U,
[ f(t,2)—f(t,z)]| < Co-|lz—z|. Soit alors v, 8 > 0 suffisamment petits pour que [to — &, to + ] X By, 5 C Uo.
Nous posons I = [ty — «,tg + «]. L’application I 3t — || f(¢,y0)| est continue sur le compact I, donc bornée,
disons par m > 0. Si (t,z) € [to — o, to + a] X B(yoﬁ), on a :

1) < £ ) = f(E o)l + 11 yo)ll < Co- [l —yol +m < Co-5+m=M

Maintenant, quel que soit le sous-intervalle J de I, I’espace métrique M ; des applications continues sur J et a
valeurs dans la partie complete B, 5) de E, munit de la distance dj(u,v) = sup, ¢ [|[v(7) —u(7)||, est complet.

Considérons alors : 0
d;: M; — C(J;E)

t
v — @J(U) = Yo + f(Ta U(T)) dr
to

t t
On a [[®;(v)(t) — woll = H/t flro(r)) dr| < I/t [f (@) dr| < |t —to| - M < a- M. Mais si o est

suffisamment petit pour que o - M < 3, on en déduit que pour tout v € M, ®;(v) est & valeurs dans B(yo,ﬁ)v
ie que ®; est a valeurs dans M ;.
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Montrons alors que ®; est contractante. Pour tout u,v € M, pour tout t € J :

1.7(0)(8) = @5 (uw)(@®)] = || t fro(m) = f(ru(@) drlf < | [ 1f(r,0(7)) = f(r,u(m))]] drl

to

t
< Co - ||v(r) — u(r)||dr < Cp - - dy(u,v).
to
On en déduit que :
dy(®y(v) —@s(u) < Co-a-dj(u,v).

Si «a est suffisamment petit pour que Cp - a < 1, 5 est contractante et posséde ainsi un unique point fixe
ys € M. Par le Théoréme 6.3, y; est une J-solution de (£) qui vaut yo en to. Posons y = y;.
Pour montrer qu’il n’existe qu’une seule J-solution y; de (£) passant par yg en tg, considérons ¢ une J-solution
de (&) passant par yo en tg. Si on montre que ¢ est & valeurs dans B(yo,ﬁ)a par unicité du point fixe de ®;, on
aura ¢ = y;. Raisonnons par 'absurde : s’il existe ¢ € J tel que ||¢(c) — yo|| > 3, supposons par exemple que
to < c. Soit alors, par continuité de ¢, t1 € J tel que : to < t1 < cet ||¢(t1) — yoll = B, ||¢(#) — yol| < B, pour
tout ¢ € [tg,t1[. On en déduit par le théoreme de la moyenne (puisque ||¢'(¢)|| = ||f(t, ¢(¢))|| < M, pour tout
t € [to, 1], car dans ce cas (t,$(t)) € I x By, g)) :

[6(t1) = woll = [[6(t1) = ¢(to)|| < M(tr —to) < M -a <,

ce qui est contradictoire.
Comme y,; est une J-solution de (£) passant par yo en to, que celle-ci ne peut étre que y, par ce qui précede,
il s’ensuit que la seule J-solution de () est la restriction de y & J. [

B> oM
Cp- <1

Nous résumons les différentes hypotheses faites sur «, 8 dans la preuve qui précéde par la figure ci-dessus.
Lorsque toutes ces hypotheses sont satisfaites, on dit que le produit [tg — a,tg + @] x B(yo,ﬁ) est un cylindre
de sécurité lipschitzien pour f, centré en (to,y). L’existence d’un tel cylindre garantit I’existence d’une
solution y : [to — a, to + ] — B(yoﬂ) de (£) dont le graphe passe par (o, yo).
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6.6. Théoreme de Cauchy-Arzela : existence locale pour le probleme de Cauchy.

Lorsque E est de dimension finie, on dispose du théoréme suivant, qui garantit, sous I’hypothese que f
est continue, que I'équation différentielle (£) posséde au moins une solution définie sur un intervalle ouvert
contenant ¢y et passant par yo en to ((to,y0) € U étant donné au préalable). Bien siir cette solution n’est
pas dans ce cas nécessairement unique. Nous donnons ’énoncé de théoréme sans en donner la preuve, qui fait
intervenir le Théoreme d’Ascoli.

Théoréme 6.5. (Cauchy-Arzela) — Avec les notations de I'équation différentielle (£), si E est de
dimension finie et si f est continue sur U, quel que soit (to,y0) € U, il existe un intervalle ouvert Iy contenant
to et une fonction y : Iy — E, telle que :

- y(to) = o,

- y est une Iy-solution de ().

Preuve. Voir par exemple : Equations Diftérentielles de fonctions de variable réelle ou complexe. J.-M.
Arnaudies. Ellipses.

6.7. Solutions maximales et feuilletage de /.
Le Théoreme 6.4 de Cauchy-Lipschitz permet de montrer le théoreme suivant :

Théoreme 6.6. — Soit I'équation différentielle (£), ot f est continue sur U et lipschitzienne en sa seconde
variable. Les assertions suivantes ont lieu :

(i) - Les intervalles de définition des solutions maximales sont ouverts.

(#4) - Les graphes des solutions maximales forment une partition de U (on dit qu’ils feuilleétent U ).

(i) - Si y est une solution maximale de () telle que I, # R, soit b # {—o0, +oo} est une extrémité de I,.
Si yo est une valeur d’adhérence de yy en b alors (b,yo) € fr(d) = U\ U.

Preuve. Commengons par prouver (ii). Les graphes des solutions maximales de (£) sont inclus dans
U, par définition des solutions de (£). De plus d’apres le Théoreme 6.4 de Cauchy-Lipschitz, si (to,y0) € U
il existe une solution de (£) passant par yo en ty et d’apres le Théoreme 6.2, une telle solution se prolonge
en une solution maximale. On en déduit que la réunion des graphes des solutions maximales de (£) est U.
Montrons alors que deux tels graphes distincts sont disjoints. Soient y : I — E et ¥ : I — E deux solutions
maximales de (£) telles qu'existent (to,y0) € U vérifiant y(to) = §(to) = yo (to € I N I). Par le Théoreme
6.4 de Cauchy-Lipschitz, les deux solutions y et y doivent nécessairement coincider sur un intervalle qui est un
voisinage de tg, car le Théoréme de Cauchy-Lipschitz garantit 'unicité locale des solutions de (€) passant par
(to,yo0). On en déduit que {t € IN f,y(t) = y(t)} est un ouvert de I N I. Mais comme y et § sont continues,
cet ensemble est aussi fermé dans I N I~, qui est connexe. On en conclut que {t € I N f, yt)=gt)} =1InN f, ie
Yini = gj‘ 17+ Maintenant, comme y et y coincident sur I'intervalle I N I, si on avait I # I, on en déduirait que
le graphe I'y N I‘; serait le graphe d’une solution de (&) strictement plus grande que les deux solutions y et ¥,
mais comme y et ¥ sont deux solutions maximales de (£), cela ne se peut et ainsi I = I ,ety=1y.
Montrons (7). Soit y : I — E une solutions maximale de (&) et to € I. Notons yo = y(tp). Comme (tg,y0) € U,
Le Théoréme de Cauchy-Lipschitz garantit I’existence d’une solution locale en (tg,yo), ie qu’existe ¥ : I > E
une solution de (£) définie sur I'intervalle ouvert I contenant to, telle que y(tg) = yo. Mais y est nécessairement
la restriction d’une solution maximale ¢. Comme cette solution maximale a un graphe qui a en commun (¢, yo)
avec le graphe de y, par le point (i¢) que nous venons de démontrer, y = @, et donc ¢y qui est un point intérieur
a l'ensemble de définition de ¢ (qui est I) est aussi est point intérieur a I.
Montrons pour terminer (#i7). Soit y : I — E une solutions maximale de (£), b € R une extrémité (diosons une
extrémité droite) de I et yo une valeur d’adhérence de y en b. Clairement (b, yo) € U, car (b,yo) € 'y et T, C U.
Montrons que (b,yo) ¢ U. La difficulté de la preuve est la suivante : méme si par le Théoreme de Cauchy-
Lipschitz on peut trouver une solution locale ¢ passant par (b,yo), on ne pourra pas dire que cette solution
permet de prolonger y par raccordement des graphes I'y et T, puisque (b,y0) ¢ I'y. On procede alors ainsi :
Soit, puisque (b,yo) € U, « et G tels que [b— a, b+ ] X B(bﬂ) soit un cylindre de sécurité lipschtzien pour f, ie

que [b—a, b+a] x By, gy C U, f est Co-lipschitzienne sur Uy, bornée par M sur [b—a, b+a] x B(bﬂ) et a-M < j3,
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Co-a < 1. Posons alors a1 = /2, 1 = /2, et soit by € [b— au, b[ tel que ||ly(b1) — yol| < B, ce qui est possible
puisque yo est valeur d’adhérence de y en b. On pose y; = y(b1). On a bien stir a; - M < 31 et Cp- a1 < 1. De
plus [by — a1,b1 + aq] X B(bl,ﬁl) Cb—ab+a]x B(b’g) C U. On en déduit que [by — ag,b1 + ai] X B(bl,ﬁl)
est un cylindre de sécurité lipschtzien pour f, centré en (by,y1), ce qui assure l'existence d’une solution locale
v:lbi—a,bi+aq] — B(bl,ﬁl) de (&) passant par y; = y(b1) en by. Or par le point (i¢) de cette preuve, ¢ est dans
une solution maximale de (€) qui est nécessairement y. Mais comme by + a; > b, on a une contradiction. [

6.8. Retour sur I’équation (¢).

Le théoréme 6.6 s’applique a I’équation (e), compte tenu de la réduction de (¢) & (£). On peut énoncer :

Théoréme 6.7. — Avec les notations de I’équation (¢), supposons ¢ : U — E continue et lipschitzienne en
le n-uple formé par ses n variables vectorielles g, - - -, xy,—1, z. Alors pour tout point (to, Yo, Y1, ,Yn—1) € U il
existe une unique solution maximale y : I — E de (¢) telle que : y(to) = vo, % (to) = y1, -,y Y (to) = Yn_1.
Les intervalles de définition des solutions maximales sont ouverts et les graphes des solutions maximales forment

une partition detd. I
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Exercices du chapitre 6

Exercice 43. (Inégalité de Lojasiewiecz) — Soit Q2 un ouvert de R" contenant lorigine, g : @ — R"
une application C' et f : Rx Q — R Papplication définie par f(t,7) = g(y). On considere I'équation différentielle
(dite autonome ou encore le champ de vecteurs sur ) :

y'(t) = f(ty() = g(y(t)) €)

1- Montrer que le probleme de Cauchy pour (£) admet une solution unique en chaque point (tg,yo) de
R x Q.

2- Soient (to,y0) € Rx Q et y: I — Q la solution maximale de (£) telle que y(tp) = yo. Montrer que
T+ (t1—to) 2t — y(t+ (to —t1)) € Q est la solution maximale de (&) telle que y(t1) =
dans R x Q.

3- Montrer que les trajectoires des solutions maximales de (£) donnent une partition de
(ind. Utiliser le Théoréme 6.6 et remarquer que les trajectoires des solutions maximales de (£) sont les projetés
sur {0} x Q des graphes des solutions maximales de (£)).

4- On suppose que y :|a,b|[— € est une solution maximales de (£) ayant 0 pour valeur d’adhérence en la
borne a de I. Montrer, en utilisant le théoreme 6.6, que nécessairement a = —oc.

5- On suppose que g est C' sur un ouvert borné @ contenant ’adhérence de 'ouvert © et que g ne s’annule
éventuellement sur O qu’en 0. (On peut toujours se placer dans ces hypotheses des que g & - éventuellement -
un zéro isolé en 0).

Déduire de la question 4 que si 0 est une valeur d’adhérence d’une trajectoire d’une solution maximale de
(€) en une des bornes de son intervalle de définition nécessairement g(0) = 0.

yo. Faire un dessin

(ind. Raisonner par Iabsurde et utiliser le théoréme des accroissements finis pour une composante bien choisie
de y).

P P
6- Soit P :  — R une application C%. On pose g(y1, -, yn) = (8 0

., =) = gradP,, ..
8y1’ ) 8yn) gra (Y1,,Yn

y et on
suppose que g vérifie les hypotheses de la question 5.

Soit y :] — 00, b[— 2 une solution maximale de (£) telle que 0 soit une valeur d’adhérence de la trajectoire
de y en —oo. Le but de cette question est de montrer que 0 est la seule valeur d’adhérence possible pour la
trajectoire de y, sous I'hypothese qu’existe un réel v €]0, 1] et une constante C' tels que :

Yy, yn) €Qy [P(yr, )" < Cllg(yn, -5 yn) | (%)

Montrer que si la trajectoire de y possede une autre valeur d’adhérence que 0 en —oo, la trajectoire de y est
nécessairement de longueur infinie.

Montrer, & l'aide de (x), que la longueur de la trajectoire de y entre y(to) et y(«) (o, to € I, < to) est bornée
par :

/ (P oy /gl dt < (1 — )PP (yto)) — P (y(a))).
Conclure.

7- Tlustrer I'étude qui précede a I'aide de P(y1,y2) = y? + y3.

Corrigé des exercices du chapitre 6

1- L’application f étant C', par le théoreme de la moyenne, f est localement lipschitzienne en sa seconde
variable, et d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz, quel que soit (tg,y0) € R x £, il existe un intervalle ouvert
Iy contenant ¢y et une Ip-solution de (&), u : Iy — Q telle que u(tp) = yo. De plus Il n’existe qu'une seule
J-solution de (£) passant par yo en to, pour J C Iy; c’est la restriction de p & J. Par le théoréme 6.2, u
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se prolonge en une solution maximale y : I — Q. Par unicité locale de la solution de (£) en chaque point
(t,y(t)) € I x Q, y est la seule I-solution de (£) passant par yo en to.

2- L’application z : I+ (t; —tog) — Q définie par z(t) = y(t + (to — t1)) vérifie : z(t1) = y(to) = yo. D’autre
part 2/ (t) = y'(t + (to — t1)) = g(y(t + (to — t1))) = g(2(¢)). Donc z est 'unique solution de (£) passant par yo
en t;. Comme y est maximale, il en est de méme de z.

Le graphe de z est par conséquent le translaté du graphe de y par le vecteur (1 — tp). Le feuilletage de
R x Q par les graphes des solutions maximales de (£) & donc I’allure suivante.

\

graphe de y-

graphe de z

trajectojfe de y
= prdjeté du graphe de y
=projeté du graphe de z

3- Une trajectoire dans 2 d’une solution maximale y de (£) est la projection sur Q2 x {0} du graphe de y
suivant la direction R x {0}. En effet la trajectoire de y est {y(t),t € I} et le graphe de y est {(¢,y(t)),t € I}.
D’apres la question précédente, deux points (o, yo) et (t1,yo) se projétent sur le méme point yo de 2 ssi (¢1,yo)
est dans le translaté par {¢t; — to} x {0} du graphe de l'unique solution maximale y de (£) passant par yo
en tg. Ce translaté étant 'unique solution maximale z;, de (£) passant par yo en t;. Tous les graphes des
solutions maximales du type z;, se projetent donc sur la trajectoire de y, et aucune autre projection de graphe
de solution maximale ne rencontre la trajectoire de y. D’autre part, d’apres le théoreme 6.6, les graphes des
solutions maximales de (£) forment une partition de R x 2. Tout point de Q est donc dans la projection d’un
graphe d’une solution maximale de (£), c’est-a-dire dans une trajectoire de solution maximale.

En conclusion si 'on définit la relation déquivalence suivante sur les solutions de (£) : yRz ssi le graphe
de y est le translaté du graphe de z par un vecteur du type T x {0} (ie ssi il existe ¢,t’ tels que y(t) = z(t')),
chaque représentant d’une classe d’équivalence de R se projete sur €) et les trajectoires obtenues forment une
partition de €.

4- Par le théoreme 6.6, si 0 est valeur d’adhérence en a de y, nécessairement puisque 0 n’est pas dans la
frontiere du domaine R x €, a est une valeur infinie. Comme a est a gauche du domaine I, a = —oo.

5-  Soit y une solution maximale de (£) ayant 0 pour valeur d’adhérence en la borne gauche de son
intervalle. On vient de voir que cette borne est alors —oco. Supposons que ¢g(0) # 0. Alors d’apres les
hypotheses g ne s’annule pas sur le compact . Il existe alors une composante de g, disons g; pour fixer les
idées, qui ne s’annule pas sur €2, et donc il existe § > 0 tel que pour tout y € €, gi1(y) > & > 0 (on peut

supposer que g; est par exemple positive, puisqu’elle ne s’annule pas). Soit alors tg € [ et « € I, < tp. On a
to to

(o) = mla) = [ viw) du= [ gr(u(w) du > 3(ta - a). Or ya(to) - 1a() — a(to) quand @ — ~oo et

[e3%

«
d(to — a) — oo quand a@ — —oo. L’hypothese g(0) # 0 est donc absurde.
6- Si y possede 0 et w comme valeurs d’adhérence en —oco et si w # 0, il existe a; > B1 > ag > G > -+
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deux suites tendant vers —oo telles que ||y(an) — y(Bn)| > |lw||/2. Comme la longueur de la trajectoire de
y entre ay et —oo est plus grande que celle de la trajectoire de y entre oy et oy, qui est > n.||w||/2, cette

longueur est infinie. Remarquons que (g(y(t))|g(y(t))) = (g(y(t))|y’(t)) = DPyuy(y'(t)) = (Poy)'(t). On

o de = [ llatwie] de =

(03

en déduit que la longueur ¢(y) de y entre ¢y et o, a > tp, est l(y) = /

to to to

law @I lawenl dt = [ (swe)lotwen)/latwe)l de = [P oy @/lawe)l de < ¢ [P

W&/ IPyO) dt. o o
D’autre part puisque (P o y)'(t) = (g(y(t))lg(y(t))) > 0, t — (P oy)(t) est croissante, et comme

P(y(t)) — P(0) quand t — 0, et que l'on peut supposer, quitte a considérer P — P(0), que P(0) = 0, on
a P(y(t)) > 0. On en déduit que :

C

1—v

[ (o) de= 15 (Plo) — Ply(@),

1—v

U(y) <

cette quantité étant bornée lorsque o — —o0, il en est de méme de £(y). On en conclut que, sous ’hypoyhese
(*), 0 est la seule valeur d’adhérence de y.

7- Ici gr_c’zdP(yhm) = (2y1,2y2) et pour réaliser (x), on peut choisir v = 1/2, car (y? + y3)'/? <
2||gradPy,, ,.)||- Les solutions de (£) passant en yo = (y{,y9) en to sont y(t) = (y1(t) = yPe2t=t0) ys(t) =
y9e2(t=t0))  Leur trajectoire dans Q (Q = la boule ouverte de rayon 1 de R?, par exemple) sont les droites

Yy? = XyJ et lorigine. Chaque trajectoire non constante adhére & I'origine pour ¢ — —oco et l'origine est,
comme prévu par la question 6, la seule valeur d’adhérence de ces trajectoires en —oo.

trajectoire|de I’application nulle
P J pp

\_/graphe de I’application nulle t

Q

iy T

raphe de y\]

trajectojfe de y = projeté du graphe de y
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ITI- Sujets et corrigés d’examens

Tests

Test 1. — Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et L : Q@ — F' une application linéaire continue.
Montrer que L est C*°. Soit B : E x F' — E une application bilinéaire continue. Calculer D(L o B) 4 ).

Corrigé. On a: Va € E,Yh € E: L(a+ h) — L(a) = L(h). L’application L étant par hypothese linéaire
continue, on en conclut que L est différentiable (p, = 0) et DL, = L. En particulier DL : E — L(E; F)
est D'application qui vaut constamment L, donc est C*°. Ce qui équivaut & dire que L est C*°. Comme
B est bilinéaire continue et L est linéaire continue, L o B est bilinéaire continue, donc C™, et on a:
V(a,b) € Ex F\¥(h,k) € E x F: D(Lo B)(a)(h,k) = L(B(a,k)) + L(B(h,b)).

Test 2. — Soient E,F et G trois espaces vectoriels normés et B : E x F' — G une application
bilinéaire continue. Donner DB, ) (h, k), quels que soient (a,b) et (h,k) € E x F (sans preuve). Soient
Li: EXF:— L(EXF;G)etLy: ExF:— L(E x F;G) définies par:

Li(a,b): ExF — G
(h7k) = Ll(a’vb)(hvk):B(hvb)

Ly(a,b): ExF — G
(E>E) = LQ(a>b)(}_i7E):B(a7E)

Exprimer DB : E x F — L(E X F;G) en fonction de Ly et Lo. En déduire que B est C*™°.

Corrigé. On sait que B est différentiable sur E' x F' et que DB, )(h, k) = B(a, k) + B(h,b). On a
ainsi: DB = L + Ly. Montrons que L; est linéaire continue. La linéarité résulte directement de la linéarité
de B sur son deuxieme facteur. Quel que soit (a,b) € E x F, quel que soit (h,k) € F x F, on a de plus:
|[L1(a,b)(h, k)[| = [|B(h,b)|| < [|BI|.||Al].||b]|(par continuité de B)< [|Bl|.||(a,b)||.||(h, k)||, ce qui prouve que
Li(a,b) est bien continue et ||Ly(a,b)|| < ||B||-||(a,b)||, donc que L; est continue (et ||L1|| < ||B||). De méme
Lo est linéaire continue. B est somme de deux applications C*°, donc est bien C™.

Test 3. — Soient f: I CR — F, et a € I. Montrer que f est différentiable en a si et seulement si f est
dérivable en a et donner le lien entre dérivée et différentielle. Montrer que f' est continue ssi Df : I — L(R; F)

est continue (f est alors par définition C').

Corrigé. f est dérivable en a ssi le rapport (f(z) — f(a))/(z — a) admet une limite (alors notée f'(a))
quand z — a. Ce qui équivaut a dire qu’existe p, de limite nulle en a, telle que Vo € I, f(z) — f(a) =
(z —a)f'(a) + |x — a|pa(x), c’est-a-dire que la dérivabilité de f en a équivaut a la différentiabilité de f en a,
puisque i — f’(a).h est linéaire continue. On a aussi prouvé que D f,)(h) = f'(a).h. Soit ® : R — L(R;R)
définie par ®(a)(h) = a.h. ® est linéaire et continue (puisque dim(R) < 00), donc C*°. Comme Df = ® o f/,
si f’ est continue, Df aussi. Réciproquement, Soit ¥ : L(R;R) — R définie par ¥(L) = L(1). ¥ est linéaire
continue, donc C*, et f' = Wo Df. Donc si Df est continue, f’ est aussi continue.

Test 4. — Soient E et F' deux evn et € € E un vecteur fixé. Montrer que I’application

Ue: L(E}F) — F
Lo We(l) = L(@)

est C*°. En déduire que si f : Q C E — F est C', la dérivée directionnelle de f suivant €, Def : Q 5 & —
Dzf) € F est continue.

L(&)|| < ||L||-||é]], puisque L est linéaire continue. Ce qui prouve

Corrigé. U, est linéaire et ||Wz(L)|| < ||
z est done C*°. Or Dgf = Wzo0 Df, donc si Df est continue, Dzf

que ¥z est continue (et ||| < ||€]]). T
aussi.
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Probleme - Géométrie du graphe d’une application différentiable.

Soit E un espace vectoriel normé réel, 2 un ouvert de E, a € Q et f :  —— R une fonction
continue. On note F' = E x R, on munit F de la norme ||(z,t)|| = max({||z||g,|t|}). Enfin on note
I'={(y,t) e 2 xR; t = f(y)}. Dans tout le probléme on aura intérét & illustrer les différentes questions par
des dessins.

1- Montrer que ¢ : u 3 @ — p(u) = (u, f(u)) € T' est un homéomorphisme (2 et I' étant munis des
topologies induites par celles de E et F' respectivement).

Dans la suite, on suppose f différentiable en a.
2.a~ Montrer que le graphe T dans F' de ’application:

L : F — F
h — L(h) = f(a) + Df)(h—a)

est un hyperplan affine passant par (a, f(a)). Clest-d-dire qu’il existe un hyperplan H C F tel que
T = (a, f(a)) + H. Donner l'une des formes linéaires 8 dont H est le noyau. Montrer que 6 est continue. 7'
est appelé le plan tangent a4 I" en (a, f(a)).

2.b- Dans le cas ot E = R?, donner I’équation de T dans R? & I’aide de Dz, f(a) et Dz, f(a)-
2.c- On note A = (a, f(a)), M = (u, f(u)) et P = (u, L(u)), pour tout u € Q.

Montrer que:
im HPWH = lim HPWH =0, lim ||ﬁ|| =1 (1)
atu—a ||ADM||  atu—a ||AP|| aru—a || AM||

2.d- Soit b un vecteur de F n’appartenant pas a H. Montrer que ’on obtient des propositions vraies en
remplagant dans (1) le point P par la projection @ de M sur T parallelement & b. (On comparera ||PM|| a
||QM|| en utilisant ).

C. étant 'ensemble des points M de F' vérifiant: ||QM || < e||m||, pour € > 0 donné, montrer que quel
que soit € > 0, il existe 7 > 0 tel que I' N B(A,r.) C Ce (c’est-a-dire que C. est un voisinage de A).

3.a- I étant un intervalle ouvert de R et ¢y un point de I, on considere la branche de courbe paramétrée
de F' définie par une application continue v : ¢t 3 I —— ~(t) € T, vérifiant y(t) = A.

Indiquer comment, grace a ¢, on peut obtenir toutes les applications .

Montrer que parmi ces applications - il en est qui sont dérivables en tg et qui vérifient 7/ (¢g) # 0.

Montrer que dans ce cas v'(tg) € T. (Ceci montre que la branche de courbe v qui est tracée sur I' et passe
par A admet une tangente en ce point qui est incluse dans 7'.)

3.b- Montrer que tout vecteur ¥ € H définit la tangente en A & une courbe paramétrée sur I', passant par

A.

3.c- On considére un ensemble E inclus dans T tel que A soit un point non isolé de E. On suppose qu’il
existe un vecteur ¢ # 0 de F' et une fonction A : E'\ {A} — R vérifiant:

lim  AM)AM =7,
E\{A}5M—A

ce qui traduit que la droite AM admet, quand M tend vers A sur E, une position limite D de direction ¥,
c’est-a-dire que E admet, dans un sens trés général, D comme tangente en A.
Montrer que v € H, c’est-a-dire que D est incluse dans 7.
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Exercices et Problémes - Année 2000-2001

Licence de Mathématiques Année 2000-2001
Université de Nice-Sophia Antipolis

Calcul différentiel

Examen partiel du 29 novembre 2000

Durée: 2 heures

Aucun document ni instrument de calcul n’est autorisé.

On accordera une attention particuliére a la qualité de la rédaction. Celle-ci devra étre concise mais
précise.

Probleme I. — Soient E, F et G trois espaces vectoriels normés (non nécessairement de dimension
finie), Q@ C E un ouvert de E, et considérons B : F' x F — G une application bilinéaire continue et f : Q@ — F,
g: Q — F deux applications C? sur Q, p > 1.

Posons:

Im: Q@ - G
. — Ilz)=B(f(x) g(x))

1. — Montrer que II est de classe p sur 2.

2 . — Calculer, pour tout z € Q et tout he E, DH@)(i_i).

On suppose désormais que p > 2.

3 . — Exprimer DIT: Q — L(F;G) a l'aide, entre autres, des applications suivantes:

Bi: FXL(E;F) — L(F;G)
(va) - Bl(va) : @ - .
h — B(y,L(h))

(f,Dg): Q@ — FxL(E;F)
r — (f(x)ng(z))

4 . — Montrer que B; : F x L(E; F) — L(E;G) est bilinéaire continue.
5 . — En déduire, pour tout z € Q et tout ﬁ, ke E, DQH(z)(ﬁ)(lZ).

6 . — Retrouver, lorsque E = F' = G = R, a l’aide de la question 5, la formule bien connue:

(f9)"=f"g+2f g+ fg"

Tourner la page s.v.p.
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Probléeme II. — Soit P l'application définie par:

P: R*xR — R
((a,ﬂ),z) - P((a,ﬁ),z) :-T3+/6.’E2+a$+1,

et posons, pour tout a = (o, 8) € R?, pa(z) = P((a,ﬁ),m) =22+ B2 +ar+ 1.

On se propose dans ce probléme, d’étudier les racines du polynéme unitaire de degré trois, p,, en fonction
du paramétre a = («, 3). On rappelle le résultat suivant:

R : laracine x de p,, est racine multiple de p, si et seulement si x est aussi racine de p),.

1 . —L’espace vectoriel R? x R étant muni d’une norme quelconque, montrer que 'application P est
Cc™.

2 . —Montrer que le polynéme p, admet soit une unique racine, soit trois racines (éventuellement
multiples).

3 . —Quel lien existe-t-il entre D2 P, ), la différentielle partielle de P par rapport a la variable x

et p/,(x) ? En déduire que I'ensemble des points (a,z) de R? x R, identifié avec R>, tels que
D3P, ;) n’est pas un isomorphisme linéaire est donné par:

A:{62—3a20etx:%(—6f\/52—304)}

et que (a,7) € AN P~1({0}) si et seulement si z est racine multiple de p,.

4 . —On note Q = {a = (a, ) € R?; 3% < 3a}. Montrer que  est un ouvert de R?.
Soit alors a € Q. Montrer qu'’il existe un réel z tel que p,(x) = 0, et que pour un tel z, il

existe un voisinage ouvert 2, de a dans Q C R2, un voisinage ouvert 2, de x dans R et une
application C*:
p:Q, —Q,

tels que, pour tout (a/,z') € Qy X Qy, por(z') =0 <= 2’ = p(d’).

5. —Soit a € Q. Montrer que si p, possede trois racines x1, s et xs, celles-ci sont distinctes et
qu’il existe un voisinage ouvert €, de a dans Q C R?, trois voisinages ouverts Quy s Qay €6 Qg
respectivement de z1,x2 et x3 dans R, deux a deux disjoints, et trois applications C°°:

01:Qq = Qoys 021 Qo — Doy 031 Qg — Qg

tels que, pour tout (a’,z') € Q4 x Qg (resp. (a/,2') € Qu X Qu,, (a/,2') € Qp X Qyy),
par (@) =0 <=2’ = p1(d) (resp. =’ = pa2(d’), 2’ = @3(a’) ).

6 . —Déduire des deux questions précédentes que le nombre de racines v(a) de p, est localement
constant sur 2 et que v : Q@ — {1,3} € R est différentiable. Calculer Dv(,). En remarquant
que §2 est convexe, prouver que le nombre de racines de p,, pour a € 2 est constant.

7 . —En considérant p,(z) = (22 +x +1)(xz + 1), montrer que pour tout a € Q, p, posséde une seule

racine réelle.
Question subsidiaire. — Considérons O; = {a € R% p, admet une unique racine } et O3 = {a €
R?; p, admet trois racines distinctes }. Montrer que O3 et O; sont deux ouverts de R>.
Montrer que O U O3 est dense dans R? (c’est-a-dire que l'ensemble des parametres a € R? pour lesquels p,
admet une racine multiple est un fermé d’intérieur vide de R?).
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Calcul différentiel - Examen du 25 février 2001
Durée approximative: 1 heure

(1 pt) Question de cours. — Enoncer le théoreme de la moyenne.
Probléme . — Soient f,g: R® — R deux fonctions C'.
(Ipt) 1.— On considere les applications suivantes:
F: R® — R?

(,y,2) — Flr,y,2) = (f(2,9,2),9(z,y,2))

et F: RxR? — R?
(@, (y:2)) — F(z,(y,2)) = Fla,y,2).

Quelle sont les classes de F' et de F?

(1 pt) 2. — Donner les matrices associées & DF(, ) et Dgﬁm,(b’c)).
(I1pt) 3. — Soit M = (a,b,c) € R® tel que F(M) = (0,0) et soit C = F~'({(0,0)}) = f~*({o}) n
g~ ({0}). _
Enoncer le théoreme de la fonction implicite pour F en (a, (b, c)).
— of of 0
(1 pt) 4. — En déduire une condition suffisante (S), sur les vecteurs gradf( ) = (8—£, 8_;;’ 8_];)( )
— dg 0g O
et gradgog = (—g7 —g, —g)(M), pour que C' soit localement en M le graphe d’une
Oz’ Oy’ 0z
application C!,
v: R — R?
v = e(x)=(y,2)
Dans la suite on supposera que la condition (S) est vérifiée.
5 . — On rappelle que l'espace tangent T3> a un ensemble ¥ C R? et en un point M € X est

I'ensemble des droites affines de R® passant par M et obtenues comme limites des droites
passant par M et M,, ot (M,)pen est une suite de ¥ tendant vers M (M, # M).

Remarque: Des que M n’est pas un point isolé de 3, Tp/X contient nécessairement (au
moins) une droite.

(1 pt) 5.a . — Montrer que Tp,C C T f~1({0}) N Targ=1({0}).
(1 pt) 5.b . — On admet que Tprf~1({0}) (resp. Targ~'({0})) est le plan de R® passant par M et

— —

orthogonal & gradfnsy (resp. gradg(ary)-

Montrer que TasC = Tarf~1({0}) N Targ~1({0}).

(Ind. Montrer grace a (S) que (gradf&v[)) N (gradg(LM)) est une droite de R>, et montrer

grace & 4 que M n’est pas un point isolé de C. Utiliser alors la remarque et 5.a.)
(2 pts) Question subsidiaire. — Interpréter géométriquement le théoréme de la fonction implicite pour F

en (a,(b,c)) en montrant que (S) évite a la droite Tp;C une certaine position relativement & la droite
{(z,0,0);z € R}.
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Calcul diftérentiel
Examen du 10 septembre 2001 - Durée: 1h30

Aucun document ni instrument de calcul n’est autorisé. On accordera une attention particuliére a la
qualité de la rédaction. Celle-ci devra étre concise mais précise.

Exercice I

1. — Soit (E,]|| |]) un espace vectoriel normé et B : E x E — R une forme bilinéaire continue.
Montrer que B est différentiable et calculer sa différentielle (On rappelle que lorsque la
norme de E est || ||g, la norme choisie sur E x F est ||(h, k)||gx e = max(||h]|g, | k]| £))-

2. — Comparer les notions de dérivabilité et de différentiabilité pour une fonction F' : R — R
(sans faire de preuve). Lorsque F'(z) et DF(,) existent toutes les deux, donner la relation
qui les lie (toujours sans preuve).

3 . — On suppose maintenant que la norme || || de E est issue d’un produit scalaire, c’est-a-dire

que (E,( | )) est un espace préhilbertien réel et que quel que soit x € E, ||z|| = /(z|z).
Soit alors f: R — E une application différentiable qui ne s’annule pas. Montrer que

F: R - R
t — F@)=|[fOll

est dérivable et calculer sa dérivée.

Exercice 11

1. — Soit f : R®* — R la fonction définie par f(z,y, z) = y> — 422(z — 22). On note X le lieu des
point(z, y, z) de R? tels que f(z,y,z) = 0. Représenter . (ind. On pourra représenter une
courbe de niveau de ¥, donnée par ¥ NIl,,, ou II,, est le plan de R® d’équation z = z,

avec zg > 0, ce qui revient a étudier la fonction y = + ou — 2x/29 — z2. On pourra de plus
représenter la trace de ¥ dans le plan de coordonnées y = 0).

2 . — Montrer grace au théoreme de la fonction implicite que le lieu des points ¥, de ¥ au
voisinage desquels ¥ n’est pas le graphe d’une application ¢ : R? 3 (y,2) — = = ¢(y,2) € R

est inclus dans P, = {(z,y,2) € %; g(az,y,z) = 0}.

3 . — Montrer réciproquement, grace a la représentation de ¥ obtenue a la premiere question,
qu’au voisinage d’'un point de P,, 3 ne peut-étre le graphe d’une application du type
©:R?3 (y,2) — = = p(y, 2) € R. En déduire que ¥, = P,.

4 . — Soit

F: R® — R?
(1’7%2) - F(%yvz):(X:f(%yvz)vY:va:Z)
et (2o, Yo, 20) un point de X\ P,. Montrer qu'il existe un voisinage ouvert O de (zo, yo, 20)

dans R? et un voisinage ouvert Q de F(z0,y0,20) dans R? tels que Fo : O — Q soit un
difféomorphisme de O sur Q, vérifiant F(X N O) = QN {(X,Y,Z) € R*; X = 0}.
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Exercices et Problemes - Année 2001-2002

Calcul différentiel

Examen partiel du 29 novembre 2001 - Durée: 2h

Aucun document ni instrument de calcul n’est autorisé. On accordera une attention particuliere a la
qualité de la rédaction. Celle-ci devra étre concise mais précise.

Exercice I

Soit E = C§(]0;1];R) Tespace vectoriel des applications f : [0;1] — R, dérivables sur [0;1], & dérivée
continue sur [0;1] et telles que f(0) = 0. On note pour tout f € E, ||f||lg = sup |f'(z)|+ sup |f(z)].
z€[0,1] z€]0,1]

Soit F' = C°([0;1]; R) P’espace vectoriel des applications g : [0;1] — R, continues sur [0;1]. On note pour
tout g € I, [[gllr = sup [g(z)].
z€[0,1]
On admettra que (E, || ||g) et (F,|| ||r) sont deux espaces de Banach.

1. —Soit L : E — F Dapplication définie par L(f) = f’. Montrer que L est une application C*
et donner pour tout f,h € E, DL)(h).

2. —Soit B: FxF — F
(u,v) — B(u,v)=wuwv: [0,1] — R
z = (uv)(z) =u(z)v(x).

Montrer que B est une application C* et donner sans preuve DB, .)(h, k), pour tout
u,v,h, k € F.

3. — Déduire des questions précédentes que

p: EF — F
fo= e(f)=f"
est une application C* et calculer, pour tout f,h € E, D5 (h).

4. — Soit ® : E — F lapplication définie par ®(f) = f2 + f. Montrer que ® est une
application C* et calculer D®yy(h), pour tout f,h € E.

. — Soit Q= {f € E; f'(t) # 0, Vt € [0;1]}. Montrer que € est un ouvert de E.

ot

6. — 6.a. Montrer que quel que soit f € 2, D@y : £ — I est bijective.
(ind. On pourra utiliser sans preuve le théoréme suivant:
Théoreme 1: Quels que soient a,b € F, I'équation différentielle linéaire L, p)
K 4+ a.h = b admet une unique solution & dans E.)
6.b. Montrer que D® ;) € Tsom(E; F), en utilisant sans preuve le théoréme suivant:
Théoréme 2: Si E et F sont deux espaces de Banach, et siu € L(E; F) est bijective, alors
u=l e L(F;E).

7. — Soit fo € Qet go = ®(fo) = fi2 + fo € F. Montrer, grace au theéoreme d’inversion locale,
qu’existent {1, un voisinage ouvert de go dans F' et Qy, un voisinage ouvert de fy dans E,
tels que pour tout g € €, I'équation différentielle £, : f?+ f =g admette une unique
solution f € Qy,.
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Exercice 11

. — Soit f: R® — R la fonction définic par f(z,y,2) = 2yz — 3 + 3xz2.

On note ¥ le lieu des points (z,y,z) de R? tels que f(z,y, z) = 0.

Pour une constante zg € R, représenter XNII,, ou 1., est le plan de R® d’équation z = z.
En déduire ’allure de 3.

Montrer que X,29 = {(z,y,2) € 3; z # 0} est le graphe d’une application C*,
oy Q3 (z,2) — y = py(zr,2) € R, , ot  est Pouvert de R? rapporté aux
coordonnées z, z et défini par Q = {!(x, z); z # 0}.

0
On note P, = {(z,y,2) € %; —f(z,y, z) = 0}. Montrer grace au théoréme de la fonction
implicite que le lieu des points X, de ¥ au voisinage desquels X n’est pas le graphe d’une
application ¢, : R? 5 (y,2) — = = ¢, (y,2) € R est inclus dans P, (ou encore que si
A € ¥ n’est pas dans P, ¥ est localement en A le graphe d’une application du type ¢,).

Montrer réciproquement, grace a la représentation de ¥ obtenue a la premiére question,
qu’au voisinage d’'un point de P,, 3 ne peut-étre le graphe d’une application du type
0z R 3 (y,2) = & = @.(y, 2) € R. En déduire que ¥, = P,.
Soit
F: R® — R?
(@,9,2) — Fry,2) =X = [f(z,9,2),Y =y,Z =2)
et (2o, Yo, 20) un point de X\ P,. Montrer qu’il existe un voisinage ouvert O de (z, yo, 20)

dans R? et un voisinage ouvert € de F(x0,y0,20) dans R? tels que Fo : O — Q soit un
difféomorphisme de O sur Q, vérifiant F(XN0O) = QN {(X,Y,Z) € R*; X = 0}.
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Calcul différentiel - Examen du 24 janvier 2002

Durée approximative: 1h45

Aucun document ni instrument de calcul n’est autorisé.

(2 pt) Question de cours. — Enoncer le théoréme de Schwarz.

Probléme . — Le but de ce probleme est de prouver le théoréme fondamental de 1’algebre:
“Tout polynéme complexe non constant admet une racine”.
I. — Nous noterons classiquement, pour tout nombre complexe h = u + iv, |h| = vVu? 4+ v? le module de
h, et Re[h] = u, Im[h] = v, respectivement les parties réelle et imaginaire de h.

Soit f : C — C une application C-dérivable sur C tout entier, c¢’est-a-dire (par définition) telle que pour
tout z € C existent un nombre complexe, noté f'(z), et une fonction € : C — C de limite nulle en 0, tels que:

VheC, f(z+h)— f(z)=f(z) -h+]|h|-e(h). (%)
On note f: R? — R? lapplication définie par:

Ve=a+iyeC, [f(z,y)= (p(x,y) = Re[f(2)],q(x,y) = Im[f(2)]) € B®.

(I pt) 1.— Rappelez la définition de la différentiabilité de fen (z,y) € R

(2pt) 2. — En prenant les parties réelles et imaginaires des deux membres de (*), montrer que la
C-différentiabilité de f en z = x + iy € C implique la différentiabilité de f en (z,y), et que
de plus: o o
/4 P
oole) = Relf (), L (e) = [ (2]
dq Jq
o) =Dl (), e = Rel ()]
(2 pt) 3. — DéduiredeI.2 quel’ensemble SF: {(z,y) € ]R2; Df(w,y) n’est pas inversible} est ensemble

{(z,y) e R% f'(x +iy) = 0}.
II. — On suppose & partir de maintenant que f est un polyndéme non constant de C[z].

(2pt) 1. — Montrer (grace a la question précédente) que S}v et A}v = N(S};) sont des ensembles finis

de R%. En déduire que Q = R?\ A}' est un ouvert connexe de R?.

(3 pt) 2. — Montrer que fest Cl. SoitueR%*et v = f(u) Montrer que si v € €2, il existe un voisinage
O, de u dans R2, un voisinage O, de v dans R?, tels que quel que soit ¢ € Oy, I'équation
t = f(s) admet une unique solution s dans @,. En déduire que QN f(R?) est ouvert.

p . — Soit maintenant v € 2, mais contrairement a la question précédente, on suppose que v n’a
3 pt 3 Soit int t Q~ i trai tal ti écédent ’
pas d’antécédent par f. Le but de cette question est de prouver que les ¢ dans un voisinage

de v, n’ont pas non plus d’antécédent par f; c¢’est-a-dire que Q '\ f(R2) est ouvert.
On raisonne par absurde: supposons qu’existe une suite (v, )nen de R? de limite v, et que

v = f(un)-

3.a. — Montrer que nécessairement lim |u,| = 400 (ind. Si tel n’est pas le cas,
n—oo

extraire de (uy)nen une sous-suite convergeant vers u € R? et remarquer que f(u) = v.)

3.b. — Déduire de lim |u,| = +oo que lim |v, = f(uy)| = 4o0.
n—o0 n—oo

(2 pt) 4. — Montrer a I'aide des questions II.1, I1.2 et I1.3 que: ~
- soit tout élément de Q possede (au moins) un antécédent par f,
- soit tout élément de €2 ne possede pas d’antécédent par f.

(2 pt) 5. — Notons que les points de A?: f(S}v) ont par définition des antécédents par f.

Montrer que f(RQ) # A}v. Déduire de la question précédente que f est surjectif.
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(1 pt) 6. — Conclure en montrant que f posséde (au moins) une racine.

(2 pt) Question subsidiaire. — Montrer qu’en réalité, quel que soitv € Q, le nombre d’antécédents
de v par f est constant.
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Licence de Mathématiques
Université de Nice-Sophia Antipolis Année 2002-2003

Calcul différentiel - Examen partiel du 21 novembre 2002

Durée : 2 heures

Aucun document ni instrument de calcul n’est autorisé.

On accordera une attention particuliere a la qualité de la rédaction qui devra étre concise et précise.

Questions de cours. — Soient E,F deux R-espaces vectoriels normés, €2, U deux ouverts non vides
respectivement de E et F.

(I pt) 1. — On suppose dans cette question que dim(F) < co. Relier les trois propositions suivantes par les symboles
= et #= (Uécriture A #= B signifie “des contre-exemples montrent que A n’implique pas B”) :
A :L’application f : Q2 — F est différentiable sur (2.
B :L’application f : @ — F admet des dérivées directionnelles Dy, f(,) en tous les points = de €,

suivant tous les vecteurs i de E, et h — D5, f(«) est linéaire et continue, quel que soit x € Q.

0
C :Une base B de E étant choisie, 'application f : Q — F' admet des dérivées partielles a—f(x) en
L
0
tous les points x de 2, suivant toutes les coordonnées x; et les dérivées partielles z — a—f(x)
L

sont continues sur €.

(I pt) 2. — Donner la définition d’un difféomorphisme f de £ sur U.

Soit f : Q — U un difféomorphisme. On suppose que f est CF sur Q (k € N\ {0}). L’application f=! : U —  est-elle
ch 2
(1pt) 3. — Enoncer le théoréme de la moyenne.

Les exercices I et II sont indépendants

Exercice I . — Soit E Pespace vectoriel C°([0,1];R) des fonctions continues sur [0,1]. On munit E

de la norme ||f|lcc = sup |f(t)|- On note, Vf,g € E, f-g : [0,1] — R la fonction définie par : V¢t € [0,1],
te(0,1]

(f-9)(@) = f(t) - g(t).
(3 pts) 1. —On considere les applications B, A et b définies de la fagon suivante :

B: ExFE — FE A: FE —- ExFE
(f,9) — B(f,g9)=f-g o= Af)=(1)

Montrer que B et A sont C™ (la norme de E x E est : V(f,9) € E x E,|(f,9)llexe =
max (|| flloo; ll¢lloo))-

(2 pts) 2. —Soit b Papplication définie par :
b: FE — FE

fo=ef)=r°

Exprimer b & l'aide de B et A. Montrer que b est C* puis calculer quel que soit f € E, quel que
soit h € E, Db(f)(h)

Soit g :[0,1] — [0,1] un élément de E que I’on considére fixée dans la suite.
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(2 pts) 3. —On définit :

L: F —- FE
[ L(f)="foy
Montrer que 'application L est C*°.
(3 pts) 4. —Soit 8: E x E — E une application bilinéaire continue. On considére application suivante :
. F — FE

o= B(fog, f?).

Exprimer ® en fonction de 3, L et b.
Montrer que ® est C* et calculer, quel que soit f € E, quel que soit h € E, D®s)(h).

A partir de maintenant on suppose que 3 = B.
(5 pts) 5. —Soit ¥ et ¢ les applications définies par :

v: EF — L(E;E)
fo= v(): E
h

—
—

Y(HI(h) =2.h(fog)+ (hog).f

p: EXL(E;E)
(f,0)

L(E;E)
o(f,0): E — E
h = [o(f, Ol(h) = f.l(R)

N
(d
Montrer que ¥ et ¢ sont deux applications C*.

Montrer que D® = ¢ o (Idg, ).
En déduire, quel que soit f € E, quel que soit h,k € E, D?® 4 (h, k).

Exercice II. — Soient n € N\ {0}, Q un ouvert de R" et a9 = a,a1,---,a, = b, un nombre fini de points
de Q tels que les segments [a;,a;j41] solent inclus dans €, quel que soit j € {0,---,p — 1}. On dit que la courbe
p—1
la,aq,---,b) de Q constituée des segments [aj, aj+1], 7 € {0,---,p — 1}, ie L(ag, a1, -+, ap) = U [aj,a;41], est une
j=0
p—1
ligne brisée de Q joignant a et b. On fixe une norme || || sur R" et on note |¢(a,a1,---,b)| = Z laj+1 — a;l], la
§=0
longueur de la ligne brisée £(ag, a1, -+, ap).
(2 pts) 1. —Soita € Q. On note C, 'ensemble des points de © qui peuvent étre joints & a par une ligne brisée.

Autrement dit C, est la classe d’équivalence de a par la relation d’équivalence R suivante :
Vz,y € Q, x R y <= il existe une ligne brisée joignant x et y.
Montrer que C, est un ouvert de €).

pts . —oolent a € et a,p € Cq4. n note d(a, = mt(Ly3), ou Ly g C es ensemble des

2 pt 2 Soient Qetapf el O te d(a, 3 inf(Lq,g u Lo g Ry est I’ ble d
longueurs des ligne brisées de C, joignant a et 3. Soit F' un espace vectoriel normé et f: Q — F
une application différentiable sur Q2. Montrer grace au théoreme de la moyenne que :

1£(8) = f(@)|r < Sup IDfie)lcniry - da, B).
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Calcul différentiel - Examen du 6 février 2003
Durée : 4 heures

Aucun document ni instrument de calcul n’est autorisé.

On accordera une attention particuliere a la qualité de la rédaction qui devra étre concise et précise.

Questions de cours.
(1pt) 1. —Enoncer le théoréme de la moyenne.
Ipt) 2. —Enoncer le théoréme d’inversion locale et le théoreme d’inversion globale.

(Ipt) 3. —Enoncer le théoreme de Cauchy-Lipschitz.

Exercice I . — Soit E I’espace vectoriel CY([0,1];R) des fonctions continues sur Pintervalle [0,1]. On munit
E dela norme ||f|looc = sup |f(¢)|. On admettra que (E, || ||) est un espace complet. On note, pour n € N, f € E,
t€[0,1]

f™:[0,1] — R la fonction définie par : V¢t € [0,1], f*(t) = f(t)--- f(t) (le produit de f(t) avec lui-méme n fois). On
convient que f° est la fonction de E qui vaut constamment 1.

(Ipt) 1. —Soitn € N et soit II,, Papplication définie par :

IL,, : E"

— FE
(f17"'>fn) = I

n(flv"'>fn) :flfn
Dire (sans preuve) pourquoi II,, est C*° et donner (sans calcul) sa différentielle.
(I pt) 2. —Soitn €N, on considere les applications F;, et G,, définies de la facon suivante :
F,: F — FE G,: E — FE
f = FE,(f)=sinof™ f = Gup(f)=cosof™
Montrer que F,, et G,, sont différentiables et calculer leur différentielle.
(1 pt) 3. —Soit ® application définie par :
N
— &(f): E — E
h — @
Montrer que ® est C*°.

(I pt) 4. —Exprimer les différentielles DF,, : E — L(E; E) et DG, : E — L(E; E) de F, et G,, en fonction
de @, IL,,, G, et F,.
En déduire que F,, et G,, sont C*°.

ot

(1 pt) . —Soit Z a,r™ une série entiere de rayon de convergence R > 0, et soit Bg la boule ouverte de E

neN
de centre 0 et de rayon R.
Montrer que quel que soit € R, |sin(z)| < |z|.
En déduire que quel que soit f € Bg, la somme Z anFy,(f) définit une fonction S(f) de E.
neN

(I pt) 6. —Soit n € Net soit f € E, majorer ||DF,s|. En déduire que S : E — E est C', et donner, pour
feE, DS(f).
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Probleme
Les parties I et II sont liées mais indépendantes.

Partie I . — Soit f : R? — R l'application définie par : Vz,y € R, flx,y) = y® + 222y — 2%. On note V le
sous-ensemble de R? défini par : V = {(z,y) € R?; f(z,y) = 0}.

(1 pt) 1. —En posant z = 22, montrer que (x,y) € V équivaut & z = y(1 + /T + y).
En déduire que {(z,y) € V;z > 0} et {(z,y) € V;2 < 0} sont respectivement les graphes de deux
applications continues

va : [07+OO[

—
Yy = x

Ry P [0,400] — R_
=91 (y) y — z=9_(y),

C sur ]0, +-00[. Montrer que les dérivées ¢/, et )" de 11 et ¢p_ vérifient : 11%14r Yl (y) = 400 et
y—)
lim,, 0+ ¥’ (y) = —oo.

(I pt) 2. —Montrer que ¢4 (0) =_(0) =0 et 111_1'_1 P_(y) = —o0, liI_'r_l P4 (y) = +oo.
y——+o0 y——+o0

En déduire que quel que soit z € R, il existe y, € R, tel que (z,y,) € V.
Montrer que ¥_ et ¥4 sont strictement croissantes. En déduire que y, est unique.

On note alors ¢ 'application R 3 z +— y, € Ry.

Montrer que ¢4t : Ry 3 2 — y, € Ry est bijective, d’inverse ¢4, et ¢o_ : R_ 3> o — y, € R} est
bijective, d’inverse 1_.

(Ipt) 3. —-Soit z € R\ {0} et y, = ¢(x) € R défini par la question précédente. Montrer qu’il existe un
voisinage ouvert I, de x dans R\ {0}, un voisinage ouvert I, de y, dans R\ {0}, tels que :
o1, Iz — Iy, soit C*°.
En déduire que ¢ est une application C* sur R\ {0}, et déduire de la question 1 que lir% o' (z) =0.
xr—

(I pt) 4. —En appliquant le théoréeme des accroissements finis & ¢ entre 0 et © € R\ {0} et & l'aide de la
question précédente, montrer que ¢ est dérivable en 0, et que ¢'(0) = 0.
En déduire que V est le graphe d’une application ct, p:Roz—yeR+.

(I pt) 5. —Le théoreme de la fonction implicite assure-t-il que V est localement en 0 le graphe d’une
application C', R 3 2 — y € R, 7 Commentez.

Partie IT . — Soient F' € R[a,b,9] le polyndéme de trois variables défini par : F(a,b,y) = y> + ay + b et
H = {(a,b,y) € R F(a,b,y) = 0}. On note F, ; le polynome de R[y] défini par : F,,(y) = F(a,b,y) = y* + ay +b.
On note ]R%a’b) et Ry les sous-espaces de R® rapportés respectivement aux coordonnées (a,b) et y.

Rappel : yg est racine multiple du polynéme P € R[y] si et seulement si P(yg) = P’(yo)=0

(1pt) 1. —Soit (a,b) € R%. En considérant que F, est de degré 3, montrer que Fy; possede soit 1 racine,
soit 3 racines (éventuellement multiples).

2 . —On note ¥ = {(a,b,y) € R?; Fy(y) =0}, et A ={(a,b) € R?; F, , possede une racine multiple}.
Montrer que yo est une racine multiple de F, ; si et seulement si (a,b,y0) € H N Y. En déduire
que A est la projection de H N'Y sur R%a,b)'

(I pt) 3. —Montrer que A = {(a,b) € R?a’b); b=2(—a/3)*?}U{(a,b) € R?a,b); b=—2(—a/3)%/?}.
Représenter A dans Rfmb). Quel est le nombre de composantes connexes de R%a,b) \A?

(Ipt) 4. -—Soit (a,b) € R?a,b) tel que F,; possede trois racines distinctes yi,y2,y3. Noter qu’alors par la

question 2, (a,b) € A.
Montrer qu’il existe un voisinage ouvert €, ; de (a,b) dans ]R%a’b) \ A, trois voisinages ouverts
disjoints Iy, , I,, I, respectivement de y1,y2,ys dans Ry et trois applications C*°, @1 : Q) —
I, 00 0 Quapy — Io,03 @ Qapy — I3, tels que : H N (Qgpy X Ii) soit le graphe de ¢, pour
¥ (a,b) 2 (a,b) q (a,b) grap ks P

k=1,2,3.
En déduire que pour tout (a, ) € Qa,p), Fa,3 possede trois racines distinctes.

5 . —Soit (a,b) € R%mb) tel que Fyp possede une unique racine yo. Noter qu’alors par la question 2,

(a,b) & A.
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5.a . —Montrer qu’il existe un voisinage ouvert U, de (a,b) dans R%a,b) \ A, un voisinage ouvert I, de
yo dans R, et une application C™, g : U(ap)y — lo, tels que : H N (Uqp) X lo) soit le graphe
de o (ie que pour tout (o, 3) € U(a ), wola, B) est une racine de Fy g).

5.b. —Puisque par la question précédente, pour tout (a, 3) € Uap, ¢(o, §) est racine de Fy, g, on écrit
Fos(y) = (y — pola, 3))(y? + By + C). Montrer que B et C sont des fonctions continues B(a, ()
et C(a, B) de (a, (), ainsi que le discriminant de (y2 + By + C).
En déduire que pour («, ) suffisament proche de (a,b), F(q,3) posséde une unique racine.

6 . —Soit v : R%a,,b) — N, Iapplication qui associe & chaque (a, b) le nombre de racines de Fj .
Déduire de 4 et 5.0 que v est localement constante sur ]R%a’b) \ A, et donc constante sur chaque
composante connexe de R?a,b) \ A.

7 . —Soit v : R — Rf, ;) I'arc défini par : v(z) = (a = 22%,b = —a*). Cet arc rencontre-t-il A ?
En déduire que y(R) \ {0} est contenu dans une composante connexe K de R%M) \ A.
Montrer que sur la composante connexe K de R?a,b) \ A, v vaut constamment 1.

Retrouver que l'ensemble V' de la partie I est le graphe d’une application R\ {0} > z — y € R,
Cc™.
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Calcul différentiel - Examen du 4 septembre 2003

Durée : 4 heures

Aucun document ni instrument de calcul n’est autorisé.

On accordera une attention particuliere a la qualité de la rédaction qui devra étre concise et précise.

Questions de cours.
(1pt) 1. —Enoncer le théoréme de la moyenne.
(1pt) 2. —Enoncer le théoréme d’inversion locale et le théoréme d’inversion globale.

(1pt) 3. —Enoncer le théoréme de Cauchy-Lipschitz.

Exercice I . — Soit E l'espace vectoriel CY([0,1];R) des fonctions continues sur Pintervalle [0,1]. On munit
E de la norme ||f||cc = sup |f(¢)]-
te[0,1]

Soit ¢ : R — R une application C*. On considére :

¢: F — FE
[ = pof

I.1- Le but de cette partie est montrer que ® est différentiable.

(1 pt) I.1.a- Soient y et k deux réels et g : R — R la fonction définie par g(t) = p(y + tk) — p(y) — t.k.'(y). Montrer
qu'il existe € € [y, y + k] tel que :

9(1) = g(0) = oy + k) — o(y) — ko' (y) = k.(¢'(§) — ' (y)) (%)

(0,5 pt) I.1.b- Soient f et h dans E et = € [0,1]. Montrer & I'aide de (%) qu’il existe &, € [f(z), f(z) + h(x)] tel que :
O(f + h)(@) — (f)(x) — h(z)-¢'(f(2)) = h(@).(¢' (&) — ¢ (f(2))) (%)
On fixe f € E et on suppose dorénavant que ||h| < 1.
(0,5 pt) I.1.c- Montrer qu’il existe un intervalle fermé et borné I(= Iy) tel que :
Ve €[0,1], f(z)elet f(x)+h(z)el

(1 pt) I.1.d- On rappelle qu’une fonction 1 continue sur un intervalle fermé et borné I est uniformément continue sur
1, c’est-a-~dire que :

Ve >0, ilexisten>0telque: Vy, €1, |ly—& <n= v —v({)| <e
Soit € > 0. Montrer, grace a (x*), qu'il existe n €]0, 1] tel que :
Bl <n==®(f +h) = (f) = h.¢' o fI| < [[].€

(1 pt) I.1.e- En déduire que ® est différentiable et donner D® ).

1.2- Le but de cette partie est de montrer que si ¢ est CP, pour p un entier > 1, alors @ est aussi CP.

(1 pt) I.2.a- Soit u € E. Montrer que 'application :

E

L(u): FE
h u.h

—
—
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est un élément de L(FE; E). Puis que Papplication :

est une application C*.
(0,5 pt) 1.2.b- Exprimer D® & 'aide de L et @, o ® est 'application suivante :

. E - E
f = ¢of

(2 pts) I.2.c- En utilisant la continuité uniforme de ¢’ sur un intervalle fermé borné, montrer que ® est continue. En
déduire que :
p est Ct = & est CL.

Montrer alors par récurrence sur p que la proposition suivante est vraie :
p est CP = @ est CP.

Exercice IT . — Soit E I'espace vectoriel C°([0,1];R) des fonctions continues sur Iintervalle [0, 1]. On munit
E de la norme || f|loc = sup |f(t)|.
tef0,1]

(1 pt) I1.1- Soit n € N. On considere I'application A,, : £ — R, définie par : Vf € E, A, (f) = f(0) 4+n?. Montrer que
cette application est C™.

(0,5 pt) I1.2- Montrer que Q = {f € E;Vp € N, f(0) + p% # 0} est un ouvert de E.

(1 pt) I1.3- Soit n € N. On considere :
on: 2 — R
1
S (O
Montrer que ¢, est C* et quels que soient f € Q,h € E calculer Dy, s (h).
(1 pt) I1.4- Montrer que quel que soit f € €, la série numérique Z ©n(f) converge vers un réel o(f).
neN
(1 pt) II.5- Montrer que I'application :
p: 2 — R
foe o) = enlf)
neN

définie par la question précédente est différentiable.

(0,5 pt) 11.6- Soit k € N*. Montrer que, quel que soit a € R, I’'application suivante :

Lk(a): Ex---xE — R
(h1, -, hk) +— a.h1(0)---ht(0)

est k-linéaire continue.

(1 pt) I1.7- On considere les applications suivantes :
c,: R — R Ly: R — L(E,---,E;R)
z = (=1)FElpht! a +— Lg(a)

Montrer que Ly est une application linéaire continue et, par récurrence sur k, que quel que soit £ > 1 et n € N,

Dk(pn :LkOCkOSOn-

(1 pt) I1.8- Montrer, grace & la question précédente, que ¢ est une application C*™ et que quels que soient k& > 1,
feQ hy,--- hy € E:

DFogy(hy, -+ hy) = (fl)kk![z W](hl(o) - hi(0)).
neN
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Exercice III . — Soit f l'application définie de la fagon suivante :

f: R® — R2?
(z,y,z) = (.’E2+y2+2271,2+y2*1)

et T = f~1({0g2}).

(1 pt) II1.1- On note Hy = {(x,y,2) € R% 22 + 4?2 + 22 —1 =0} et Ha = {(z,4,2) € R*; 2+ 4> — 1 = 0}. Représenter
Hq et Hs.
(1 pt) II1.2- On note P = (0,0,1), @ = (0,1,0) et R = (0,—1,0). Montrer qu’au voisinage de tous les points (a, b, c)

de '\ {P,Q, R}, T est le graphe d’une application C*° du type :

p: Qy — Q.
y o= pey) = (2y),2(y))

ol Q, est un voisinage de b dans O, = {0} x R x {0} et ol §, . est un voisinage de (a,c) dans O, . = R x {0} x R.
(4 pts) ITI.3- Montrer que la projection de I' sur Oy, = R x R x {0} est I'ensemble :

Fz,y = {(.T,y) € Oz,y§~r2 - y2 + y4 = O}>

et que la projection de I' sur O, , est I’ensemble :
T, ={(z,2) € Oy ;2% — 2+ 2% =0}

Apres avoir fait I'étude des fonctions y —+ \/y2 — y* et x +—+ Vz — 22, tracer I'y , et T'y .

Tracer enfin I'. Au voisinage de @ et de R, I est-il le graphe d’une application du type de 'application ¢ de la
question 2 7

(1 pt) II1.4- Montrer qu’au voisinage de @Q et de R, T" est le graphe d’une application C* du type :

v: QO — Oy,
= Pr) = (y(2), 2(y))

ol §, est un voisinage de a dans O, =R x {0}{0}x et ol Q, . est un voisinage de (b,c) dans O, . = {0} x R x R.
Au voisinage de P, T est-il le graphe d’une application du type de lapplication ¢, ¥ ou £ : z +— (x(2),y(z)) ?

(0,5 pt) II1.5- Donner I’équation de la droite tangente & I' en un point (a,b,c) # P.
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Calcul différentiel - Examen partiel du 19 novembre 2003

Durée : 2 heures

Questions de cours. — Soient E et F' deux R-espaces vectoriels normés, €2 et U deux ouverts non vides

respectivement de E et F'.

1.

— Relier deux a deux les trois propositions suivantes par les symboles = et 7= (I’écriture A 7= B signifie

“des contre-exemples montrent que A n’implique pas B”) :

A :L’application f : Q — F est différentiable sur 2.
B :L’application f : ) — F est la restriction a Q0 d’une application linéaire et continue.

C :L’application Df : Q — L(E; F) existe et est la restriction & 2 d’une application linéaire et continue.

2. — Enoncer le théoreme de Schwarz.
Probléme . — Si on le souhaite, dans la partie II on pourra admettre le résultat de la partie I.
Partie I . — Soient £ un espace vectoriel normé, ) un ouvert non vide de E, J un intervalle ouvert non

vide de R contenant I = [0,1], et f : J x @ — R une application C'. A z fixé dans 2, on considere la quantité

o(z

)= / f(t,z) dt, qui a un sens puisque I 3t +— f(t,x) € R est continue.
[0,1]

Le but de cette partie est de montrer que ’application :

¢: Q@ — R
v @)= [ ) d

[0,1]

est différentiable et que quel que soit x € Q, qu(z)(}_i) = / Dft,2)(Og, h) dt.
[0,1]

I-1. — Montrer que quel que soit ¢ € I, ’application :

-

ho— i(h)

—

i: B — RxFE
:(Oleh)

est C*° (Iespace vectoriel R x E étant classiquement muni de la norme [|(¢,2)||rxz = max{|t|, ||| g})-

Dans la suite de la partie I, z(y désigne un élément de (.

I-2. — Montrer que ’application :
L: E - R _ =
h = L(h) = Df(t,wg)(olRa h)
est C* et calculer DL(@(E), pour (¢,k) € Ex E.
I-3. — Montrer que Uensemble Q,, = {h € E;zo 4+ h € Q} est un ouvert de E contenant 0.

(indication : on pourra considérer 'application iy, : E > h— To + he E)

I-4. — Montrer que I'application :

M: Qp — R

-

h — M(h) = f(t,zo + h)
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est C* et calculer D]\/[@(E), pour (£,k) € Q,, x E.

(3 pts) I-5. — Montrer que l'application :
Plt,xo] * on — R
h = Plt,ao) (h‘) = f(t7 o + h) - f(t> LEO) - Df(t,zo) (OR> h‘)
est C* et calculer D[cp[t,z[,]]@(l;), pour (£, k) € Qyy x E.
En déduire (t,£) = D[@t,z)](¢) & I'aide de Df et de I'application suivante :
R: LRxE;R) — L(E;R)
u — R): h — Ru)(h)=u(0g,h)
(2 pts) I-6. — Montrer que lapplication :
IxQy — R
(t.8) = [IDlepaolollemm
est continue en (¢,0g), quel que soit ¢t € I. En déduire que pour tout € > 0, pour tout ¢ € I, il existe Q’;O un voisinage
ouvert de Og dans €2, I; un voisinage ouvert de ¢ dans I tels que :
(u,6) € Iy x Uy = | Dlppuzollo)ll < e
(1 pt) I-7. — Soit € > 0. A l'aide de la compacité de I, montrer qu’il existe U, un voisinage (convexe) ouvert de Op
dans F, tel que :
(t,8) € I xUzy = [ D[pumllie)ll <€
A Paide du théoréme de la moyenne appliqué a o[ ;] entre Oz et i_i, avec h € Uy, , montrer que :
(t,h) € I X Uyy, = | f(t, 20+ h) — f(t,20) — D fit.00) (O, B)| < e|[R].
(1 pt) I-8. — Déduire de la question précédente que quel que soit € > 0 :
h € Uzy = |d(z0 +h) — d(ao) — o Dt .00) (O, 1) dt| < e.||R]|.
0,1
(2 pts) I-9. — Conclure grace a la question précédente, que ¢ est différentiable sur et donner D(ﬁ(z)(i_i), pour
(z,h) € A x E.
Partie IT . — Soient  un ouvert de R? contenant (0,0), tel que :
(z,y) e Q= VteR, t-(z,y) €Q,
u et v deux applications C* sur Q, & valeurs dans R. Le but de cette partie est de trouver une condition nécessaire
et suffisante pour que :
0 0
il existe une application C2, ¢ : Q — R, telle que : 99 =uet 99 = (%)
ox oy
(I pt) II-1. — Montrer qu'une condition nécessaire pour que (x) ait lieu est :
ou v
v e, — =
(z,y) € Q, ay (@,y) = 5 (@.9) (%)
On suppose dorénavant que (xx) est vérifiée
(1pt) II-2. — Montrer rapidement que Iapplication suivante est C* :
f: RxQ — R
(t, (z,y)) — zu(t-(z,y))+yo(t-(2,9))
. of of
(I pt) TII-3. — Calculer, quel que soit (¢, (z,y)) € R x Q, 8—(t,x,y) et 8—(t,x,y).
€T Y
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(I pt) II-4. — Soient U:Rx Q2 — Ret V:R xQ — R les applications définies par :

Ul(t,z,y) = tu(tz, ty) et V (¢, z,y) = tv(tz, ty).

7] ou 0 ov

Montrer que pour tout (¢, (z,y)) € R x Q, a—i(t,x,y) = E(t,x,y) et 8—£(t,x,y) = E(t,x,y}.

(1pt) II-5. — A Daide de la partie I, montrer que I'application ¢ : Q — R définie par :
Ve €0 g) = [ S )
0,1
est différentiable sur €.
s . ¢ ¢ (s
(I pt) II-6. — A Taide de la question I-9, calculer a—(z,y) et O—(z,y), et montrer que (x) est vérifiée.
I y

Montrer pour conclure que ¢ est C2.
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Calcul différentiel - Examen du 2 février 2004
Durée : 3 heures

Questions de cours.

1. — Soient F et F deux R-espaces vectoriels normés, ) un ouvert non vide de E, a € Q et f : Q — F une
application.
Relier deux & deux les trois propositions suivantes par les symboles = et = (I'écriture A 7= B signifie “des
contre-exemples montrent que A n’implique pas B”) :

A :L’application f est différentiable en a.

B :L’application f est admet des dérivées directionnelles en a suivant toutes les directions.

C :L’application f est continue en a.

2. — Soient F et F deux R-espaces vectoriels normés complets, 2 un ouvert non vide de £, a € Q et f: Q — F
une application C*.

Relier deux a deux les quatre propositions suivantes par les symboles = et #= (I’écriture A #= B signifie
“des contre-exemples montrent que A n’implique pas B”) :

A :L’application D f(4) : E — F est bijective et continue, ainsi que son inverse (Df(a,))*1 F—>FE.

B :L’application f est un difféomorphisme de Q sur f(Q).

C 1l existe U un voisinage ouvert de a dans E, V un voisinage ouvert de f(a) dans F, tels que
I'application fjy; : U — V soit un difféomorphisme.

D : f est injective sur Q et pour tout x € , Df(,) : E — F est bijective et continue, ainsi que
(Df(m))_l F— F.

Exercice I . — Soient F un espace vectoriel normé dont la norme || || provient d’un produit scalaire ( | ) (ie

qu'il existe sur E un produit scalaire ( | ) et que pour tout = € E, ||z|| = /(z|z)). Solent I un intervalle ouvert de
R et f et g deux applications définies sur I et a valeurs dans F. On suppose que f et g sont deux fois dérivables sur
I. On pose :

¢: I — R
to— (f(®)lg(®)
I-1. — Montrer que ¢ est deux fois dérivable.
I-2. — Calculer ¢/(t), pour t € I et en déduire ¢ (¥).
Exercice II . — Soient E I’espace vectoriel normé B([0, 1];R) des fonctions bornées de [0, 1] dans R. On munit

E de la norme |[|f|| = sup,cp,1) | f(t)]. Soient ¢ : E— R et 1) : E — R les applications définies par ¢(f) = sin(f(0))
et ¥ (f) = cos(f(0)).
II-1. — Montrer que ¢ et v sont C*.

I1-2. — Calculer Doy (h), pour f,h € E.
II-3. — On rappelle que si f,h,k € E :

Dlg = D g)(h))s) (k) = D*¢s(h, k) (*)
En déduire D?¢ s (h, k).
Exercice ITT . — Soit Q = {(z,y) € R?,zy # p !, ¥p € N} et soit pour n € N, Papplication f, : @ — R, définie
xn
par fo(z,y) = ——.
n! —xy
III-1. — Montrer que F = {p |, p € N} est un fermé de R. En déduire que 2 est un ouvert de R? et représenter 2.
II1-2. — Soit n € N. Montrer que f, est C> sur Q.
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ITI-3. — B une partie bornée de R?. Montrer qu’il existe N € N tel que pour tout n > N et pour tout (z,y) € B,
on ait : n! — |zy| > n!/2.

Soit A € Ry, et p un entier tel que p > A. Montrer que pour tout réel z tel que |x| < A et pour tout entier n € N
jaft __4v+]

telquen >p+2,0ona: < _
n! n(n —1)

ITT-4. — Gréace aux deux majorations de la question précédente, montrer que Z fn définit une application

neN
différentiable f sur  dont on donnera la différentielle D f(,(h, k), pour a € Q et (h, k) € R2.

Exercice IV . — Soit f : R® — R lapplication définie par : f(z,y,2) = z? — 22(y® — 2) et soit
H ={(z,y,2) € R f(z,y,2) = 0}.
IV-1. — Soit yo € R. Etudier la fonction f,, :] — co,y2] — R définie par f,,(z) = 21/y2 — 2 et représenter son
graphe.
IV-2. — Représenter H N 11, et H N1, ot I, est le plan de R? d’équation y = o et IL,. celui d’équation

x = 0. En déduire ’allure de H.

IV-3. — Quels sont les points P = (a,b,c) de H au voisinage desquels H est le graphe d’une application C™
¢ :U — V, U étant un voisinage ouvert de (b, c¢) dans II,. et V un voisinage ouvert de a dans Oz 7
Donner en un tel point P ’équation de TpH, le plan tangent & H en P.

Dans la suite IT désigne un des trois plans de coordonnées de R? (ie Oy, Oz ou yOz) et D 'axe de coordonées
qui lui est orthogonal (ie Oz, Oy, ou Ox respectivement). On note pry : R® — II la projection orthogonale sur II et
pp : R? — D la projection orthogonale sur D.

IV-4. — On dit que la surface H est lisse en P g’il existe un plan de coordonnées II et une application C*
¢ U — V, U étant un voisinage ouvert dans II de pr(P) et V étant un voisinage ouvert dans D de pp(P), telle
qu'un voisinage de P dans H soit le graphe de ¢ (aux points P de la question précédente H est donc lisse, pour
IT = yOz).

A laide de la version géométrique du théoreme de la fonction implicite, montrer que si P € H est tel que
dim(ker(D f(p))) = 2, H est lisse en P.

En déduire les points de H en lesquels H n’est pas lisse.

On note I' = {(z,y,2) € R® 22 + y®> + 22 =1 et f(z,y,2) =0}
IV-5. — A l'aide de la représentation de H, représenter I.

IV-6. — Quels sont les points P = (a,b,c) de I' au voisinage desquels I" est le graphe d’une application C*
¢ : T — O, T étant un voisinage ouvert de ¢ dans Oz et O un voisinage ouvert de (a,b) dans IL,, 7
Donner en un tel point P ’équation de TpI', la droite tangentea I' en P.

La question suivante est hors baréme.

IV-7. — On dit que la courbe T est lisse en P g’il existe un axe de coordonnées D et une application C*°
¥ :Z — O, T étant un voisinage ouvert dans D de pp(P) et O étant un voisinage ouvert dans II de pr(P), telle
qu'un voisinage de P dans T soit le graphe de 1 (aux points P de la question précédente I' est donc lisse, pour
D = 0z).

On note F(x,y,2) = (22 + y2 + 22 — 1, f(x,y, 2)).

A Taide de la version géométrique du théoreme de la fonction implicite, montrer que si P € T est tel que
dim(ker(DF(py)) = 1, T est lisse en P.

En déduire les points de I' en lesquels I' n’est pas lisse.
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Calcul différentiel - Examen du 9 septembre 2004

Durée : 3 heures

Exercice I . — Soient I un intervalle ouvert non vide de R, n un entier naturel non nul et v : I — R" une
application différentiable sur I.

Soit V' un sous-espace vectoriel de R", U un supplémentaire de V' dans R" et my : R” — V la projection sur V/
parallélement & U. On note 7 la projection de I’arc v sur V, ie pour tout t € I, F(t) = 7y (v(¢)).

I-1. — Montrer que 7 : I — V est un arc dérivable sur I et calculer sa vitesse 7'(¢) & Uinstant ¢.

On suppose maintenant que Og» ¢ y(I). On note || || la norme euclidienne usuelle de R™ et ¥ : I — R"
~ t ~
lapplication définie par : pour ¢t € I, J(¢t) = HVESH . On dira que ¥ est la projection sphérique de ~.
v
I-2. — On note S"~! la sphére unité de R™, ie S"~1 = {x € R";||z| = 1}.
Montrer que quel que soit t € I, (t) € S™~L.

I-3. — Montrer que 7 est dérivable sur I et calculer sa vitesse 7(t), pour ¢ € I.

Soit ¢ € I. On note 7(t)* T'hyperplan de R™ constitué des vecteurs orthogonaux a ~(t) (ou a F(t)).
Puisque v(¢)* et la droite vectorielle engendrée par 5(t) sont supplémentaires dans R", il existe un unique couple
(r(t),s(t)) € R x y(t)* tel que :

V() =r(t) () + (),

On dira que r(t) - ¥(t) est la composante radiale de la vitesse 7/(t) et s(t) sa composante sphérique.

I-4. — A Paide de la question précédente, montrer que 7'(t), la vitesse a l'instant ¢ de la projection sphérique de
~ est la composante sphérique de v'(t), divisée par v(t).

Exercice II . — Soit Q = {(z,y) € R?, zcos(y) # p?,Vp € N} et soit pour n € N, application f, : @ — R,
P ysin(z)

finie par f,,(z,y) = —2 o)
définie par f,,(z,y) 7 — 2 cos(y)

II-1. — Montrer que F = {p?, p € N} est un fermé de R. En déduire que €2 est un ouvert de R

II-2. — Soit n € N. Montrer que f,, est C* sur Q.

I1-3. — Montrer que Z fn définit une application C' f sur Q dont on donnera la différentielle D f,)(h, k), pour
neN

a€Qet (h k) € R



(1 pt)

(1 pt)

(2 pts)

(2 pts)

(2 pts)
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Exercice III . — Soit f : R® — R la fonction définie par : f(z,y,2) = a2 + 22 + y* — 2 et soit
H={(z,y,2) € RS f(z,y,2) = 0}. Dans la suite I, IT,,,IT,, désignent respectivement les trois plans d’équation
z=0,y =0,z =0 et Oz, Oy, Oz les droites II,, NI, I, N 11, I, N1II,..

III-1. — Montrer que (z,y, z) € H implique y € [—1,1], et que (z,y,2) € H < (z,—y, 2) € H.

III-2. — Soit yo € [0,1]. Quel est I'ensemble H NI, ou II,,, désigne le plan affine de R® d’équation y = yo ?
III-3. — Etudier la fonction 7 : [0,1] — R définie par r(y) = \/y% — y* et représenter son graphe. En déduire
I’allure de H.

IV-4. — Quels sont les points P = (a,b,c) de H au voisinage desquels H est le graphe d’une application C*

¢ :U — V, U étant un voisinage ouvert de (b, ¢) dans II,, et V un voisinage ouvert de a dans Oz ?
Donner en un tel point P ’équation de TpH, le plan tangent & H en P.

IV-5. — A laide de la version géométrique du théoreme de la fonction implicite, montrer que si P € H est tel que
dim(ker(D f(p))) = 2, dans un voisinage de P, H est le graphe d’une application C* ¢ : U — V), avec U un ouvert
d’un des trois plans Iy, IL;.,II,. et V un intervalle ouvert de la droite orthogonale au plan en question.

On dira dans ce cas que H est lisse en P.

IV-6. — Déduire de la question précédente les points de H en lesquels H n’est pas lisse.
Soit g : R* — R la fonction définie par g(z,y, 2) = 22 + y> — 222 et soit K = {(x,y, 2) € R* g(x,y,2) = 0}.

IV-7. — Pour 2y € R, quel est 'ensemble K N1IL,,, ou I, désigne le plan affine de R3 d’équation z = z9 7 En
déduire la représentation de K.

On note I = {(z,y, 2) eR3 flz,y,2) =0 et g(z,y, 2) =0}=HnNK.

IV-8. — Montrer que (z,y) € II,, est dans le projeté de I' sur II,, parallelement & Oz si et seulement si
/1 2

2% = §y2 — gy?’. En déduire I'allure de ce projeté, puis I’allure de I'.

IV-9. — On note F = (f,g) : R® — R2. A l'aide de la version géométrique du théoreme de la fonction implicite,

montrer que si P € I est tel que dim(ker(DF{p))) = 1, dans un voisinage de P, I est le graphe d'une application
C® ®:7Z — W, avec T un intervalle ouvert d’un des trois axes Oy, Oy, O, et W un ouvert du plan orthogonal a la
droite en question.

On dira dans ce cas que I' est lisse en P.

IV-10. — Déduire de la question précédente les points de H en lesquels I' n’est pas lisse et donner ’équation de
la droite tangente a I' aux points P en lesquels I' est lisse.
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Corrigé de 'examen du 29 novembre 2000

Probleme I. — On calcule explicitement la différentielle seconde du produit bilinéaire de deux fonctions C2.

1 . — L’application B étant par hypothese bilinéaire continue, B est C*°. L’application (f,g) : @ — F x F
est d’autre part CP, puisque ses deux composantes, f et g, sont par hypotheése C”; on en conclut par le théoreme des
fonctions composées que IT = Bo (f, g) est CP.

2 . — Soit z € Q. On a, par le théoreme des fonctions composées:
Dllz) = DB(5(z),9(x)) © DUf,9) (@) = DB(5(),9(2)) © (Df (s D)),

de sorte que pour tout he E, DH(w)(ﬁ) = B(f(x),Dg(z)(ﬁ)) + B(Df(z)(ﬁ),g(x)).

3 . — Soient:
Bi: FXL(E;F) — L(F;G)
(yaL) - Bl(yaL) B - G
h

By: L(E;F)xy — L(E;G)
(L>y) - B?(L>y) :

Sl

— G
— B

La question précédente montre que: DIl = By o (f, Dg) + By o (Df,g).
4 . — L’application B; est trivialement bilinéaire. Soient (y, L) € F x L(E; F). On a alors || B1(y, L)||z(z;e) =
B(y, L(h L(h
IBWLW )y ] sup TED

iemfogy IRl ree{osy IR
que: ||Bi(y, D)llzzsey < 1Bllewr,rie) WLl ccpiry, puisque L est léaire continue, et donc finalement que:
1B1(y, D)l cesey < Ayl Ll 2e;r), avec A = || Bllz(r,r;q); cest-a-dire que By est bilinéaire continue. On montre
bien siir, de la méme facon que Bs est bilinéaire continue.

, puisque B est bilinéaire continue. On en conclut

5 . — D’apres la question 3, DII = By o (f, Dg) + Bao (Df, g), et d’apres la question précédente, By et By sont
C*, on peut donc, pour calculer la différentielle seconde de II, utiliser le théoréme des fonctions composées:

Dl(a) = DBi(4(2).Dgcry) © (Dfw), D*9(a)) + DBo(ps(w).9(w)) © (D* fia)s DY(ay)-
Et donc, quel que soit heE:
DMy (h) = DBy (4(2),Dg)) (D fw) (1), D*g(a) (R)) + DBa(p () g(a) (D* f(a) (B), Dyay (),
Dy (h) = Bi(f(2), D22y (h)) + B1(D f(z)(h), D)) + Ba(Df (), Dg(sy(h)) + Ba(D? f2 (), g(2)).
En conclusion, quel que soit k€ E:
DM (o) (h) (k) = B(f(2), D?g(a)(R)(K)) + B(D f(x)(h), D) (k)
+B(D fa)(k), Dg(a) (R)) + B(D* f(z) (h) (E), g()).-

6 . — Lorsque F = F = G = R, on applique la formule ci-dessus, avec B le produit usuel de R, qui est bien
bilinéaire continue. Dans ce cas, D f(,)(h) = f'(z).h et D?f(,)(h)(k) = f”(x).h.k. On obtient donc:

(f.9)"(x).h.k = g"(x).hk.f(z)+ f(x).h.g'(x).k + ¢ (x).h.f (z).k+ f'(x).hk.g(z).

Probléme II. — Le but du probléme est de comprendre le comportement des racines des polynéme unitaires
de degré trois en fonction de leurs coefficients. Bien sir étudier les racines d’un polynéme général de degré trois du
type y2® + B2? + ax + § revient & étudier les racines du polynoéme unitaire > + ng + %m + %. Ce qui suit montre

en outre que 'étude du polynéme général unitaire x> + B2 + ax + 6 se dduit aisément de celle de 22 + Bx? +ax+1.
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1. — On peut résoudre cette question sans préciser la norme considérée sur R? x R et R®, puisque la notion
de différentiabilité ne dépend pas des normes en dimension finie.

Soit @ : R? xR 3 ((o, B), %) — (, B,2) € R®. Cette application est un isomorphisme linéaire, donc est un
C>-difféomorphisme. De plus Po®~! : R® 3 (o, §,2) — 2 + 822 + az 4+ 1 € R est un polynome, donc est C*°. On
en conclut que: P=Po® 1 od est C.

2 . — Les polynomes irréductibles de R[z] sont de degré deux. Un polynéme p de degré trois est donc: - soit
produit d’un tel polynome et d’un polynoéme de degré 1, et dans ce cas p admet une unique racine - soit produit de
trois polynomes de degré 1, et dans ce cas p admet trois racines, non nécesairement disctinctes.

3. — Comme P est C°°, P admet toutes ses différentielles partielles & tous les ordres, et on a classiquement:
D3Py 2y : R 3 h — pj(x).h € R. Ainsi Dy P, ;) n’est pas inversible deés que p,(z) = 0, c’est-a-dire que le discriminant

1
de p!, est positif, ce qui se traduit par 8% — 3a > 0, et que x = g(fﬁ f V32 —3a). Enfin AN P71({0}) est le lieu

des points (a,z) tels que x est & la fois racine de p, et de p/,, donc d’apres R, (a,z) € AN P~H({0}) si et seulement
si & est racine multiple de p,.

4 . — Q est image réciproque par la fonction continue f : R? 3 (o, §) — 32 — 3 € R de l'ouvert | — oo; 0],
donc est un ouvert de R%. Soit a € Q. p, a au moins une racine z. Comme P(a,z) = 0 et D3P z) € IZsom(R;R)
(puisque (a,z) ¢ A), le théoreme de la fonction implicite assure qu’existe €2, un voisinage ouvert de a dans R%, Q,
un voisinage ouvert de = dans R et une application C*, ¢ : , — €, tels que: P~1({0}) N (Qq x Q) soit le graphe
de ¢ (au-dessus de Q).

5 . — Soit toujours a € Q. Si p, ne posséde pas une racine unique, p, en posséde trois (question 2). Mais par
la question 3, une racine x de p, est multiple si et seulement si (a,2) € AN P~1({0}). Orsia € Q, 82 —3a <0,
et donc certainement (a,z) € A, ce qui assure bien que les trois racines de p, sont distinctes. Notons-les 1, T2
et z3. Pour chacune d’elles on peut appliquer le résultat de la question précédente: il existe trois applications C*,
019 — Q02 Q2 = Q030 Q2 — Oy, 00 Q) 5 =1,2,3 est un voisinage ouvert de a dans Q C R?, et Qg
est un voisinage ouvert de z;, dans R, j = 1,2,3, tels que P~1({0}) N (] x Q) soit le graphe de ¢;, j =1,2,3.
Comme w1, 22, r3 sonts deux a deux distincts, on peut considérer que Qy,, Q,,, Oz, sont disjoints (quitte a restreindre
chacun de ses voisinages afin qu’ils soient deux & deux disjoints et & poser 2 = QJ N wgl(Qm],), j=1,2,3). On
pose alors Q, = QL N Q2N Q3. Q, est un voisinage ouvert de a dans R? et (Q, x Qz,) N P~1({0}) est le graphe de
¢; au-dessus de €, pour j =1,2,3.

6 . — Soit a € Q. Si p, posseéde trois racines, par la question précédente, dans un voisinage 2, de a dans 2, p,
posséde encore trois racines distinctes: ¢;(a’), a’ € Qq, j = 1,2,3. Supposons maintenant que p, posseéde une unique
racine x, et montrons que a n’est pas limite d’une suite (a,)nen pour laquelle p,, posséde trois racines distinctes
Ty Yn, 2n (ce qui prouvera que v(a) est localement constant sur €, puisque v(a) =1 ou v(a) = 3). Si une telle suite
existait, comme pg, (Tn) = 22 + Bn22 + apnzn+1=0et lim (an,B,) = (a, 8), la suite (z,,)nen serait nécessairement

n—oo

bornée (de méme (Yn)nen €t (2n)nen. Quitte & en extraire une sous-suite convergente, on peut donc considérer que
(an,xy) converge vers (a,X) € R, et par conservation des égalités par passage & la limte, po(X) = 0 (de méme on
obtient des racines Y et Z de pq,, & partir de (Yn)nen €t (2n)nen). Or X, Y et Z ne peuvent tous les trois appartenir
a Q,, défini par la question 4, sinon dans Q, x €2, on aurait plus d’une solution a I’équation p,/ (t) = 0, o’ € Q, (les
solutions x,, # yn # zn de pg, (t) = 0, pour n suffisamment grand), ce qui est impossible car ces solutions sont du
type t = p(a’) dans Q, x Q.. En conclusion, comme par exemple X ¢ Q,, on aurait X # x et pa(z) = pa(X) =0,
ce qui est contraire & notre hypothese. Finalement v(a) est bien localement constant sur Q, donc différentiable sur
Q, de différentielle nulle. Par le théoréme de la moyenne, comme Q est convexe, quels que soient a et a’ dans €,
lv(a)—v(a)|| < sup || Dygll.lla—a'|| =0, et donc v(a), le nombre de racines de p, est constant sur € (on pouvait
£€la,a’]

bien sir utiliser directement le théoréme du cours qui donne la constance d’une application de différentielle nulle sur
un connexe ou Un CoNvexe).

7 . — Soit pa(x) = (22 + 2+ 1)(z + 1) = 2 + 222 + 22 + 1. Le polynéme (2% + = + 1) est irréductible, donc pq
admet une unique racine. Comme a = (2,2), a € , et donc par la question précédente le nombre de racines de pp,
pour b € Q, est toujours 1.

Question subsidiaire . — On a en réalité déja montré que O et O sont des ouverts de R?, & la question
6. En effet, si a € O ou a € Oz, en notant, zy 'unique racine de p, (si a € O1), z1,x2 et x3 les trois racines
distinctes de p, (si a € O3), par la question 3, DaPq 4,y € Zsom(R;R), j = 0,1,2,3, et en reprenant les arguments
de la question 6 (essentiellement le théoréme de la fonction implicite), on montre que pour o’ voisin de a dans R?, pas
possede encore respectivement une ou trois racines distinctes (’ensemble Q) ne servant & la question 6 qu’a assurer
que D2P, ;) € Zsom(R;R) et ne jouant pas de role supplémentaire dans la preuve de la constance locale de v(a) !).

Montrons pour finir que @1 U O3 est dense dans R, (Vest-a-dire que I’on aura prouvé que le lieu des paramétres
a € R? pour lesquels p, posséde (au moins) une racine multiple est un fermé d’intérieur vide dans R? (c’est un
ensemble “maigre” de R?, ou encore la propriété: “ne pas avoir de racine multiple” est une propriété générique).

Supposons qu’existe un ouvert Onq de R? tel que a € Opy = p, admet une racine multiple z,. Alors
(a,24) € ANP~1({0}). Mais A est une surface de R®, donnée par deux graphes A; et Ay (question 3). A;NP~1({0})
ou Az N P71({0}) contient un ouvert de A, car si ces deux fermés de A étaient d’intérieur vide, leur image par m
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et o, les projections de A et As dans RQ, seraient encore deux fermés d’intérieur vides (m; et my réalisant des
homéomorphismes de A; et Ay sur R2). Or l'union de ces deux projections est Opq, un ouvert de R?, et on
peut montrer que I'union de deux fermés d’intérieur vide est encore un fermé d’intérieur vide, ce qui donnerait une
contradiction.

Autrement dit, en tout point (a,z,) de A (qui est donnée par p/,(z,) = 0), le tangent & A est celui de la surface

P~1({0}) (qui est donnée par P, ,,) = 0) en (a,z,). On en conclut que gradp)(z,) et gradP(a,z,) sont colinéaires,
c’est-a-dire que les vecteurs: gradP(, .,y = (@a,22,p)(zq) = 0) et gradp)(zq) = (1,2z,,64 + 28) sont colinéaires,
pour (a, ) dans l'ouvert O de R%. On obtient le systeme:

Tq 1
22 | =2 224 ,
0 6x, + 20
qui donne: z = 0 (mais dans ce cas x, n’est pas solution de p,, quel que soit a € ]RZ), et 22 =222, B = —3x,, qui

n’admet pas de solution. Notre hypothese était donc absurde.

Nous donnons ci-dessous une représentation dans r* de A et P~1({0}); leurs points communs sont les points
(a,x) en lesquels p, admet une racine multiple, et O1 UQO3 est le complémentaire dans ]R(ZL 3 de la projection sur ]R(ZL 3
de ces points.
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Calcul différentiel - Un corrigé de 'examen du 25 février 2001

1. — L’application F est C!, puisque ses deux composantes f et ¢ le sont. Notons

d: RxR* — R?
(m>(y>z)) - (I)(.n (y,z)):(x,y,z).

Cette application est linéaire et continue, puisque sa source est un espace vectoriel de dimension finie, donc ® est
une application C*°. Comme F = F o ® et que F est C', on en conclut que F est C*.

2 . — La matrice associée a DF{q ) est:
of of of
ox Oy 0z
JaCF(a,b,c) = @ a_ggl @ (a7 b, C)
dr Oy 0z

La matrice associée 3 D}?(m(b,c)) est la matrice jacobienne en (b, ¢) de 'application (y, z) R? — Fla,y,z) € R, il
s’agit par conséquent de:

of of
dy 0
g g | @0
oy 0z

3 . — L’application F étant de classe 1, et
Dgﬁ(%(b’c)) étant continue (sa source est R?), le théoréme de la fonction implicite pour Fen (a, (b, c)) s’énonce
ainsi: si I’application linéaire Dgf(a7<b,c)> : R? — R? est inversible, il existe un voisinage ouvert 2 de a dans R, un
xg)isinag(e c))uvert U de (b,c) dans R? et une application C', ¢ : Q — U, tels que C N (Q x U) = {(z,p(2));z € Q} =
raphe(p).

4 . — L’application linéaire Dgﬁ(a’(b#)) : R? — R? est inversible si et seulement si son déterminant est non nul,
et celui-ci est (g@ — g@)(M) Géométriquement cette condition signifie que les vecteurs de R? (8—f 8—f)(M)
Oydz 0z 0y ' "oy’ Oz
dg 0Og

et (a—, =2)(M) ne sont pas colinéaires. Or ces vecteurs sont respectivement les projections sur R;Z de gradfary et

y’ 0z
de gradgyr)-

5.a . — Soit A une droite de Tp;C. Celle-ci est par définition limite d’une suite de droites (Ap)yen, telle que
A, passe par M et M), avec M, un point de C distinct de M et tendant vers M. Remarquons que de telles suites
existent: puisque C est localement au voisinage de M le graphe de ¢, on peut poser M, = (my,p(m,)), avec m,
une suite de points de € distincts de a et tendant vers a. Il est alors clair que M, est une suite de points distincts
de M (la premiere coordonnée m,, de M, étant distincte de a) qui tend vers M (par continuité de ¢).

La suite M, est une suite de C, donc & la fois de f~1({0}) et de g~1({0}). Par conséquent la droite A est i la
fois dans Tarf~1({0}) et Targ=({0}). On a ainsi prouvé que TarC C Tarf~1({0}) N Targ=1({0}).

5b. — Ona: Taf '({0}) = M + gradfgy,, et Targ~'({0}) = M + gradg, (cf le dernier exercice de
la planche 3, ou le tangent est défini non pas avec des suites de points, mais avec des arcs dérivables tracés sur
I'ensemble en question - les deux définitions sont non trivialement équivalentes). Comme par la question 4, gradf
et gradg(nr) ne sont pas colinéaires (leurs projections sur R;Z ne le sont pas !), leurs plans orthogonaux respectifs ne
sont pas paralleles; ils se coupent donc suivant une droite. Tasf~1({0}) N Targ~({0}) est donc une droite affine de
R® passant par M. D’autre part, on a vu & la question 5.a. que M n’est pas un point isolé de C: par la remarque,
T C contient au moins une droite, et par 5.a. est contenu dans la droite Tpsf~1({0}) N Targ=*({0}). L’égalité a
donc lieu.
Question subsidiaire . — Par la question 4, la condition (S) signifie que les projections sur IR;Z de gradfn
—_— . —_— —_— ~ 3
et de gradg(yry sont non colinéaires. Les vecteurs gradf(y) et gradg ) ne sont donc pas dans un méme plan de R
contenant ’axe des z. Leurs orthogonaux ne se coupent donc pas suivant une droite contenue dans le plan ]R; 4, ou
encore TyC = (M + gradfd‘v[)) Nn(M+ gradgé‘M)) n’est pas une droite contenue dans 'orthogonal de 'axe des =

passant par a. La courbe C vient se “coller” en M a la droite Tj;C, qui est en regard de I’axe des z. Localement
en M, la courbe C se projette donc sur tout un voisinage de a dans l'axe des z; elle est localement en M étalée
au-dessus de R,. D’ou la possibilité d’écrire C' comme un graphe local en a au-dessus de R,.
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Corrigé de 'examen du 10 septembre 2001

Exercice I. 1 . — 1l s’agit d’une question de cours. Soit A = (z,y) € E X E et H= (h,k) €e ExXE. On a
B(A+ H) — B(A) = B(z + h,y + k) — B(z,y) = B(h,y) + B(z, k) + B(h, k) par bilinéarité et E x E > (h, k) —
B(h,y) + B(z,k) € R est linéaire. De plus par hypothése B est continue, c’est-a-dire ' qu il existe £ > 0 tel que quel
que soit (h, k) € E x B, ||B(h, k)|l < B.|[Al|.|[k] < B.max(||]], | kl|)-max (||| |[k]]) = | H]||.€(H), avec e(H) — 0 quand
|H| — 0. On en conclut que B est différentiable en A et que DB ay(H 1) = B(x, k) + B(h, ).

Remarque. La question de la continuité de B ne se pose évidemment pas si dim(F) < co.

2. — Il s’agit encore d’une question de cours, pour laquelle on ne demandait pas les justifications qui suivent.
la fonction f est différentiable en x si et seulement si existent une application linéaire notée D f(,) : R — R et une

fonction € : R — R tendant vers 0 avec sa variable telles que pour tout h € R: f(x +h) — f(x) = D f)(h) + |h|.€(h).
Or une application linéaire de R dans R est nécessairement de la forme Df(,y(h) = a.h, pour un certain réel
a(= Df)(1)). On en déduit que f est différentiable en x si et seulement si quel que soit h # 0,

flath) = flz) _ I fl@+h) - f(z)

3 .€(h), si et seulement si la limite du rapport 3
seulement si f est dérivable en z. On obtient de plus que f'(z) = a = D f(,)(1), ou encore D f,)(h) = f'(x).h.

existe, c’est-a-dire si et

3. — Notons 6 : F 32 — (z,z) € EXE, B: ExE 3> (z,y) — B(z,y) = (zly) € R, et
r:R>s—r(s)=+/s€R. festpar hypothése dérivable, donc différentiable par la question précédente, de méme r
est différentiable sur R\ {0}. Par la premiere question B est différentiable, car B est bilinéaire et B(z,y) < ||z]|.||y||
(inégalité de Cauchy-Schwarz) et donc B est continue. Enfin § est différentiable, car 6 = (Idg,Idg) et donc
Dé(yy = (Idg, Idg) quel que soit  dans E (0 est une application & valeurs dans un produit, dont les composantes
sont linéaires). Comme f ne s’annule pas par hypothese, B o § o f non plus, et ainsi par le théoreme des fonctions
composées F'=1o0 B oo f est dérivable sur R. On a:

F'(t) = DF)(1) = [Dr(s)i50)) © DB(s). 1) © Do(sey) © Dfiy) (1)

= [Dreswy)) © DBpey.£(1)) © DIpan)(f (1) = [Drigyreey) © DBpay, ran](f' (1), /(1))
= [Dregey el ((FOLF @) + (F'O1F ) = [Drigaran] QU @)]F(1)))

. o FOLF@) O )
= UOIFO) 20O 0) = rams =

Exercice II. 1 . — La trace de ¥ dans le plan y = 0 est 'ensemble des points (z,y, z) de R® vérifiant y = 0 et
y? = 42%(z—2?), doncy = 0 et z = 0 ou z = 22. 1l s’agit de la réunion de I’axe des z > 0 et de la parabole z = x? du
plan y = 0. La courbe de niveau L NII,, est I'ensemble des points (z,y, z) de R? tels que z = zg et y? = 422(zy — 22).
Cette courbe de niveau est donc la réunion des graphes des fonctions y = + ou — 2xv/z9 — 2 dans le plan z = 2.
Une étude rapide donne 'allure suivante pour ¥ N1L,,, de laquelle on déduit celle de X:

2. — Soit ® : R® 5 (z,9,2) — ((y,2),2) € R*> x R. @ est un isomorphisme linéaire. Notons
F:R*xR 3 ((y,2),2) = F((y,2),2) = [f o ® Y((y,2),2) = f(x,y,2). Soit alors (x0,y0,20) & Pr, c'est-a-
dire ——(z0,v0,20) # 0. Montrons qu’au voisinage de (zo,yo,20), & est un graphe au-dessus du plan yOz. F

Jx

est C* comme f, F'((y0,20),20) = 0, DaF{(y,20)x0) : R 2 h — DaF((y,20)z0)(h) = f(xo,yo,zo).h € R est une

0

of Ox

application lindaire inversible, puisque a—(l’o,yo,zo) # 0. Par le théoréme de la fonction implicite, il existe un
x

voisinage ouvert € de (yo, 29) dans R?, un voisinage ouvert 0 de xo dans R et une application C® ¢ : Q; — Qs

telle que (1 x Q2) N {((y, 2),2); F((y,z),z) = 0} soit le graphe de ¢ au-dessus de €. Autrement dit, puisque
F((y,2),z) =0ssi f(z,y,2) =0, 2N (22 X Q1) est le graphe de ¢ au-dessus de Q.

0
3 . — Commencons par remarquer que P, est donné par XN {(z,y,z) € R af (z,y,2) = 0}, c’est-a-dire est la

réunion de © = y = 0,z > 0 (l'axe des z > 0) et de la courbe de R z =222,y = +ou — 222

Au voisinage d’un point de P,, ¥ ne peut-étre le graphe d'une application ¢ : R? 3 (y,2) — = = ¢(y,2) € R,
puisque si (a,b,¢) € P, si U est un voisinage ouvert de (a,b,c) dans R? suffisamment petit, si (8,7) est dans
(U \ P;) (m étant la projection orthogonale sur yOz), la droite A(g .y passant par (3,7) et orthogonale & yOz coupe
Y nécessairement en deux points (contre un seul si ¥ était localement en (a, b, c) le graphe d’une application ¢ !).
On conclut des questions 2 et 3 que X, = P,.
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4 . — L’application F est C*°, comme f. De plus DF(,, 4, .,) €st un isomorphisme linéaire, car de matrice
jacobienne

9 ) 2 ) Y )
or Zo, Yo, 20 Ay 20, Yo, 20 92 Zo, Yo, 20
0 1 0
0 0 1

0 . . o ..
et —f(xo, Yo, 20) 7 0. Par le théoréme d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert O de (zg, Yo, 20) dans

ox
R? et un voisinage ouvert £ de F(z0,y0,20) = (0,90, 2z0) dans R? tels que Fio : O — Q soit un difféomorphisme
de O sur Q. Si (z,y,2) € 2NO, F(z,y,2) = (f(z,y,2) =0,y,2) € QN{(X,Y, Z) € R*; X = 0}. Réciproquement, si
(0,Y,2) € 9, (0,Y. 2) = F(x,4,2) = (}(2,9,5), 9. 2), pour uh certain(z,, 2) € O. On en déduit que f(z,y,2) = 0,
c’est-a-dire que (0,Y,Z) € F(ONY).
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6.b. —
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Un corrigé du partiel du 29 novembre 2001 - Durée: 2h

Exercice 1

L’application L est linéaire. Cette application est donc C™ ssi elle est continue. Or
IL(f)lF < ||flle- Donc L est bien C*°.

L’application B est bilinéaire. Cette application est donc C* ssi elle est continue. Or

IB(uv)lr = sup lu@)o(@)| < sup |u(x)l. sup v()] = [|ulr[o]lr. Donc B est bien
z€[051] z€[0;1] z€[051]

C*. De plus, d’apres le cours: Yu,v,h,k € F, DB(y ) (h, k) = u.k + h.v.

L’application ¢ est la composée suivante: ¢ = B o (L,L). Donc L étant C*, (L, L) aussi,
et B étant C°°, ¢ est bien C>. Le théoréme des applications composées assure alors que
Vf.h € E, Dp(p(h) = BL(),L(N) + BOL(A),L(S)) = 2.7

L’application ® est la somme de ¢ et de l'application linéaire: ¢ : F — F, définie par
£(f) = f (autrement dit £ est l'inclusion de E dans F). Or |[4(f)|lr = |fllFr < |If|lg, donc
£ est une application C*°. On en conclut que ® est une application C*°, et que Vf,h € E,
Doy (h) =2.f.0 +h

Soit f € Q. Comme f’ ne s’annule pas sur [0;1] et est continue sur [0;1], il existe ¢ > 0, tel
que Yz € [0;1], |f'(z)| > c¢. Si h est dans la boule ouverte de centre f et de rayon ¢/2 de
E,on a: ||f — hl|g < ¢/2, et en particulier |f'(x) — h'(z)| < ¢/2, pour tout = € [0;1], ce qui
impose que |h/(z)| > |f(z)| — |k (z) = f'(z)] > ¢ —¢/2 = ¢/2 > 0, est-a-dire que h € Q.

Montrons que quel que soit f € Q, D@y : E — F est bijective. Soit g € F', on cherche

& prouver qu’existe une unique application h € E, telle que 2f'h’ + h = g. Or comme
f' ne s’annule pas sur [0;1], ceci revient a résoudre (de fagon unique) dans E I'équation
1 g
différentielle b’ + —.h = —.
1fférentl + 2 2 f
unique solution (cette équation est linéaire du premier ordre, et les éléments de E s’annulent
tous en 0 !). D® 4y est donc bien (linéaire continue) bijective.

Le théoreme 1, assure que cette équation admet en effet une

Le théoreme 2, assure immédiatement, puisque E et F sont complets, que [D® ]! est
continue, ou encore que D® ;) € Tsom(E; F).

L’application ® est C*° sur E, et quel que soit f € Q, D@y € Isom(E; F). Si fo € Q,
et si go = ®(fo), le théoreme d’inversion assure qu’existent deux voisinages ouverts 2, et
Qg,, respectivement dans E de fo et dans F de go, tels que @ : Qg — Qg soit un C*
difféomorphisme. En particulier, quel que soit gg € €2, il existe un unique f € Qy, tel que

o(f)=g.
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Exercice 11

3

x 3
L’ensemble ¥ N1I,, est 'ensemble des points (z,y, z0), avec y = o + 5 %0, lorsque 2o # 0;
20

il s’agit du graphe d’un polynéme de degré 3, ayant lallure suivante (selon que zg > 0, ou
que zg < 0).

zp >0 Z5 <0

ZO/\
Z
0 X 20 X

-z Z0

M
N

Sizg =0, ¥NIIL,, est 'axe Oy. On en déduit 'allure générale de X.

x> 3
Siz#0, (z,y,2) €Lssiy = gy(x,2) = % + 5%%; et ¢y : © — R répond bien a la question,
z

car est C* sur Q.

7]
Soit A = (a,b,c) ¢ Py, c’est-a-dire que 8—f(A) # 0. L’application F : R?> x R — R, définie
x

par F((y,2),z) = f(x,y,2) est C*, car composée de f (qui est C*°) et de I'isomorphisme
linéaire L : R® — R? x R, défini par L(z,y,2) = ((y,2),x). On a F((b¢c),a) = 0 et
7]
DaFpc)a) - R h — 8—f(A).h € R qui est bien inversible, puisque a—f(A) # 0. Le théoreme
x T
de la fonction implicite assure qu’existent un voisinage Q) de (b, ¢) dans yOz, un voisinage
Q4 de a dans Oz, et une application C™, ¢ : Q¢) = Qq telle que Xp N (Qp,e) X Q) soit le
graphe de ¢, ou encore en appliquant L™, telle que £ N (2, x Qp.)) soit le graphe de .

. .. 0 -
Soit A = (a,b,¢) € P,. La condition B_f(A) = 0 signifie que * = + ou —z. P, est donc
z
constitué de Ogs et des points de X N1II,, quel que soit z € R*, qui correspondent aux deux
extrema locaux dex — y = ;— — %% Si U est un voisinage (suffisament petit) de A # 0
z
dans R® et si V = m,0.(U) est le voisinage de (b, ¢) dans yOz obtenu en projetant U sur
yOz, quel que soit (y,z) € V, S NU est coupé soit deux fois par la droite 7~ ({(y, 2)}), soit
une fois, soit zéro fois. Or si X NU était le graphe d’une application w, : V — U, X NU ne
serait coupé qu’une fois par la droite 7~ *({(y, 2)}). Le méme argument au voisinage de Ogs
conduit &: ¥ NU est coupésoit trois fois par la droite 7 =1 ({(y, 2)}), soit deux fois, soit une
fois. On en conclut que ¥, = P,.

141
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L’application F est C*, et sa matrice jacobienne en A ¢ P, est de déterminant non nul
puisqu’égale a:

of of of
724 @(A) 5,4
0 1 0
0 0 1

Le théoréme d’inversion locale garantit alors qu’existent un voisinage ouvert @ de A dans R®
et un voisinage ouvert 2 de Ogs dans R®, tels que F établisse un C* difféomorphisme de O
sur Q. Si (z,y,2) € ¥N0O, X = f(z,y,z) = 0. Réciproquement, si (X,Y,Z) € Qetsi X =0,
ce qui équivaut & dire que que (z,y,2z) € XN O.

Aux points A = (a,b,c) de ¥ pour lequel le théoréme de la fonction implicite s’applique
(par exemple si A ¢ P,), la notion de plan tangent est bien définie (il s’agit du graphe de la
fonction R? 3 A+ a+ Dy, (f_i —(b,¢)) € R, o1 ¢ est donnée par le théoréme de la fonction
implicite), et d’apres le cours, celui-ci est A + ker D f( 1), donc d’équation:

of
Jx

W -+ - wz-o-o

soit:
° (—3a® +3c¢®)(X —a) +2¢(Y —b) + (2y + 622)(Z —¢c) =0
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Calcul différentiel - Corrigé de 'examen du 24 janvier 2002

Probleme . — I.1. — L’application fest différentiable en (z,y) si et seulement si existent une application
linéaire D f, ) de R? dans R? et une application g : R? — R? de limite nulle en (0,0), telles que: quel que soit
I.2. — Par hypoth ése, f est C-dérivable, en notant z = x +iy et f'(z) = a+ib, et en prenant les parties r éelles

et imaginaires de de (x), et en remarquant que |h + ik| = ||(h, k)||, on obtient:

p(x + h,y + k) —p(x,y) = ah — bk + ||(h, k)||Re(e(h, k))
q(xz + h,y+ k) — q(z,y) = ak + bh + ||(h, k)| Im(e(h, k)).

C’est-a~dire que: N N

f(@+hy+ k) = f(z,y) = L(h, k) + [|(h, B)|| (R, )
ou L: (h,k) — (ah — bk, ak + bh) est une application lin éaire et ot u = (Re(e), Im(e)) est de limite (0,0) en (0,0),
par continuit é de Re et de Im. fest donc diff érentiable, et de plus:

o) =a=Relf (), oL (o) = b= Dl ()]

phep =b=tmlf ), @) = a=Relf ()

1.3. — (z,y) € S~ si et seulement le d éterminant de la matrice jacobienne de f en (z,y) est nul. Or par 1.2, ce
d éterminant est a? + b2 |f/(x +iy)|%. Donc (z,y) € S~ ssi f'(z +14y) = 0.

I1.1. — Un polynéme ayant un nombre fini de racmes S qui est 'ensemble des racines du polynéme f’ est
fini. Son image A}' par fest aussi fini. R? priv é d’un nombre ﬁni de points est un ouvert connexe, car connexe par

arcs. N
I1.2. f’ est un polynéme, donc continu. Par I.2. on en d éduit que les d ériv ées partielles de f sont continues

(par continuit é de Re et de Im), et donc que fest C'. Soit alors v € Q et u un ant éc édent de v. N écessairement,
puisque v ¢ A =f ( ) ¢ S+, 7 et D f(u) est inversible. Le th éor éme d’inversion locale assure alors qu’existent des

voisinages ouverts O, et O, respectivement de u et v, tels que f|(9u : Oy — O, soit un C*-diff éomorphisme. Quitte
a r éduire O,, on peut supposer que O, est inclus dans €2, puisque €2 est un ouvert. En particulier, ﬁ@ 20y — Oy
est bijective, et tout ¢ € O, admet un (unique) ant éc édent par f dans Oy, ie O, C f(RQ). On vient de prouver que
O, est un voisinage de v inclus dans QN f(R?), donc que an f(R?) est un ouvert de R2.

I1.3. Soit v € Q\ f(R2) et soit (vp)nen une suite de f(R?) de limite v. On note u,, un ant éc édent de v,. S'il
existe une sous-suite born ée de (un)nen, On peut en extraire une sous-suite (unk)keN convergeant vers u. Or comme

quel que soit k, f(unk) = vy, a our limite v, par continuit é de f, on obtient f(u) = v, ie v € f(R?). Ce qui est
contradictoire. On en conclut que nILH;o |un| = co. Mais comme f est un polynome, nhﬂnolo |f(up)] =00 #wv! Ona
donc prouv é que 2\ f(R?) est un ouvert.

IL.4. Le connexe Q est r éunion des deux ouverts Q \ f(R?) et Q N f(R?), donc égal & 'un d’eux; ie que les
points de €2 ont soit tous un ant éc édent par f, soit aucun.

I1.5. Si les points de ) n’ont pas d’ant éc édent par f, les seules valeurs de fsont donc les él éments de A+, qui
est fini. Or un polyndme ne peut pas prendre qu’un nombre fini de valeurs (puisque par exemple | l‘im |f(2)] = 00).

zZ|—0o0

On en conclut que les points de € ont tous un ant éc édent par f Or R? = f(S~ U, donc tous les points de R?

)
ont un ant éc édent par f , et ainsi f est surjective.

I1.6. f étant surjective, (0,0) admet un ant éc édent par f , donc f admet (au moins) une racine; ce qui prouve
le th éoreme fondamental de I’algebre.

Question subsidiaire. Soit v € QN f(RQ). Les ant éc édents de v par f sont en nombre fini, puisque le
polynéme f(z) —v n’a qu’un nombre fini de racines. On note w;, ..., u, ces ant éc édents. On est sir que D f,,) est
inversible, puisque v ¢ A}v =f (S?). La question II.2. assure qu’existent des voisinages ouverts Oy 1,...,0, p de v
dans R? et Ouyso--5 0, de ug, ..., u, dans R2, tels que ﬁ@“] 1 Oy; — Oy, soient bijectives, 1 < j < p. Quitte a

P
restreindre les O, on peut supposer qu'’ils sont deux & deux disjoints. Notons €2, = ﬂ OpjetQy, =f _I(Qv)ﬂou].
j=1
f\Quj : Qu; — §Q, est bijective, quel que soit 1 < j < p, et comme les O,; sont deux & deux disjoints,

I’ équation t = f(s) posséde au moins p racines distinctes respectivement dans Oy, ..., Oy, .
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En r éalit é le nombre de ces racines est exactement p. En effet si I’ équation ¢, = f(s) poss éde une racine
sp hors des voisisnages O, quel que soit la suite (t,)nen convergeant vers v, on montre que [s,| — oo, ce qui

contredit f(s,) = t, — v (proc éder comme dans I1.3.). On vient de prouver que la fonction qui & v € Q associe le
nombre d’ant éc édents de v par fest localement constante sur €2: elle vaut 0 sur Q \ f(]R2) et est loc. constante
sur QN f(RZ). Comme {2 est connexe, cette fonction est en r éalit é constante sur €2. Par IL.5., elle ne vaut pas 0, et
donc elle vaut p > 0. (On montre que p = deg(f). Ce r ésultat s’énonce ainsi: fest un revétement de degré deg(f)
en dehors des valeurs critiques Af~.
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Corrigé de 'examen partiel du 21 novembre 2002

Questions de cours. — 1. — A= B,B#—=, A+ C,C = A,C = B,B #= C (on trouve les
contre-exemples dans le cours).
2. — f:Q — U est un difféomorphisme ssi f établit une bijection entre 2 et U, f est différentiable sur €2 et
1 est différentiable sur . Si f est de plus C* sur Q (k > 1), on sait que f~! est aussi C* sur U, des que E et F
sont complets (Théoréme 3.5).
3. — Théoreme de la moyenne : Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, 2 un ouvert de E et f: QQ — F une
application différentiable sur Q. Soient a,b € Q tels que [a,b] € Q, onaalors: ||f(b)—f(a)|| < sup [|Df)(b—a)l|r <
€la,b]

sup [ Dfie)llccer) - 10— all &
£€la,b]

Exercice I . — 1. — L’application B est bilinéaire, et Vf, g € E, |B(f,9)lcc = If - 9lloc < | fllco - 19]lco,
puisque la majoration ¢ € [0, 1], [£(t) - g()] < [£(D)] - 190 < £l - lglloc, domie 1~ glloc < [l/Toc - |9l On e
déduit la continuité de B, donc le caractere C> de B.

L’application A est linéaire. La continuité résulte de I'égalité : Vf € E, ||A(f)|lexe = || fllco- A est ainsi C*°.

2. — Ona: b=%BoA. Le Théoreme des applications composées et la question précédente montrent alors que b
est C*°. De plus : Vf € E,Vh € E,Db(f)(h) = (D%(fﬂf) o DA(f))(h) = D%(fyf)(A(h)) = DSB(fJ)(h,h) =2 f -h.
3 . — L’application L est linéaire. Ceci résulte directement de la structure d’espace vectoriel de E et de la définition

du symbole o : Vfiu € EEVA € RL(f+A-u)=(f+A-h)og=fog+A-uog=L(f)+ A-L(u). De plus
IL()lloe < [[flloc, done L est €.

4. — Ona® = Bo(L,b). Comme (3 est bilinaire continue par hypothese, 3 est C*°. Le caractere
C* de L et b donne le caractere C* de @ ((L,B) est C* car ses deux composantes le sont). On a alors :
Vf € BYh e E,DO)(h) = DBfog,2)(L(h), Db(s)(h)) = B(fog,2- f-h)+ B(hog, f?).

5 . — L’application ¥ est linéaire et Vf,h € E, || [¥(f)](R) oo < 2||Alloo * [ flloo + IBlloo * 1 flloe = 3l|Blloo « [|.floo-
On en déduit que Vf € E, [¥(f)|lzz:e) < 3||flloo- ¥ est ainsi continue, donc C*°.

¢ est bilinéaire et Vf, h € E, L € LIE;E), || [o(f,O](W)lloc = If - LR < [Iflloc - [[ER)lloc < [[flloo - NIl () - [[lloo-
Ce qui donne [[¢(f, £)l|r(z;z) < |If]l - €] et prouve la continuité de ¢. L’application ¢ est ainsi C*.

Comme B = 3, V1 € B, Vh € E, Dy (h) = 2-f -h-(fog)+ /- (hog) = [[2-h+ (fog) +(hog)- f] = /- [W(/)](h)] =
[p(f, (fDI(R), dou Vf € B, DOs) = [p(f, ¥(f))], et ainsi D® = p o (Idg, ¥).

Par le théoreme des applications composées, on en déduit : Vf,h € E, D?*®(h) = Dy(sup)(h, ¥(h)) =
¢(f,¥(h)) + ¢(h, ¥(f)). On en conclut que : Vf hk € E, D*®)(h)(k) = o(f, U(h))(k) + ¢(h, T(f))(k) =
f[2-k-(hog)+ (kog)-hl+h-[2-k-(fog)+ (kog)- f]. Noter que E x E 3 (h, k) — D?® 4 (h)(k) € E est bien
bilinéaire.

Exercice II . — 1 . — Soit a € Q, on considére C, = {b € Q,3(a,---,b)}. Soit alors b € C, et 7 > 0 tel
que la boule ouverte B(b,r) de centre b et de rayon r soit contenue dans Q. L’existence d’'un tel r est garantie par le
fait que  est ouvert. Sic € B(b,r), la convexité de la boule B(b, r) () assure que le segment [a, c] est contenu dans
la boule B(b,r), et donc dans Q. Comme il existe (a,---,b) C 2, on en déduit que £(a,---,b) U [b,c] C Qie c € C,.
On a donc prouvé que B(b,r) C C,, ce qui montre que C, est un ouvert (I).
p—1

2 . — Soient a, 8 € C,. Quelle que soit la ligne brisée ¢(a, - -+, ) = U [aj,a;41] joignant « & B (ie ap = o, ap = ),
j=0

comme f est différentiable sur et comme Vj € [0,p — 1], [aj,a;4+1] C Cq C £, le théoréme de la moyenne donne :

() Dans tout espace vectoriel normé une boule (ouverte ou fermée) est convexe. Soit en effet B(a, R) une

boule (disons ouverte) de centre a et de rayon R d’'unevn (E, || ||). Solent z,y € B(a, R). z € [z, y] ssi il existe

t €[0,1] tel que z = (1—t)z+ty. Onaalors ||z —a| = |[[(1—t)(z—a)+t(y—a)| < (1—t)||lz—al+t]|y—al <

(1-t)R+tR = R, donc z € B(a, R).

(1) Comme R est une relation d’équivalence, I’ensemble des classes d’équivalence par R forme une partition

de Q. On peut écrire : Q2 = U Ca,, avec I un ensemble d’indices tel que i # j = Cq4, N Cq; = 0. Comme

iel

Ca; = 2\ U Cq,;, €t comme U C,, est un ouvert de Q (puisque chaque C,, est ouvert par la question 1),
icl,i#j i€l,i#]

on en conclut que chaque classe C, est aussi un fermé de €. Les classes sont ainsi les composantes connexes

de €, et si 2 est connexe, Va € €2, C, = 2. Ce qui montre que si {2 est connexe, deux points de {2 peuvent

étre joints par une ligne brisée de 2, et donc que ) est connexe par arcs.
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[f(aj41 —aj)llr < sup  |IDfg)llewnipllaj+r — a;ll < Sup IDfe)llcwnimllaj+r — ajll. On en déduit, grace a
€Ca

£€laj,ai41]
p—1 p—1
linégalité triangulaire, que : || f(8)— f(a)||r < Z | f(aj+1—ajs)]| < gug) 1D fie)ll rmsry Z laj+1—aj]|. Donc quelle
§=0 cla §j=0

que soit la ligne brisée l(c, -+, 0) = [|f(B) = f(@)|lr < sup || D fie)llc@nim|€(a, -+, B)|. Cette derniére majoration
£eCq
donne enfin : || f(3) — f(a)||lr < ;ug) IDfie)llcrrnsry - d(ev, B).
€Ca
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Un corrigé de 'examen du 6 février 2003

Exercice I . — I1.1. — L’application II,, est n-linéaire. Sa continuité vient de la majora-
tion = [IL,(f1,- -, fo)ll < |fall--- Ifnll-  Cette application est par conséquent C*°, et quels que soient

(fr,--  fn), (ha, oo h) € E™, Dy gy (hay o hy) = Zfl“‘fjflhjfjJrl <o fn
i=1

1.2. — Les applications Cos : E — E et Sin : E — E définies par Cos(f) = cosof et Sin(f) = sinof sont C=
(voir Exercice I de examen de septembre 2003, ou réaliser ces applications comme séries d’applications C*°) et de
plus DCos¢(h) = —hSin(f) et DSing(h) = hCos(f). Notons p : E — E™ lapplication linéaire (dont on montre
facilement qu’elle est continue) définie par : p(f) = (f,---, f). Comme F, = CosolIl, op et G, = Sinoll, o p, on
déduit de la premiere question que F), et G,, sont C* et que : quels que soient f,h € E :

DFypy(h) = =n.h f"""Gn(f),  DGppy(h) = n.h.f" " Fu(f)

I.3. — L’application ® est linéaire. De plus || ®(f)(h)]| < ||f|I.I|R]l, ce qui prouve que ||®(f)|lcee) < [If]l et
que ® est continue (et que ||®||z(p;c(z;E)) < 1). On en conclut que ® est C>°. On peut aussi remarquer que ®

définie par :Iv)( fyh) = @(f)(h) est I'application IIz, qui par la premiére question est bilinéaire continue, puis invoquer
lisomorphisme ~ : L(E, E; E) — L(E; L(E; E)).

I.4. — Ona: DF,=-n®ollyo (Il,_1,G,) et DG, = n.® oIy o (Il,,_1, F,,). Par le Théoréme des applications
composées, F,, et G, sont C>. On remarque que pour obtenir ce résultat, il suffit de prouver que F,, et G, sont
différentiables (par une récurrence croiséee que permettent les expressions de DF;, et DG,,).

I.5. — Le théoréme de la moyenne montre que quel que soit z € R, |sin(z)| < supg| cos(x)|.|]z| < |z|. On en déduit
que quel que soit f € Bg, |F.(f)|| < |lf™|| < R et donc, puisque E est complet, que quel que soit f € Bg, la série

Z anF,,(f) est convergente et définit par conséquent bien un élément de E.
neN

L6. — Ona: [DF, M)l < nlhll]f]""", Ce qui donne : [[DF,pl < nflf|"~". Or la série Y n.an.r™ a
neN*
méme rayon de convergence R que la série dont elle est la dérivée. On en conclut que la série f — Z an-DFy(y) est

neN
localement uniformément convergente sur Br. Par le Théoreme du cours relatif & la différentiabilité des séries, on
en conclut que f +— S(f) est différentiable sur By (en réalité C*°, il suffit de majorer de la méme fagon toutes les

différentielles), et DS =" a,.DF,.
neN

Probléme

L1. — (2,9) € V ssi 9 + 22y — 22 = 0. En résolvant cette équation du second degré en z, on obtient :
(x,y) € Vssi z =y + |ylv/1+y. Comme z > 0, nécessairement y > 0, et dans ce cas la seule solution permise

est : 2z =y+y/1I+y. On en déduit que (z,y) € V ssi z = \/y+yyl+youz = —/y+yy/1+y. Onen

conclut, en notant ¥_ : [0,400[3> y — \y+yy/1+y € R_et ¢y : [0,+0> y — \Jy+yy/1+y € Ry que
{(z,y) € V;x <0} est le graphe de ¥_ et {(x,y) € V;x > 0} est le graphe de ;. On vérifie facilement par le calcul
que lin([)l+ Y’ (y) = —oco et 11161+ ¥l (y) = +o0.

y— y—

1.2. — Comme v, et 1_ sont continues et comme ¥, (0) = ¥_(0), liljrrl P4 (y) = o0, limy_, 400 Y (y) = —00,
y—-+oo

par le théoreme des valeurs intermédiaires, on a : Vz € R, il existe y, € Ry tel que (z,y,) est dans le graphe de
4. Par stricte monotonie de ¥4, y, est unique. De méme Vz € R”, il existe y, € R_ tel que (z,y,) est dans le
graphe de 14 et par stricte monotonie de 9_, y, est unique. On a donc défini une application ¢ : R — R, par
©(x) = yz. Le graphe de ¢ est V, et par construction la restriction ¢4 de ¢ & Ry est bijective, d’inverse ¢4. De
meéme la restriction ¢_ de ¢ a R_ est bijective, d’inverse ¢_.

7]
1.3. — f est C™ et quel que soit (x,y) in V tel que = # 0, a—]yt(x, y) = 3y + 222 # 0. Par le théoreéme de la fonction

implicite, Papplication qui & x associe y, est C*°. Mais cette application est (.
Comme la restriction de ¢ & Ry a pour inverse 1, par la question 1 on obtient lim+ o'(z) =1/ lim+ Yi(y)=0
z—0 y—0
et de méme lim ¢'(x) =1/ lim ¢’ (y) = 0. Cest-a-dire que lim ¢'(x) = 0.
r—0— y—0+ x—0
I.4. — ¢ est continue sur R et dérivable sur R, le théoreme des accroissements finis assure que pour tout z € R
z) — (0 z) — (0
existe 0, €]0, z] tel que : $lz) = 0(0) = ¢'(6,), on en conclut que : lim+ L(f() = lim+ ¢'(02) = 0. Autrement
- z—0 xTr — 0
dit ¢ est dérivable a droite, de dérivée nulle. Les mémes arguments montrent que ¢ est dérivable a gauche, de dérivée
nulle. On en conclut que ¢ est dérivable en 0, de dérivée nulle. De plus comme linb o'(x) = ¢'(0) et v est C*° sur
r—

R*, on a: ¢ est C* sur R.
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7]
I1.5. — Le théoréme de la fonction implicite ne s’applique pas en (0,0), car —f(0,0) = 0. On ne peut donc pas

dy
appliquer ce théoréme pour montrer que V est localement en (0,0) le graphe d’une application C', au-dessus des z.
Cependant comme le montre la question précédente, V' est localement en (0,0) le graphe de 'application ¢, qui est
C! au-dessus des z. Cette étude montre que la réciproque du théoréme de la fonction implicite n’a pas lieu.

X=Y_(y) X=V,(y)

IL.1. — Comme F{, ) est de degré 3, il est le produit soit de trois polynomes de degré 1, soit en d’un polynéme de
degré 1 et d’un polynéme irréductible de degré 2. Dans le premier cas F{q) possede trois racines, et une seule dans
le second.

I1.2. — y est racine multiple de F, ;) ssi F(’a b) (yo) = Fla,p)(yo) = 0, ie ssi (a,b,y0) € H N Y. Par définition, A est
I'ensemble des parametres (a,b) tels que F{qp) possede une racine multiple, on en déduit que A est la projection de
HNY sur R?awb).

I1.3. — (a,b) € A ssi F(/a,,b)(yO) = Flap)(y0) = 0ssi 3y>+a = 0et y*+ay+b=0. On en déduit que y =+ (—a/3)'/?

et b = —y* — ay. Finalement (a,b) € A ssi b = 2(—a/3)%/? ou b = —2(—a/3)*>/2. On en déduit I'allure de A et que
le nombre de composantes connexes de szb \ A est deux.

b=2(-a/3)"”

II.4. — Soit (a,b) € Ri,b tel que F{q,) possede trois racines distinctes y1,yz2, y3. Nécessairement (a,b) ¢ A, et donc
(a,b,y1), (a,b,y2), (a,b,ys3), ne sont pas dans X. On a alors : F(’a7b) (y1) #0, 7 € {1,2,3}. En applicant le théoreme
de la fonction implicite & F' en chacun des points (a,b,y;) de H, on obtient l'existence de voisinages ouverts Q; de
(a,b) dans R?a,b) et I, de y; dans R et d’applications C*°, ¢; : Q; — I, telles que H N Q; x I,, =Graphe(yp;).
Comme les y; sont distincts, on peut supposer, quitte a restreindre chaque I, que ces intervalles sont disjoints. On
peut aussi poser 2, ) = N2_,Q. On en déduit que si (o, 8) € Qap), 01, B), p2(a, B), 3(a, B) sont trois racines
de F, g, distinctes puisque les intervalles I, sont deux a deux disjoints.
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II.5.a.b — Si (a,b) est tel que F,; ne possede qu’une racine yo, (a,b) ¢ A, et comme pour la question
précédente, le théoreme de la fonction implicite donne I'existence d’applications C*°, wo : U(ap) — Lo, ot U(ap)
est un vosinage ouvert de (a,b) dans Riﬂb, Iy un voisinage ouvert de yo dans R et H N (Up) x Io) est le
graphe de . On en déduit que si (o, ) € Uap), po(a, B) est une racine de Fn 3. On peut alors écrire
Fos(y) = (y—wo(a, 8))(y*+ By+C) = y®>+ay+ 3. On obtient par dentification : B = ¢o(a, 8) et C = a—p3(a, ).
Le discriminant de y? + By + C) est par conséquent une fonction continue de («,3). Or ce discriminant est par
hypothese strictement négatif en (a,b); il le reste donc dans un vosinage de (a,b) inclus dans Uy et par suite, pour
(c, B) est dans ce voisinage, F,, 3 ne possede pour racine que ¢o(c, 3).

I1.6. — Les questions 4 et 5 montrent que v est une fonction localement constante sur Ri,b \ A, et donc constante
sur les deux composantes connexes de Ri,b \ A (égale a 1 ou 3).

I1.7. — L’arc v, d’équation (b = —a%/4,a > 0), rencontre A seulement en (0,0), car les systémes b = —a?/4, b =
2(—a/3)3/? et b = —a?/4, b = —2(—a/3)*/% n’ont que (0,0) pour solution. L’arc y\{0}, d’équation (b = —a?/4,a > 0),
étant connexe, il est contenu dans une des deux composantes connexes de Rib \A. Comme cette composante connexe
est aussi celle de (1,0), et que Fy o(y) = y(y?+1) n’a qu'une seule racine, quel que soit («, 8) € v(R*), F.g n’a qu’une
seule racine ¢o(c, 8). Par le théoréme des applications composées, 'application R\ {0} > z +— y = ¢o(222%, —2*) € R
est C*°. Le graphe de cette application est {(z,y) € R37b;F2z27_m4(y) =0,z #0} =V \{(0,0)}

b=2(-a/3)"”

Fa by POSSEde 1 racine sur cette composante

racine triple
/ a

1

2
b=-a /4

1 racine simple, 1 racine double

(V(x), %))
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Un corrigé de 'examen du 4 septembre 2003

Exercice I . — I.1.a — La fonction g est dérivable sur ]0,1[ et continue sur [0, 1], puisque dérivable sur R. Le théoréme des
accroissements finis donne ’existence d’un réel ¢ €]0,1[ tel que : g(1) — ¢g(0) = ¢’({)(1 = 0). Or ¢'(¢) = k.(¢'(y + ¢ - k) — ¢'(y)). 1l suffit
alors de poser y + ¢ -k =&, car £ € [y,y + k]

I.1.b — On remplace y par f(z) et k par h(z) dans (x).

I.l.c — f étant continue, f([0,1]) est un intervalle fermé et borné. Notons-le [a,b]. Comme par hypothese ||h|| < 1, (f + h)([0,1]) C
[a—1,b+1].

I.1.d — Sur lintervalle I, ¢’ est uniformément continue. Etant donné e > 0, il existe alors ) > 0 tel que | —y| <7 = |¢/ (&) —¢'(y)| < e.
Or si ||h|| < n, quel que soit € [0,1], | f(z) — &| < 7, lorsque &, € [f(x), f(z)+ h(x)]. L’inégalité (x*) donne alors 'inégalité demandée.
I.1.e — Par la question précédente, la définition de la différentiabilité de ® en f est vérifiée et de plus D@y : E 3 h— h.¢' o f € E ssi
lapplication E 3 h +— h.¢' o f € E est linéaire et continue. La linéarité est immédiate, et comme || h.' o f|| < ||h]| ‘SU];I) |@'(u)] et que ¢’

ue

est continue sur I, donc bornée sur I, la continuité est établie.
I.2.a— L est facilement linéaire et comme ||L(u)(h)|| < |lul.]|7||, on en déduit que L est continue et que ||L(u)|\£(E;E) < |lu]|. L’application
L étant facilement linéaire, la derniére inégalité prouve la continuité de L et ainsi son caractere C*. De plus [|Ll| 2 p. £(p.p)) < 1-
I.2.b — On a clairement D® = Lo ®.
I.2.c — Soit f € E et (fn)nen une suite de E de limite nulle (on peut supposer que Vn € N, [|f,]] < 1). On en déduit, comme
a la question I.1.c que que quel que soit n € N, (f + f,)([0,1] € I et f([0,1]) € I. Soit € > 0. Comme & la question I.1.d
il existe n > 0 tel que |z —y| < n = |¢'(2) — ¢'(y)| < e. On en déduit que, dés que n est assez grand pour que ||f,]| < 7,
ID(f + fo) —®(f) =@ o (f + fn) — ¢’ o f|| < €. Cest-a-dire que ®(f + fn) — (f), quand f, — 0, ce qui est la continuité de & en f.
Comme D® =L o ® et que L est C*°, on en conclut que ¢ est CL.

Montrons par récurrence sur p que “p est C¥ = ® est CP”. On vient de prouver cette proposition pour p = 1. Supposons-la vraie
pour Uentier p et montrons alors qu’elle est vraie pour p+ 1. Si p est C? 1 ¢’ est C? et par hypotheése de récurrence ® est alors C”. Mais
comme D® = Lo ® et que L est C*°, on en déduit que D® est CP, c’est-a-dire que ® est CPHL.

Exercice II . — IL.1 — L’application eg : E > f — f(0) € R est linéaire et comme |f(0)| < || f]|, cette application est continue,
A,, étant la somme de cette application et de ’application constante E 3 f — n? € R,
A, est C™°.
I1.2 — e étant continue et Pensemble Ny des carrés d’entiers étant un fermé de R, e; ' (Ny) et un fermé de E et donc Q = F \ e ' (Ny)
est bien un ouvert de E.
II.3 — i : R* — R la fonction définie par i(¢) = 1/t. On a ¢, =io0 A,. Comme A,(Q) C R* et que A, et ¢ sont C*, ¢, est bien C*.
O a de plus + Digu(y(1) = [Digenl1)) o DAwi}(0) = oul1)-D Ay () = 5 ohc

1
I1.4 — Soit f € E, on a, des que |f(0)] < n2/2, |f(0) + n?| > |n?| — |£(0)] > n?/2, et donc : | 5 < 2/n%. Comme la série
n

f0) +
Z 1/n? converge, il en est de méme de la série Z on(f).
neN neN

h(0 h . 1
IL.5 — On a |Dyyp(h)] = | © 7] ce qui donne : [|Dpy(p)ll 2y <

(n? + f(O))2| = 2+ FO)F ~ In?+ f(0)]?
BE(f,r) C Q. Quel que soit g € BE(f,7), |g(0)] < |f(0)| +r. Dés que n est

tel que n?/2 > |f(0)| +r, on a : Vg € BE(f,r), HD(p,,,(g)HE(E;R) <|

. Soit f e Qetr >0 tel que

1
| < 4/n* et donc la série Z Dy, est normalement
7yl < n
(9(0)+ n?)

convergente sur BZ(f,r). On en déduit que cette série est localement uniformément convergente sur Q. Comme de plus, par la question
précédente, Z pn converge simplement sur €2 vers ¢, on en conclut que ¢ est différentiable sur Q et que Dy = Z Do,

neN neN
I1.6 — L’application Ly (a) est facilement k-linéaire et comme |Lg(a)(hq,- -, hi)| < |a|.]|h1] - - ||h&||, cette application est continue. De
plus (L@ £ < Jal
II.7 — Lj est facilement linéaire et la derniére inégalité montre que L est continue (et que ||L||L:(R;L‘,(E><~~~><E<R)) < 1). On
a déja prouvé que Dy, = Lj oc; o @, Montrons que Vk € N* DFp, = Lj o ¢, o ¢, par récurrence sur k. Fixons

k € N* et supposons que DFp, = Liocy o, On a alors : DD p,)(h) = D*lo,(h) = (L o Degge, () ©
Do) (h) = Lleh(@n(1))-(Dpncs) ()] = Lil(=1)*k!(k + 1) J. On en déduit : D¥ g,y (he, - hyr1) =

(=151 (k + 1)1
(F(0) + n2)F+2

(f(0) +n?)*(£(0) +n?)?

Do gy (ha)(ha, -+ hy) = h1(0).h2(0) - - - hye(0) = [Lit1 0 cr1 0 @u] (f)(hay -+ hn).
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k!
I1.8 — On a, d’apres la question précédente : ||Dk<p,,,(f)|\£(Exme;R) < W On en déduit, comme pour la question IL.5,

que Z DF ©n est localement uniformément convergente sur €2, quel que soit k > 1, et donc que ¢ est C°°. De plus on sait qu’alors :

neN
DFyp = Z Dknpn, = Z Lit1 0cpy1 0 @n, ce qui par continuité et linéarité de Ly est Ly o Z Ck+1 © ©n et donne bien 1’égalité demandée.
neN neN neN
Exercice III . — IIL.1 — H! est la sphére unité centrée de R? et H, est le produit O, x P avec P la parabole de O, d’équation
z=1—19°

ITII.2 — Considérons f comme définie sur le produit Oy x O ., ¢’est-a-dire que la premiére variable de f est y et la seconde (z, z). Dans
ces conditions, Daf(y. (s,2)) € E(RQ; R2) a pour matrice représentative dans la base canonique de R?:

O gy Py,
8:1: z,Y,z 82’ x,Y,z _ 20 2z
0fa f2 0 1

%(%?ﬁz) E(%%Z)

Cette matrice est inversible ssi 2 # 0 ssi (z,y, 2) # P,Q ou R. Comme f est C*, le théoréme de la fonction implicite assure le résultat.
L3 — T, ={(2,2) € Oy ;2?2 + 2+ 22 =1Ly> =1—-2} = {(2,2) € Op ;2> + 1 — 2+ 22 =1} = {(2,2) € Oy ;2% = 2 — 22}
L’application z — v/z — 22 est définie sur [0, 1], croissante sur [0, 1/2], décroissante sur [1/2,1], et son graphe posseéde des demi-tangentes
verticales 0 et en 1. On en déduit, puisque I'; . est la réunion des graphes des deux applications z — Vz—22 et 2 — —V/z— 22, que
I'; . a l'allure donnée par la figure ci-dessous.

Loy ={(2,9) € Osy;2® + 9> +2° = Lz =1-y°} = {(,y) € Op ;2% + 97 + (1 —y°)* = 1} = {(2,y) € Oy ;2% —y*> +y* = 0}.
L’application y — +/y? — y* est définie sur [—1,1] et paire, croissante sur [0, \/W], décroissante sur [\/m, 1], et son graphe possede
des demi-tangentes de pente 1 en 0 et verticale en 1. On en déduit, puisque I';, est la réunion des graphes des deux applications
y—Vy?—y*et y — —/y? —y*, que 'y, & Dallure suivante :

z y

12

12

On en conclut que I' a l’allure suivante :

N
N

</

Au voisinage de @ et R, I' n’est pas la graphe d’une application du type de ¢, car I' rebrousse en @ et R le long de O, : si 7, est la
projection de R? sur O, Ug un voisinage de @ dans R*, on peut trouver b € Oy, b < 1 (suffisament proche de 1), tel que TI'y_l({b}) NC'Nig
est un ensemble constitué deux points.

ITII.4 — Considérons f comme définie sur le produit O, x O, ., ¢’est-a-dire que la premiére variable de f est x et la seconde (y, z). Dans
ces conditions, D f(z,(y,2)) € E(]R2; ]RZ) a pour matrice représentative dans la base canonique de R? :
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O 4y,2) e g,z
ay Y (92 Y B 2y 2z
of2 0f2 T\ 1

afy(x,y,z) E(%y%)

Cette matrice est inversible ssi (y # 0 et z # 1/2) ssi (z,y, 2) # P, A1, A, A3, Ay (ot Ay, As, A3, Ay sont les points de I tels que z = + ou
—1/+/2). En particulier cette matrice est inversible en Q et R. Comme f est C*, le théoréme de la fonction implicite assure le résultat.
En revanche, le croisement de I' e P interdit, qu’au voisinage de P, I" soit le graphe d’une application au-dessus d’un voisinaged’unedroite
de coordonnées.

ITL.5 — Si (a,b,c) # P, la droite tangente en (a,b,c) est (a,b,c) +ker(D fap.c)) i€ :

a(X —a)+bY —b)+c(Z—-¢c)=0, 2b(Y —=b)+(Z—-¢c)=0.
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Corrigé de 'examen partiel du 19 novembre 2003

Questions de cours. — C=B= A, A% B, A% C, B# C (sauf si f est Papplication linéaire nulle).

Probléme. 1.1 — L’application ¢ est linéaire. Sa continuité résulte de la majoration : ||(0, h)||rxe < ||h] &-
I-2. — Soit t € I. L’application L est la composée D f(; 4, 7. Elle est donc linéaire et continnue.
I-3. — Q,, =i, (Q). L'application i, étant continue, et Q étant un ouvert, £, est un ouvert de E. De plus zg = z9 + 0g € €,

donc Op € Q.

I-4. — Soit ¢t € I. L’application M est la composée M = for, ot 7 est 7(h) = (t,zo+h). f étant C* et 7 étant C> (de différentielle
D7(q)(k) = (O, k)), on en déduit par le théoreme des applications composées, que M est C! et que DMey(h) = D f(t,co+¢)(Or, h).

I-5. — Soit ¢t € I. L’application ¢ ;. est la somme de L, de M et de la constante f(t,20). Elle est donc de classe 1 et
Deitwol(e) (k) = D fit,20+6) (Ors k) = D fit,20) (Or, F)-
On a donc (£,&) — Dop 40 ) = RoDfoo—RoDfos, ot o(t,§) = (t,x0+ &) et s(t,§) = (,20). R est linéaire continue (car
(u,h) — R(u)(h) est bilinéaire continue), o et s sont C* (car leurs composantes le sont). Comme D f est par hypothese continue sur
J %, (t,8) ¥ Dojt,z0)(e) est continue sur I x Q.

I-6. — Soit ¢t € I. L'application : (u,&) + ||D[[u,ze]l(e) lc(z5r) est continue en (¢,0g), car composée de I'application continue
de la question précédente et de la norme || ||z(g;r), qui est elle aussi une application continue sur £(E;R) (les normes sont continues,
d’aprés la seconde inégalité triangulaire). Comme cette application vaut 0 en (t,0r), pout tout e > 0, il existe Qf, un voisinage ouvert
de 0g dans ,,, I; un voisinage ouvert de ¢ dans I tels que :

(u,€) € I; x U = || D[epuaolioll < e

I-7. — Vlintervalle I est recouvert par les intervalle I;, puisque Vt € I, t € I;. Soit alors un recouvrement fini de I par de tels
n

intervalles I, ,---, I, (par compacité de I). Clairement U,, = ﬂ QY est un ouvert de E contenant Og et répondant a la question, car
j=1

quitte & choisir une boule centrée en Og de rayon suffisamment petit pour que cette boule soit dans Uy, , on peut supposer U, convexe.
(la compacité est ici essentielle, car rien n’assure que 'intersection non finie ﬂ tho fournissent un ouvert non vide !)

tel
L’application ¢ 4, est différentiable sur Uy,, qui est convexe. Le théoreme de la moyenne entre Og et h, lorsque h € U,,, donne :
[@1t.20) () = @it = [f(t 20 + h) — f(t,20) — Dfit,20)(Ors h)| < subeeio, n) 1DPr.o)e) |l - [|RI]. Or par la question précédente,

Dot 26| < €, des que h € Uy, (indépendamment de ¢ € I). On en déduit que : supgcio,, n) [1DPr0)(e)ll < € pour b € Uy,.
I-8. — Par la question I-7, on a : (t,h) € I x Uy, = |f(t, 20+ h) — f(t, 20) — D ft,20) (O, )| < ekl
On en déduit que, dés que h € Uy, :
|é(x0 + h) — d(wo) — /[ Dtz O, h) dt| = | /[ Sz + h) = f(t.20) = D00 (Om, h) dt|
0,1 0,1

)
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s

< /[ 1050+ ) = £0,20) = D 05, )| < /[ IR de =l
0,1

I-9. — La question précédente montre que ¢ est différentiable en xg, de différentielle D¢ c)(h / Dfq, xo)(O]R,h) dt ssi

E>hw— D f(t.20)(OR, E) dt € R est linéaire et continue. La linéarité de cette application est claire, elle résulte de celle de 'intégrale
[0,1]

et de L. D'autre part, |/[ ]Df(t,%)(ok,ﬁ) | g/[ ]|Df<t,zD)(oR,E)| dtg/[ ]||Df(t,m0>||-||(oR,ﬁ)|| dt < ||| /[ 1D S . O
0,1 0,1 0,1 0,1

s s

I'application ¢ + || D f(; 2,) || est bornée sur le compact I, car continue (f est C 1). Son intégrale est alors également bornée, ce qui prouve

la continuité de E 3> h +— / D f(t,20) (O, ﬁ) dt € R.
[0,1

)

II-1. — Si (%) a lieu, (x%) aussi par le théoréme de Schwarz.
II-2. — L’application f est C*, car composée d’applications C* et de u et v, qui sont CL.
II-3. — Un calcul rapide (en utilisant le théoréme des applications composées) montre que :
of ou Ov
e ——(t,z,y) = u(t.x, ty)-i—mta (t.z,ty) +y.t 8 —(t.z, ty) et
0 ov
ajj(t z,y) = v(t.x, t.y) + y.t. 8J(tav Jty)+at 8J(tav ,ty)
ou ou ou ou 0
II-4. — On a: o —(t,z,y) = u(t.z, ty) + t.o.— % (tz,ty)+ty.— oy (t.z,t.y). Donc par (xx), on obtient : E(t,x,y) = a—i(t,x,y).
\%
De méme : g—z(t,x,y) = %—t(t,x,y).
II-5. et II-6. — D’aprés la partie I, Papplication ¢ est différentiable sur Q, puisque f est C!, et ses dérivées partielles sont
0 0 0 0
@) = Do(10) = [ Dfn(010) dt = [ Zhitiwy) dt, dememe o) = [ Sty de . Mais par 1
dy ' 0,1] o 0,1 9y Ox 0,1 O
[0, 5 oV (0,1] [0,1]
question qui précede, on a : f(t x,y) dt = / —(tyz,y) dt=V(1,z,y) — V(0,z,y) = v(z,y).
(0,1 9y (0,1 0t

0
De la méme fagon, on montre que : 8—¢(J:,y) = u(x,y).
x

Les dérivées partielles de ¢ sont u et v, qui sont C'. ¢ est donc C2.



Corrigés des exercices et des problemes - Année 2003-2004 155

Corrigé de 'examen du 2 février 2004

Questions de cours. — 1. A= B B4 A A=CC# A, C# B,B#C.
2. AABB=A AsC,AAD,D=A,C#B,B=C,D<B,C#D,D=C.

Exercice I. — I.1 — L’application F': I 3t — (f(t),g(t)) € E? est deux fois dérivable, car ses composantes le sont. Le produit
scalaire B: (| ): E X E — R est lui C*. Par le théoréme des applications composées, ¢ est donc deux fois dérivable.

I-2. — On a ¢'(t) = Dowy(1) = [DB(s(),9t)) © DF)](1) = (f()g' (1)) + (f'(t)]g(t)). En faisant jouer a g’ le réle de g et f’ celui
de f dans le calcul précédent, on obtient : ¢”(¢) = (f(t)|g”(t)) + (f'(®)|g’®)) + (f”"(@®)|g®)) + (f'(¥)]|g'(1)).

Exercice II. — II.1 — Notons L : E — R D’évaluation en 0. Cette application est linéaire et comme |L(f)| = |f(0)] < ||f|l, L
est continue, donc C*. D’autre part sin, cos : R — R sont C*°, par le théoréme des applications composées, ¢ est aussi C=°.

II-2. — Soient f,h € E. On a D¢y (h) = Dsingsy)(DL(sy(h)) = cos(f(0)) - h(0).

II-3. — Fixons h € E. L’application g — D¢ (h) est g — h(0)-1)(g) qui a pour différentielleen f : E 5 k +— —h(0)-k(0)-sin(f(0)).

Par (x), on a donc : D21/J(f)(h, k) = —h(0) - k(0) - sin(f(0)).

Exercice III. — III.1 — L’ensemble F = {p !, p € N} est un fermé de R car son complémentaire est réunion d’intervalles ouverts.
Comme Q = R?\ g~'(F), avec g(z,y) = zy et que g est continue, il s’agit bien d’un ouvert de R%. ¢g~'(F) est la réunion des hyperboles
{(z,y) € R*,y = pl/x}.

II1.2 — f, est C™, car en tant que fraction rationnelle, elle admet des dérivées partielles & tous les ordres sur 2. On a :
Ofn 2" Y nn!+ (1 -n)y) Ofn zntl
('T7y): ( ( P} ) )7 _("L‘7y):72
Ox (n! — zy) Oy (n! — zy)
II1.3 — Omn a:
|x|™ < A" A" A" _ Artt

nl —12---(p=1)p---(n=2)(n—1)n = p-(n—2)(n—1)n = A=2=ptl(p —1)n = (n—1)n

IIT.4 — Soit (a,b) un point de Q et » > 0 tel que B((a,b),r) C Q (un tel r existe puisque Q est un ouvert) Quel que soit
(z,y) € B((a,b),7), on a:
lz| <lal+r =0, |yl <|b]+r =25, [nl—zy|l=|n!— |2y

Or comme |zy| est borné par af, dés que n est assez grand, |n! — |zy|| = n! — |zy| > n! — af . Or comme 1/n!(n! — af) — 1 quand
n — oo, pour n assez grand n! — af > n!/2. On en conclut que quel que soit (z,y) € B((a,b),r), on a :

n—1 | n—1 n—1
|8fn, (2,9)] < 4. A" (n.nl +np) _ 4.A . 4.A ﬂ’
Oz nl? (n=1)! " (n—1)!
ofn 4. A7+ A
—= = <4.4.—
Gyl = T < el
4. A1 4. A1 A™
Or par la question précédente ( e | Il et 4.A.—' sont les termes généraux de séries numériques convergentes. On en
n—11" (n—1)! n!

conclut que les séries des dérivées partielles de f,, convergent normalement sur B((a,b),r) donc uniformément. Des majorations
du méme type montrent que la série f = ) .y fn est définie sur Q. On en conclut que ) . fn est différentiable sur Q et que

D fip () = b 5 e B2 0) + 5. 5 20
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2y — 3z

2y — 2

et 2y2/3 et décroissante entre 2y2/3 et y2. De plus son graphe posséde une demi-tangente verticale en y2; il a I’allure suivante :

Exercice IV. — IV.1 — La fonction fy est C> sur | — oo, yg[, de dérivée f; (z) = . fyo est donc croissante entre —oo

Ny
G<m

@
Ryed

/N z

IV.2 — L’intersection ‘H N IL,, est Uensemble {(z,y,2),z = 2\/y2 — 2} U {(z,y,2),x = —2z+/y2 — s}, il est donc donné par la
réunion du graphe de f,, et de son symétrique par rapport & son axe des abcisses Oz. D’autre part I'intersection H N1II,, est ’ensemble
{(x,y,2),2 =y?} U{(z,y,2),2 = 0}. On en déduit que H a I'allure suivante :

z
Points de H au voisinage
desquels H n’est pas un graphe
au-dessus de yOz

o

of
ox

Par conséquent Dgf( p) est inversible ssi a # 0. Par le théoreme de la fonction implicite, au voisinage d'un point P de H n’appartenant

IV.3 — Soit P = (a,b,c) € H. L’application f: R x R*((y,2),z) — f(z,y,2) € R est C*°. De plus DQﬁp)(h) = = (P).h = 2a.h.

pas & II,., H est le graphe d’une application C* du type (y, z) — x. Enfin au voisinage des points P de 'axe Oy cette propriété n’a pas
lieu (croisement) et au voisinage des points P de H NII,. cette propriété n’a pas lieu (en ces points H n’est pas étalé au-dessus de II,,,).
En dehors de ces points (au moins) TpH est bien défini et I'équation de TrH est : 2a(X — a) — 2bc2(Y —b) + 3c2(Z — ¢) = 0.

IV.4 — D’apres la version géométrique du théoreme de la fonction implicite, si ker(Dfpy) @ D = R3, pour au moins un axe de
coordonnées D, H est lisse en P. Or cette condition équivaut & dire que dim(ker(D f(py) = 2, puisqu’'un sous-espace de dimension 2 de R3
est nécessairement le supplémentaire d’un (au moins) des trois axes de coordonnées. Les points P en lesquels H n’est pas lisse sont donc &
rechercher parmi les points de H tels que : dim(ker(Df(py) = 0, 1 ou 3. Par le théoreme du rang, dim(Im(D f(p))) +dim(ker(D f(py) = 3
et dim(Im(D fpy) < 1, donc dim(ker(D f(py) = 0 ou 1 est impossible. La condition dim(ker(D f(py) = 3 donne D f(py = 0 ce qui conduit
a: P=(0,b0), avec b quelconque. Enfin le long de 'axe Oy H n’est pas lisse & cause du croisement. En conclusion H est lisse en P ssi
P € Oy.
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IV.5 — T est Dintersection de H et de la sphére unité de R®. On en déduit que I' a 'allure suivante :
CD
y
r <* >
/
o .
~
B
\J

IV.6 — Soit g(z,y,2) = 2% + 9% + 22, F(x,y,2) = (9(z,y, 2), f(2,9,2)) et }F(z7 (z,y)) = F(z,y, 2). Fest C et ﬁfl({O}) =T.
Soit P = (a,b,c) € I'. Comme Dy F(py a pour matrice jacobienne :

dg dg

g:?(P) g?(P) _ (2(1 2b2)
2a —2bc

%(P) 8_y(P)

Par le théoréme de la fonction implicite, I" est localement en P le graphe d’une application C* du type z — (z,y) lorsque ab(1+ c2) # 0.
- Pour P €T, la condition a = 0 donne (¢ = 0 et b> = 1) ou (¢ = b? et b + b* = 1), ce qui donne les points P = A = (0,1,0),

- Pour P €T, la condition b = 0 donne (a? = —c® et —c® + ¢? = 1). L’équation —c® + ¢ = 1 admet une unique solution «, car
I'étude de z — y = 22 — 2% montre que le graphe de cette application ne coupe qu’'une fois la droite y = 1. La condition (a? = —c? et
—c® + ¢® = 1) donne alors les points P = G = ((—a)%/2,0,a), P = J = (—(—a)?/2,0,q).

D’autre part au voisinage de ces six points I' ne peut pas étre le graphe d’une application du type z +— (x,y), car en A et B

se produit un croisement et en E, C, G, J, I' n’est pas étalé au-dessus de I'axe Oz. L’équation de la droite tangente en P est :
a(X —a) +b(Y —b) +¢e(Z —¢) =0,2a(X —a) — 2bc(Y —b) +3c3(Z —c) = 0.

IV.7 — D’apres la version géométrique du théoréme de la fonction implicite, si ker(DF(py) @Il = R?, pour au moins un plan de
coordonnées II, T est lisse en P. Or cette condition équivaut a dire que dim(ker(DFp)) = 1, puisqu’un sous-espace de dimension 1 de R3
est nécessairement le supplémentaire d’un (au moins) des trois plans de coordonnées. Les points P en lesquels I" n’est pas lisse sont donc a
rechercher parmi les points de I tels que : dim(ker(DF(p)) = 0, 2 ou 3. Par le théoreme du rang, dim(Im(DFp))) +dim(ker(DFpy) = 3
et dim(Im(DFpy) <2, donc dim(ker(DFp)) = 0 est impossible. Les points P en lesquels I' n’est pas lisse sont donc & rechercher parmi
les points de I tels que : dim(ker(DF(p)) = 2 ou 3. Notons que dim(ker(DF(p)) = {(X,Y, Z),aX +bY +cZ = 0,2aX —2bc*Y +3c*Z = 0}

- dim(ker(DFpy) = 3 donne DF(py = 0 ce qui conduit a P = (0,0,0), qui n’est pas un point de I".

- dim(ker(DF(p)) = 2 se produit lorsque P = (0,b,0), car alors {(X,Y, Z),2aX — 2bc*Y +3¢*Z = 0} = R3. Ceci conduit &4 P = A
ou P = B. Sia# 0 les deux sous-espaces {(X,Y, Z),2aX —2bc?Y +3c*Z =0} et {(X,Y,Z),aX +bY +cZ = 0} sont de dimension 2 et
dire que leur intersection est de dimension 2 revient & dire qu’ils sont confondus, ce qui conduit (b =0 et ¢ =0) ou (b=10et ¢ =2/3) ou
(b# 0 et ¢ = —1) qui ne donnent pas des points de I'. En conclusion I" ne peut étre non lisse qu’en A et B, et T' est effectivement non
lisse en ces points (croisement).
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Licence de Mathématiques
Université de Nice-Sophia Antipolis Année 2003-2004

Calcul différentiel - Corrigé de 'examen du 9 février 2004

Exercice I. — I.1 — Comme 7y est linéaire et continue, le théoreme des applications composées assure que 7 est de méme classe
de différentiabilité que « et de plus 7' (t) = my (7' (t)).

I-2. — Ona 5@ = V/[lv@I - 7] = 1.

I-3. — On note x la norme || ||. On sait que p est C* sur R™ \ {0} et que Dpyqy(h) = (alh)/||al|, pour tout a # 0,h € R". On
note 7 : R* — R la fonction définie par i(z) = 1/z et B : R x R"™ — R" l’application bilinéaire continue définie par B(z,h) = x - h. On
alors : 4 = Bo(iopo~y,v). Le théoréme des applications composées assure que 7 est de méme classe de différentiabilité que v et de plus

apres calculs :
RAO RS0

RO CTERARE .

7 (t) = Dyy(1) =
I-4. — Comme 7(t) est de norme 1 et orthogonal par définition & s(t), on a :

(Y OF®) =r@OFOF®) + G@)s@t) = r().

De sorte que I'égalité (x) s’écrit :

. 1 o 1 ~ 1
t — t t)y(t —r(t)y(t
70 = i [0 = CORET0)| = i [0 = 070 = o0
Exercice II. — IL.1 — R\ F est réunion des intervalles ouverts |p?, (p + 1)2[,p € N. F est ainsi un fermé de R. Comme

Q=R2?\ g~ 1(F), ot g(z,y) = zcos(y) et que g est continue, Q est bien un ouvert de R2.

II-2. — f, est le rapport de deux applications C* sur 2, dont le dénominateur ne s’annule pas.
Ofn 2 i
II-3. — Ona: a];’(m,y) = ycos(x)(n (nj C,Oi(gé())z(;)z;;%(y) sm(x). Soit (a,b) € Q et r > 0 tel que B((a,b),r) C Q (ce qui est

possible puisque Q est ouvert). Des que (z,y) € B((a,b),r), on a :

a = min(ja+rl,Ja — r]) < J2| < max(a + 7], |a - r[) = 4,

et
B =min(b+r|,[b—r|) < |yl < max(|b+r[,|b—r|) =B
0 B(n?+A) +
par conséquent pour tout (z,y) € B((a,b),r) : afn (z,y)] < %, terme général d’une série numérique convergente. On en
x n?—a
0
déduit que la série Z % est normalement convergente sur B((a,b),r), et donc cette seérie est localement uniformément convergente
neN z
sur 2. On montre qu’il en est de méme pour Z f"’. Comme quel que soit (z,y) € Q, la série Z fn(z,y) converge (méme type de
neN neN
majoration), Z fn(x,y) définit bien une application différentiable f sur €, dont les dérivées partielles sont :

neN

e =Y e e =X T

neN neN
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La convergence de ces séries de fonctions continues étant uniforme, les dérivées partielles de f sont continues sur €2, ce qui signifie que f
1
est C.

Exercice ITI. — IIL.1 — Si (z,y,2) € H, 22+ 22 =y’ —y* >0 yc[-1,1]et 2?2 +22 =92 —yt & 22 +22 = (—y)? - (—y)L.
En notant H* = H N {(x,y,2) € Ry > 0}, on obtient H = HT Us(HT), o1 s est la symétrie de plan TI,,.
III.2 — H N1l est le cercle du plan I, de centre (0,yo,0) et de rayon \/y2 — y3.

= y(1- 2y2)’ et lim 7’(y) = —oo, lim r(y) =r(0)

N =0 y—0

II1.3 — r est continue, dérivable sur |0,1[. On a : r'(y) = 1. D’ou lallure

suivante pour le graphe de r :

1/2

L
+
0 12 1

On en déduit ’allure de H :

0
II1.4 — D’apres le théoreme de la fonction implicite, P répond a la question lorsque —f(P) = 2a # 0. 1l s’agit donc de tous les

points de H qui ne sont pas dans II,.. En de tels point I’équation du plan tangent & H est ? (P) (Xfa)+a— (P) (be)+g (P)(Z—¢)=0
i x z

/
Jy 7]
ie 2a(X — a) + (4b® — 2b)(Y — b) + (2¢)(Z — ¢) = 0.

III.5 — D’apres la version géomfrique du théoréme de la fonction implicite, H est lisse en P lorsque ker(D fip)) ® A = R3 o A
est une des trois droites Oz, Oy, Oz, ce qui implique nécessairement que dim(ker(D f(p))) = 2. Mais d’autre part un plan de dimension
2 est nécessairement supplémentaire d’au moins une des trois droites Ox, Oy, Oz.

IT1.6 — Les points de H en lesquels  n’est pas lisse sont donc contenus dans ’ensemble des points P tels que dim(ker(D f(p))) = 0,1
ou 3. Comme Dfpy: R?® — R, le théoréme du rang assure que dim(ker(D f(p))) = 2 ou 3. Les points de H en lesquels H n’est pas lisse
sont donc contenus dans I’ensembles des points P tels que dim(ker(D f(p))) = 3, ie D f(py = 0, ce qui donne P = 0. Réciproquement en 0,
'H n’est pas lisse, car quel que soit I'ouvert € contenant 0 inclus dans un des trois plans IL,,, I, II, ., il existe © € Q tel que HN (z+ A)
(A droite vectorielle orthogonale au plan en question) n’est pas un singleton.
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II1.7 — KNIL, est {(z,y,2) € R® 22 +y? = 222}, il s’agit du cercle de II,, de centre (0,0, zp) et de rayon v/2z. D’ou I'allure de
K:

I11.8 — (z,y) est dans le projeté de I sur II,, ssi il existe 2 € R tel que : 22 +y? = 222 et 22 + 22 = y? — y*. Si (z,y) est dans
le projeté de I' sur Il,,, on a la relation : 2 = 1/3y? — 2/3y?. L’étude de Dapplication y — +/1/3y> — 2/3y* conduit & l'allure suivante
pour le projeté de I' sur Il :

1/2(6)"2

12

Et donc I’allure suivante pour I :

I11.9 — D’aprés la version géomfrique du théoréme de la fonction implicite, I' = F~({0}) est lisse en P lorsque ker(DF(py)®Il = R3,
ott IT est une des trois plans de coordonnées, ce qui implique nécessairement que dim(ker(DF(p))) = 1. Mais d’autre part une droite
vectorielle de R? est nécessairement supplémentaire d’au moins une des trois plans de coordonnées.

ITI1.10 — Les points de I en lesquels I' n’est pas lisse sont donc contenus dans I’ensemble des points P tels que dim(ker(DFp))) = 0,2
ou 3. Comme DF(py : R® — R?, le théoréme du rang assure que dim(ker(DF(py)) = 2 ou 3. Les points de I" en lesquels I" n’est pas lisse
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sont donc contenus dans I’ensembles des points P tels que dim(ker(DFpy)) =3 ou 2.

— Dans le premier cas DF(py) = 0, ce qui donne D f(py = Dg(py = 0, soit P =0

— Dans le second cas, toujours par le théoreme du rang Im(DF|p)) est de dimension 1, ie que gradf py et gradg p) sont proportionnels,
ce qui conduit encore & P = 0.

Réciproquement en 0, " n’est pas lisse, car quel que soit 'ouvert €2 contenant 0 inclus dans une des trois droites Oz, Oy, Oz, il existe
x € Q tel que I' N (x + II) (II plan vectoriel orthogonal & la droite en question) n’est pas un singleton. La droite tangente & I' en P # 0
est P+ ker DF(py = P+ (ker D f(py Nker Dg(py), ie I'intersection des plans tangents en P & H et K. L’équation de la droite tangente &
I" en P # 0 est par conséquent :

{Qa(X —a)+ (4> —20)(Y = b)+ (2¢)(Z —¢c) = 0
20(X —a)+2b(Y —b) —4c(Z —¢) =

|
o



