
D'après la formule d'intégration d'Euler-Maclaurin on a 

 

∫ 𝒇(𝒕)𝒅𝒕
𝒃

𝒂

= 𝒉
𝒇(𝒂) + 𝒇(𝒃)

𝟐
+ 𝒉 ∑ 𝒇(𝒂 + 𝒌𝒉)

𝑵−𝟏

𝒌=𝟏

− ∑ 𝑩𝟐𝒌

 𝒇(𝟐𝒌−𝟏)(𝒃) − 𝒇(𝟐𝒌−𝟏)(𝒂)

(𝟐𝒌)!
𝒉𝟐𝒌

∞

𝒌=𝟏

 

 

Donc 

ℎ ∑ 𝑓(𝑎 + 𝑘ℎ)

𝑁−1

𝑘=1

= ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

− ℎ
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
+ ∑ 𝐵2𝑘

 𝑓(2𝑘−1)(𝑏) − 𝑓(2𝑘−1)(𝑎)

(2𝑘)!
ℎ2𝑘

∞

𝑘=1

 

 

Posons  

𝒂 = 𝟎    ;    𝒃 = 𝒙    ;    𝑵 = 𝟐𝒏   ;   𝒉 =
𝒙

𝟐𝒏
 

 

𝑥

2𝑛
∑ 𝑓 (

𝑘𝑥

2𝑛
)

2𝑛−1

𝑘=1

= ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

−
𝑥

2𝑛

𝑓(0) + 𝑓(𝑥)

2
+ ∑ 𝐵2𝑘

 𝑓(2𝑘−1)(𝑥) − 𝑓(2𝑘−1)(0)

(2𝑘)!
(

𝑥

2𝑛
)

2𝑘
∞

𝑘=1

 

 

 

Appliquons cette formule à la fonction tan 

 

𝑥

2𝑛
∑ 𝑡𝑎𝑛 (

𝑘𝑥

2𝑛
)

2𝑛−1

𝑘=1

= ∫ 𝑡𝑎𝑛(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

−
𝑥

2𝑛

𝑡𝑎𝑛(0) + 𝑡𝑎𝑛(𝑥)

2
+ ∑ 𝐵2𝑘

 𝑡𝑎𝑛(2𝑘−1)(𝑥) − 𝑡𝑎𝑛(2𝑘−1)(0)

(2𝑘)!
(

𝑥

2𝑛
)

2𝑘
∞

𝑘=1

 

𝑥

2𝑛
∑ 𝑡𝑎𝑛 (

𝑘𝑥

2𝑛
)

2𝑛−1

𝑘=1

= −𝑙𝑛(cos(𝑥)) −
𝑥

2𝑛

𝑡𝑎𝑛(𝑥)

2
+ ∑ 𝐵2𝑘

  𝑡𝑎𝑛(2𝑘−1)(𝑥) − 𝑡𝑎𝑛(2𝑘−1)(0)

(2𝑘)!
(

𝑥

2𝑛
)

2𝑘
∞

𝑘=1

 

 

Prenons  

𝑥 =
𝜋

4
 

 

𝜋

4 × 2𝑛
∑ 𝑡𝑎𝑛 (

𝑘𝜋

4 × 2𝑛
)

2𝑛−1

𝑘=1

= −𝑙𝑛(cos (
𝜋

4
)) −

𝜋

4 × 2𝑛

𝑡𝑎𝑛 (
𝜋
4)

2
+ ∑ 𝐵2𝑘

  𝑡𝑎𝑛(2𝑘−1) (
𝜋
4) − 𝑡𝑎𝑛(2𝑘−1)(0)

(2𝑘)!
(

𝜋

4 × 2𝑛
)

2𝑘
∞

𝑘=1

 

 

Pour n=1 

 

𝜋

8
∑ 𝑡𝑎𝑛 (

𝑘𝜋

8
)

1

𝑘=1

= −𝑙𝑛(cos (
𝜋

4
)) −

𝜋

8

1

2
+ ∑ 𝐵2𝑘

  𝑡𝑎𝑛(2𝑘−1) (
𝜋
4) − 𝑡𝑎𝑛(2𝑘−1)(0)

(2𝑘)!
(

𝜋

8
)

2𝑘
∞

𝑘=1

 

∑ 𝑡𝑎𝑛 (
𝑘𝜋

8
)

1

𝑘=1

= −
8

𝜋
𝑙𝑛(cos (

𝜋

4
)) −

1

2
+ ∑ 𝐵2𝑘

  𝑡𝑎𝑛(2𝑘−1) (
𝜋
4) − 𝑡𝑎𝑛(2𝑘−1)(0)

(2𝑘)!
(

𝜋

8
)

2𝑘−1
∞

𝑘=1

 

 

∑ 𝐵2𝑘

  𝑡𝑎𝑛(2𝑘−1) (
𝜋
4) − 𝑡𝑎𝑛(2𝑘−1)(0)

(2𝑘)!
(

𝜋

8
)

2𝑘−1
∞

𝑘=1

= 𝑡𝑎𝑛 (
𝜋

8
) +

8

𝜋
𝑙𝑛 (cos (

𝜋

4
)) +

1

2
 

 

 

 

 

 



D’après une autre étude que j’ai fait j’ai remarqué que 

𝒕𝒂𝒏(𝟐𝒌−𝟏) (
𝝅

𝟒
) − 𝒕𝒂𝒏(𝟐𝒌−𝟏)(𝟎) = |𝑩𝟐𝒌|

𝟐𝟐𝒌(𝟐𝟐𝒌 − 𝟏)(𝟐𝟐𝒌−𝟏 − 𝟏)

𝟐𝒌
 

Par un remplacement simple on aura 

∑ 𝐵2𝑘

  |𝐵2𝑘|
22𝑘(22𝑘 − 1)(22𝑘−1 − 1)

2𝑘
(2𝑘)!

(
𝜋

8
)

2𝑘−1
∞

𝑘=1

= 𝑡𝑎𝑛 (
𝜋

8
) +

8

𝜋
𝑙𝑛 (cos (

𝜋

4
)) +

1

2
 

∑ 𝐵2𝑘|𝐵2𝑘|
22𝑘(22𝑘 − 1)(22𝑘−1 − 1)

2𝑘(2𝑘)!
(

𝜋

8
)

2𝑘−1
∞

𝑘=1

= 𝑡𝑎𝑛 (
𝜋

8
) +

8

𝜋
𝑙𝑛 (cos (

𝜋

4
)) +

1

2
 

2 ∑ 𝐵2𝑘|𝐵2𝑘|
22𝑘−1(22𝑘 − 1)(22𝑘−1 − 1)

2𝑘(2𝑘)!
(

𝜋

8
)

2𝑘−1
∞

𝑘=1

= 𝑡𝑎𝑛 (
𝜋

8
) +

8

𝜋
𝑙𝑛 (cos (

𝜋

4
)) +

1

2
 

2 ∑ 𝐵2𝑘|𝐵2𝑘|
(22𝑘 − 1)(22𝑘−1 − 1)

2𝑘(2𝑘)!
(

𝜋

4
)

2𝑘−1
∞

𝑘=1

= 𝑡𝑎𝑛 (
𝜋

8
) +

8

𝜋
𝑙𝑛 (cos (

𝜋

4
)) +

1

2
 

 

Finalement 

 

∑ 𝑩𝟐𝒌|𝑩𝟐𝒌|
(𝟐𝟐𝒌 − 𝟏)(𝟐𝟐𝒌−𝟏 − 𝟏)

𝟐𝒌(𝟐𝒌)!
𝒙𝟐𝒌−𝟏

∞

𝒌=𝟏

=
𝟏

𝟐
𝒕𝒂𝒏 (

𝝅

𝟖
) +

𝟒

𝝅
𝒍𝒏 (𝐜𝐨𝐬 (

𝝅

𝟒
)) +

𝟏

𝟒
 

 

 

 

 

 


