Conjetura de Hodge

Los Problemas del Milenio

Vicente Munoz (UCM)

Vicente Munoz

Universidad Complutense de Madrid

1-3 Junio 2011

Conjetura de Hodge. Nociones basicas

1-3 Junio 2011




Conjetura de Hodge

William V. D. Hodge (1903-1975)
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Conjetura de Hodge

Problema propuesto por W. Hodge en el International Congress of
Mathematicians de Cambridge (US) en el ario 1950.
Conjetura en las siguientes areas:
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Conjetura de Hodge

Problema propuesto por W. Hodge en el International Congress of
Mathematicians de Cambridge (US) en el ario 1950.
Conjetura en las siguientes areas:

@ Geometria Diferencial
@ Topologia
@ Geometria Algebraica

@ Con ramificaciones en Geometria Aritmética, Variable Compleja,
etc.
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1. Crash Course (1 hora) en Geometria y Topologia

a Homologia y cohomologia

@ Homologia singular

@ Formas diferenciales

@ Dualidad de De Rham
@ Dualidad de Poincaré
Q

Representacion de homologia por subvariedades

9 Geometria compleja

@ Variedades complejas
Cohomologia de Dolbeault

Descomposicién de Hodge
Teorema de Kodaira

)
@ Variedades Kahler
()
)
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Homologia singular

La homologia “cuenta” los agujeros de un espacio X.
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Homologia singular

La homologia “cuenta” los agujeros de un espacio X.

Fue introducida por H. Poincaré en 1895.

Jules Henri Poincaré (1854-1912)
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Homologia singular

k-simplices: S: [0,1]F — X
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Homologia singular

k-simplices: S: [0,1]F — X
k-cadenas: T =) n;S;, nj € Z

Ck(X) ={T =) n;S;, S son k-simplices}
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Homologia singular

Borde de una k-cadena: 0T = > n; (0S;)
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Homologia singular

Borde de una k-cadena: 0T = > _ n; (0S))
k-ciclos: Zx(X) = {T € Cx(X) | 0T = 0}
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Homologia singular

Borde de una k-cadena: 0T = > _ n; (0S))
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Homologia singular

Borde de una k-cadena: 0T = > _ n; (0S))
k-ciclos: Zx(X) = {T € Cx(X) | 0T = 0}
k-bordes: Bx(X) ={T € Cx(X) | T=0T', T' € Cx1(X)}

B (X) C Zk(X)

Homologia singular de X: Hy(X,Z) = ZKE);;
K
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Homologia singular

Borde de una k-cadena: 0T = > _ n; (0S))
k-ciclos: Zx(X) = {T € Cx(X) | 0T = 0}
k-bordes: Bx(X) ={T € Cx(X) | T=0T', T' € Cx1(X)}

Bk(X) C Zk(X) L ix

Homologia singular de X: Hy(X,Z) = k(X)
Bk(X)

La homologia Hk(X, Z) calcula los agujeros de X.
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Homologia singular

Usando coeficientes en un cuerpo k = Q, R, C:
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Homologia singular

Usando coeficientes en un cuerpo k = Q, R, C:
tenemos la homologia singular rational, real o compleja
Hk(X7 k) — Hk(X,Z) ® k
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Homologia singular

Usando coeficientes en un cuerpo k = Q, R, C:
tenemos la homologia singular rational, real o compleja
Hk(X7 k) — HK(X7Z) ® k

La homologia sobre k elimina la torsién.
SiHK(X,Z) = Z" ® Za, ® ... D Ly, entonces Hy(X, k) =k’
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Homologia singular

Usando coeficientes en un cuerpo k = Q, R, C:
tenemos la homologia singular rational, real o compleja
Hk(X7 k) — HK(X7Z) ® k

La homologia sobre k elimina la torsién.
SiHK(X,Z) = Z" ® Za, ® ... D Ly, entonces Hy(X, k) =k’

Si[T] € Hk(X,Z) es un elemento de torsion, existe un natural ¢ > 1 tal
que ¢/[T] =0, y por tanto ¢ T es un k-borde.
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Formas diferenciales

M variedad diferenciable

RH

(xh te 7sz)

En cada punto p se pueden poner coordenadas (locales) (xi, ..., Xn)
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Formas diferenciales

1-forma:a = ) fid;

1<i<n
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1-forma:a = ) fid;
1<i<n
k-formas:a =) fi.j dx, AL AdX,
iy <<l
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Formas diferenciales

1-forma:a = ) fid;

1<i<n
k-formas:a =) fi.j dx, AL AdX,
<<l
Abreviando: a = » " fidx; (donde /= {i,...,ik})
=k

QX(M) = el espacio de las k-formas.

Diferencial exterior: d : QX(M) — Q<1 (M)
: of
Para funciones f € Q°(M) = C>*(M), df = ) o O

1<i<n !
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Formas diferenciales

1-forma:a = ) fid;

1<i<n
k-formas:a =) fi.j dx, AL AdX,
<<l
Abreviando: a = » " fidx; (donde /= {i,...,ik})
=k

QX(M) = el espacio de las k-formas.

Diferencial exterior: d : QX(M) — Q<1 (M)

of
: 0 __ (700 — - .
Para funciones f € QO(M) = C®(M), df = Z X dx;
1<i<n
Paraa = ) fidx, da= > dfiAdx, A...Adx,

=k )=k
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Formas diferenciales

1-forma:a = ) fid;

1<i<n
k-formas:a =) fi.j dx, AL AdX,
<<l
Abreviando: a = » " fidx; (donde /= {i,...,ik})
=k

QX(M) = el espacio de las k-formas.

Diferencial exterior: d : QX(M) — Q<1 (M)

of
: 0 __ (700 — - .
Para funciones f € QO(M) = C®(M), df = Z X dx;
1<i<n
Paraa = ) fidx, da= > dfiAdx, A...Adx,

l|=k =
Formas cerradas: ZX(M) = {a € QX(M) | da = 0}
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Formas diferenciales

1-forma:a = ) fid;

1<i<n
k-formas:a =) fi.j dx, AL AdX,
<<l
Abreviando: a = » " fidx; (donde /= {i,...,ik})
=k

QX(M) = el espacio de las k-formas.

Diferencial exterior: d : QX(M) — Q<1 (M)

of
: 0 __ (700 — - .
Para funciones f € QO(M) = C®(M), df = Z X dx;
1<i<n
Paraa = ) fidx, da= > dfiAdx, A...Adx,

=k )=k

Formas cerradas: ZX(M) = {a € QX(M) | da = 0}
Formas exactas: BX(M) = {a € QX(M) | a = dB}

Vicente Munoz (UCM) Conjetura de Hodge. Nociones basicas 1-3 Junio 2011



Cohomologia de De Rham

La diferencial exterior satisface d> =0 — BX(M) c ZX(M)
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Cohomologia de De Rham

La diferencial exterior satisface d> =0 — BX(M) c ZX(M)

k
Cohomologia de De Rham: HX(M) = %

Vicente Munoz (UCM) Conjetura de Hodge. Nociones basicas 1-3 Junio 2011



Cohomologia de De Rham

La diferencial exterior satisface d? =0 = BX(M) c ZX(M)
. ZK(M)
. gk _
Cohomologia de De Rham: H*(M) = BR(M)
La cohomologia de De Rham nos da la obstruccidén a que una forma
cerrada sea exacta.

Georges de Rham (1903-1990)
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Dualidad de De Rham

De Rham (1931) observo la siguiente dualidad entre cohomologia y
homologia:
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Dualidad de De Rham

De Rham (1931) observo la siguiente dualidad entre cohomologia y
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Sea T =Y \;S; € Ck(M), a € QK(M)
Tenemos laintegral [t =3\ [g o
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Dualidad de De Rham

De Rham (1931) observo la siguiente dualidad entre cohomologia y
homologia:

Sea T =Y \;S; € Ck(M), a € QK(M)
Tenemos laintegral [t =3\ [g o

Teorema de Stokes: [,qa = [gda

/ HK (M) @ Hg(M,R) — R

Teorema de De Rham

La integral induce un isomorfismo: HX(M) —s Hy (M, R)*
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Dualidad de Poincaré

M variedad compacta y orientada de dimension n
~» podemos integrar n-formas en M
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Siw = dp, entonces [,,w = [;,dB8 = [,,8=0
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Dualidad de Poincaré

M variedad compacta y orientada de dimension n
~» podemos integrar n-formas en M

Siw = dp, entonces [,,w = [;,dB8 = [,,8=0
Aplicacion integral: [,, : H'(M) — R
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Dualidad de Poincaré

M variedad compacta y orientada de dimension n
~» podemos integrar n-formas en M

Siw = dp, entonces [,,w = [;,dB8 = [,,8=0
Aplicacion integral: [,, : H'(M) — R
HK(M) @ H'=K(M) — R
(O{, B) = f/\/] a N 6
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Dualidad de Poincaré

M variedad compacta y orientada de dimension n
~» podemos integrar n-formas en M

Siw = dp, entonces [,,w = [;,dB8 = [,,8=0
Aplicacion integral: [,, : H'(M) — R

HK(M)(X)Hn_k(M) — R
(o, B) e fMa/\B

es un pairing perfecto, es decir, produce un isomorfismo

HA (M) = H'*(M)*
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Dualidad de Poincaré

M variedad compacta y orientada de dimension n
~» podemos integrar n-formas en M

Siw = dp, entonces [,,w = [;,dB8 = [,,8=0
Aplicacion integral: [,, : H'(M) — R

HE(M) @ H'-K(M) — R
(aaﬁ) = fMaAB

es un pairing perfecto, es decir, produce un isomorfismo

HA (M) = H'*(M)*

Combinando la dualidad de De Rham con la dualidad de Poincaré:

PD : H*(M) = H,_x(M,R)
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Dualidad de Poincaré

Clase de cohomologia asociada a una subvariedad:
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Dualidad de Poincaré

Clase de cohomologia asociada a una subvariedad:

Sea S ¢ M una subvariedad compacta y orientada de codimension k,
esdecirdmS=n—k
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Dualidad de Poincaré

Clase de cohomologia asociada a una subvariedad:

Sea S ¢ M una subvariedad compacta y orientada de codimension k,
esdecirdmS=n—k
Triangulando S obtenemos una clase de homologia [S] € H,_ (M, Z)
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Dualidad de Poincaré

Clase de cohomologia asociada a una subvariedad:

Sea S ¢ M una subvariedad compacta y orientada de codimension k,
esdecirdmS=n—k
Triangulando S obtenemos una clase de homologia [S] € H,_ (M, Z)

Por tanto tenemos PD[S] € HX(M)
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Dualidad de Poincaré

Clase de cohomologia asociada a una subvariedad:

Sea S ¢ M una subvariedad compacta y orientada de codimension k,
esdecirdmS=n—k
Triangulando S obtenemos una clase de homologia [S] € H,_ (M, Z)

Por tanto tenemos PD[S] € HX(M)

Existe ag € QX(M) tal que PD[S] = [ag]
Método geométrico de construir ag: regularizar la corriente de
integracion a lo largo de S. El resultado es la forma de Thom de S
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Representacion de homologia por subvariedades

Sea M una variedad compacta y orientada.
Si S ¢ M es una subvariedad de codimension k, entonces
[S] S Hn—k(M7 Z) = Hk(Ma Z) - Hk(MvR)
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Representacion de homologia por subvariedades

Sea M una variedad compacta y orientada.
Si S ¢ M es una subvariedad de codimension k, entonces
[S] S Hn—k(M> Z) = Hk(Ma Z) - HK(M7R)

En 1953, René Thom se planted la siguiente pregunta:

Si o € HX(M, Z), ¢ existe una subvariedad S ¢ M tal que a = PD[S]?
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Representacion de homologia por subvariedades

Sea M una variedad compacta y orientada.
Si S ¢ M es una subvariedad de codimension k, entonces
[S] S Hn—k(M> Z) = Hk(Ma Z) - HK(M7R)

En 1953, René Thom se planted la siguiente pregunta:

Si o € HX(M, Z), ¢ existe una subvariedad S ¢ M tal que a = PD[S]?

La respuesta es NO en general, pues hay problemas con la torsion

(hay clases de torsidn que no se pueden representar por
subvariedades lisas).
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Representacion de homologia por subvariedades

Sin embargo, es cierto que siempre existe m > 0 tal que
ma = PD[S],

para cierta subvariedad S de M. Este resultado lo prob6 R. Thom
(medalla Fields en 1958).

René Thom (1923-2002)
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Variedades complejas

Una variedad compleja es como una variedad diferenciable
cambiando R por C

M variedad compleja: cada punto p tiene unas coordenadas
complejas (z1, ..., 2n)

Vicente Munoz (UCM) Conjetura de Hodge. Nociones basicas 1-3 Junio 2011



Variedades complejas

Escribimos

z= X +1y

Por tanto, (x1, ¥1, - .-, Xn, ¥n) Son coordenadas reales, y M es una
variedad diferenciable de dimension 2n.
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Variedades complejas

Escribimos
Zj =X +1y

Por tanto, (x1, ¥1, - .-, Xn, ¥n) Son coordenadas reales, y M es una
variedad diferenciable de dimension 2n.

Ejemplos:
@ Espacio proyectivo complejo.
PNC)={lzo:...:zn]|[20: ... :2y] = D20 : ... : Azn], A € CF)
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Variedades complejas

Escribimos

z= X +1y

Por tanto, (x1, ¥1, ..., Xn, ¥n) SOn coordenadas reales, y M es una
variedad diferenciable de dimension 2n.

Ejemplos:
@ Espacio proyectivo complejo.
PNC)={lzo:...:zn]|[20: ... :2y] = D20 : ... : Azn], A € CF)
@ Varieades proyectivas.
Sean Fq,...,Fqg € C|z,. .., zy], polinomios homogéneos
S={[zy:...:2zy] € PN(C) | Fi(20,...,2n) =

O,...,Fd(Zo,...,ZN):O}
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Cohomologia de Dolbeault

M variedad compleja
dz; = dx; +idy;
dz; = dx; — idy;
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Cohomologia de Dolbeault

M variedad compleja
dz; = dx; +idy;
dz; = dx; — idy;

(p,q)-formas: a = > f,'1_”,'pj1qu dzi N... A dZ,'p ANz Ao A dqu
Abreviando: o= > fydz Adzy
II=p,|J|=q
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Cohomologia de Dolbeault

M variedad compleja
dz; = dx; +idy;
dz; = dx; — idy;

(b, q)-formas: a = > f, ij jo 02Zi A...Adzi, ADZj A ... A dZ

Abreviando: o= > fydz Adzy
|I|=p,|lJ|=q
QP-9(M) = espacio de las (p, g)-formas.

q
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Cohomologia de Dolbeault

M variedad compleja
dz; = dx; +idy;
dz; = dx; — idy;

(b, q)-formas: a = > f, ij jo 02Zi A...Adzi, ADZj A ... A dZ

Abreviando: o= > fydz Adzy
|I|=p,|lJ|=q
QP-9(M) = espacio de las (p, g)-formas.

Q“M,C)= & PUMm)
k=p+q

q
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Cohomologia de Dolbeault

M variedad compleja
dz; = dx; +idy;
dz; = dx; —iady;

(p,q)-formas: a =} f, ij..
Abreviando: o= > fydz Adzy
[ll=p.|J|=q

QP-9(M) = espacio de las (p, g)-formas.

Q“M,C)= & PUMm)
k=p+q

Para una funcion f : M — C, f(z) = f(x;, y;) = f(z},Z)),

df = (‘9de] 8_fd_—8f+8f
0z;

Vicente Mufoz (UCM) Conjetura de Hodge. Nociones basicas
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Cohomologia de Dolbeault

9 : QPI(M) — QPTLA(M), Do = g_g; dz; A dz; A dzy

d: QPAM) = QPITI (M), da =Y g_g; dz; A\ dz; A dzy
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Cohomologia de Dolbeault

9 : QPI(M) — QPTLA(M), Do = g_g; dz; A dz; A dzy

d: QPAM) = QPITI (M), da =Y g_g; dz; A\ dz; A dzy

da = da + O
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Cohomologia de Dolbeault

9 : QPI(M) — QPTLA(M), Do = g_g; dz; A dz; A dzy

d: QPAM) = QPITI (M), da =Y g_g; dz; A\ dz; A dzy

da = da + O

2% (M) = haz de las p-formas holomorfas: a = _ f; dz, con f;
funciones holomorfas.
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Cohomologia de Dolbeault

9 : QPI(M) — QPTLA(M), Do = g_g; dz; A dz; A dzy

d: QPAM) = QPITI (M), da =Y g_g; dz; A\ dz; A dzy

da = da + O

2% (M) = haz de las p-formas holomorfas: a = _ f; dz, con f;
funciones holomorfas.

. 0 0
Resolucion de haces: 20 — QPO = QP = . — QP — 0
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Cohomologia de Dolbeault

9 : QPI(M) — QPTLA(M), Do = g_g; dz; A dz; A dzy

d: QPAM) = QPITI (M), da =Y g_g; dz; A\ dz; A dzy

da = da + O

2% (M) = haz de las p-formas holomorfas: a = _ f; dz, con f;
funciones holomorfas.

. 0 0
Resolucion de haces: 20 — QPO = QP = . — QP — 0

Cohomologia de Dolbeault:
HP-9(M) = HI(QP* 0) = HI(M, (2(%)
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Variedades Kahler

M variedad compleja,
h =" hix(z) dz; dzx métrica hermitica.
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Variedades Kahler

M variedad compleja,
h =" hix(z) dz; dzx métrica hermitica.
La métrica hermitica nos da:
@ Una métrica riemanniana g(u, v) = Re(h(u, v))
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Variedades Kahler

M variedad compleja,

h =" hix(z) dz; dzx métrica hermitica.

La métrica hermitica nos da:
@ Una métrica riemanniana g(u, v) = Re(h(u, v))
@ Una (1,1)-forma w(u, v) = —Im(h(u, v))

De hecho: g(u, v) = w(u,iv), w = 4> hy dz; A dZ
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Variedades Kahler

M variedad compleja,

h =" hix(z) dz; dzx métrica hermitica.

La métrica hermitica nos da:
@ Una métrica riemanniana g(u, v) = Re(h(u, v))
@ Una (1,1)-forma w(u, v) = —Im(h(u, v))

De hecho: g(u, v) = w(u,iv), w = 33 hy dz; A dz

Definicion

Una variedad Kahler (M, w) es una variedad compleja dotada de una
métrica hermitica, con dw = 0.
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Variedades Kahler

M variedad compleja,

h =" hix(z) dz; dzx métrica hermitica.

La métrica hermitica nos da:
@ Una métrica riemanniana g(u, v) = Re(h(u, v))
@ Una (1,1)-forma w(u, v) = —Im(h(u, v))

De hecho: g(u, v) = w(u,iv), w = 33 hy dz; A dz

Definicion

Una variedad Kahler (M, w) es una variedad compleja dotada de una
métrica hermitica, con dw = 0.

Si M es una variedad Kahler, entonces [w] € H':1(M)
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Variedades Kahler

M variedad compleja,

h =" hix(z) dz; dzx métrica hermitica.

La métrica hermitica nos da:
@ Una métrica riemanniana g(u, v) = Re(h(u, v))
@ Una (1,1)-forma w(u, v) = —Im(h(u, v))

De hecho: g(u, v) = w(u,iv), w = 33 hy dz; A dz

Definicion

Una variedad Kahler (M, w) es una variedad compleja dotada de una
métrica hermitica, con dw = 0.

Si M es una variedad Kahler, entonces [w] € H':1(M)
L\ N
Lwn = (5) det(hy) dzy A dzy A ... A dzy A dZp, forma de volumen

nt
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Variedades Kahler

M variedad compleja,

h =" hix(z) dz; dzx métrica hermitica.

La métrica hermitica nos da:
@ Una métrica riemanniana g(u, v) = Re(h(u, v))
@ Una (1,1)-forma w(u, v) = —Im(h(u, v))

De hecho: g(u, v) = w(u,iv), w = 33 hy dz; A dz

Definicion

Una variedad Kahler (M, w) es una variedad compleja dotada de una
métrica hermitica, con dw = 0.

Si M es una variedad Kahler, entonces [w] € H':1(M)
L\ N
Lwn = (5) det(hy) dzy A dzy A ... A dzy A dZp, forma de volumen

nt

Iylw"=Vol(M) >0 = [w]"#0 = [w] #0
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Ejemplos de variedades Kahler

@ El espacio proyectivo PV(C) es Kéhler.
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Ejemplos de variedades Kahler

@ El espacio proyectivo PV(C) es Kéahler. Métrica de Fubini-Study:
Tomamos coordenadas para PV(C) = {[wp : wy : ... : wy]} dadas
por z; = w;/wp.

Vicente Munoz (UCM) Conjetura de Hodge. Nociones basicas 1-3 Junio 2011 22 /27



Ejemplos de variedades Kahler

@ El espacio proyectivo PV(C) es Kéahler. Métrica de Fubini-Study:
Tomamos coordenadas para PV(C) = {[wp : wy : ... : wy]} dadas
por z; = w;/wp.

En el origen (0, ...,0) ponemos la métrica estandar,
h=Y dz dz;.
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Ejemplos de variedades Kahler

@ El espacio proyectivo PV(C) es Kéahler. Métrica de Fubini-Study:

Tomamos coordenadas para PV(C) = {[wp : wy : ... : wy]} dadas
por z; = w;/wp.

En el origen (0, ...,0) ponemos la métrica estandar,
h=7>"dzdz,.

Usamos “traslaciones” @4 : PN(C) — PN(C), pa([w]) = [Aw],
A € U(N + 1), para definir h en los demas puntos.
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Ejemplos de variedades Kahler

@ El espacio proyectivo PV(C) es Kéahler. Métrica de Fubini-Study:

Tomamos coordenadas para PV(C) = {[wp : wy : ... : wy]} dadas
por z; = w;/wp.

En el origen (0, ...,0) ponemos la métrica estandar,
h=7>"dzdz,.

Usamos “traslaciones” ¢4 : PN(C) — PN(C), pa([w]) = [Aw],
A € U(N + 1), para definir h en los demas puntos.

Esta métrica hgs tiene (1, 1)-forma asociada wrs € Q"7, que es
U(n+ 1)-invariante
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Ejemplos de variedades Kahler

@ El espacio proyectivo PV(C) es Kéahler. Métrica de Fubini-Study:

Tomamos coordenadas para PV(C) = {[wp : wy : ... : wy]} dadas
por z; = w;/wp.

En el origen (0, ...,0) ponemos la métrica estandar,
h=7>"dzdz,.

Usamos “traslaciones” ¢4 : PN(C) — PN(C), pa([w]) = [Aw],
A € U(N + 1), para definir h en los demas puntos.

Esta métrica hgs tiene (1, 1)-forma asociada wrs € Q"7, que es
U(n+ 1)-invariante — dwgs = 0.
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Ejemplos de variedades Kahler

@ El espacio proyectivo PV(C) es Kéahler. Métrica de Fubini-Study:

Tomamos coordenadas para PV(C) = {[wp : wy : ... : wy]} dadas
por z; = w;/wp.

En el origen (0, ...,0) ponemos la métrica estandar,
h=7>"dzdz,.

Usamos “traslaciones” ¢4 : PN(C) — PN(C), pa([w]) = [Aw],
A € U(N + 1), para definir h en los demas puntos.

Esta métrica hgs tiene (1, 1)-forma asociada wrs € Q"7, que es
U(n+ 1)-invariante — dwgs = 0.

@ Una variedad proyectiva S ¢ PN(C) es Kéhler.
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Ejemplos de variedades Kahler

@ El espacio proyectivo PV(C) es Kéahler. Métrica de Fubini-Study:

Tomamos coordenadas para PV(C) = {[wp : wy : ... : wy]} dadas
por z; = w;/wp.

En el origen (0, ...,0) ponemos la métrica estandar,
h=7>"dzdz,.
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Ejemplos de variedades Kahler

@ El espacio proyectivo PV(C) es Kéahler. Métrica de Fubini-Study:

Tomamos coordenadas para PV(C) = {[wp : wy : ... : wy]} dadas
por z; = w;/wp.

En el origen (0, ...,0) ponemos la métrica estandar,
h=7>"dzdz,.

Usamos “traslaciones” ¢4 : PN(C) — PN(C), pa([w]) = [Aw],
A € U(N + 1), para definir h en los demas puntos.

Esta métrica hgs tiene (1, 1)-forma asociada wrs € Q"7, que es
U(n+ 1)-invariante — dwgs = 0.

@ Una variedad proyectiva S ¢ PN(C) es Kéhler.
Basta tomar hg = hFS|S Y wg = w/:s‘s
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Formas armodnicas

M variedad Riemanniana compacta
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Formas armodnicas

M variedad Riemanniana compacta

. 2
Laplaciano: Af =S 21
ox:

Vicente Munoz (UCM) Conjetura de Hodge. Nociones basicas 1-3 Junio 2011 23 /27



Formas armodnicas

M variedad Riemanniana compacta

. 2
Laplaciano: Af =S 21
ox:

Laplaciano en las k-formas:
Sea d la diferencial exterior y d* su adjunto: (da, 5) = (a, d*3)
Entonces A = dd* + d*d : QX(M) — QX(M)
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Formas armodnicas

M variedad Riemanniana compacta

. 2
Laplaciano: Af =S 21
ox:

Laplaciano en las k-formas:
Sea d la diferencial exterior y d* su adjunto: (da, 5) = (a, d*3)
Entonces A = dd* + d*d : QX(M) — QX(M)

Una k-forma o € QX(M) se llama arménica si Ao = 0.
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Formas armodnicas

M variedad Riemanniana compacta

. 2
Laplaciano: Af =S 21
ox:

Laplaciano en las k-formas:
Sea d la diferencial exterior y d* su adjunto: (da, 5) = (a, d*3)
Entonces A = dd* + d*d : QX(M) — QX(M)

Una k-forma o € QX(M) se llama arménica si Ao = 0.

Aa=0 = (Aa,a)=0
= (dd"a+ d"da,a) = (d*a,d*a) + (da,da) =0
= da=da=0.
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Formas armodnicas

M variedad Riemanniana compacta

. 2
Laplaciano: Af =S 21
ox:

Laplaciano en las k-formas:
Sea d la diferencial exterior y d* su adjunto: (da, 5) = (a, d*3)
Entonces A = dd* + d*d : QX(M) — QX(M)

Una k-forma o € QX(M) se llama arménica si Ao = 0.

Aa=0 = (Aa,a)=0
= (dd"a+ d"da,a) = (d*a,d*a) + (da,da) =0
= da=da=0.

HK(M) = {a € QK(M) | Aa =0} = {a | da = d*a = 0}
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Formas armodnicas

El teorema de Hodge dice:

{a | da = 0}
{a = dB}
{o|da=0,a L d(QT(M))}
= {a|da=0,d"a=0}
H* (M)

H (M) =

VY
= |l

((*) recordemos que (a, dj) = (d*a, B3))
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{a | da = 0}
{a = dB}
{o|da=0,a L d(QT(M))}
= {a|da=0,d"a=0}
H* (M)

H (M) =

VY
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((*) recordemos que (a, dj) = (d*a, B3))
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Descomposicion de Hodge

Sea ahora M variedad compacta Kahler.
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Descomposicion de Hodge

Sea ahora M variedad compacta Kahler.
La cohomologia de Dolbeault también tiene una descripcion con
formas armoénicas:

HPA(M) = HPI(M) = ker Algpq0)
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Descomposicion de Hodge

Sea ahora M variedad compacta Kahler.
La cohomologia de Dolbeault también tiene una descripcion con
formas armoénicas:

HPA(M) = HPI(M) = ker Algpq0)

Qk(Ma C) = @p+q:k QPA(M)
A preserva las (p, q)-formas
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Descomposicion de Hodge

Sea ahora M variedad compacta Kahler.
La cohomologia de Dolbeault también tiene una descripcion con
formas armoénicas:

HPA(M) = HPI(M) = ker Algpq0)

Qk(Ma C) = @p+q:k QPA(M)
A preserva las (p, q)-formas —

H(M,C)= € HPIUM)
p+q=k
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Variedades Kahler y variedades proyectivas

Teorema de Kodaira

Sea (M, w) una variedad Kahler. Entonces M es proyectiva,
M c PN(C), siy solo si [w] € HY1(M) N H2(M, Z).
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Variedades Kahler y variedades proyectivas

Teorema de Kodaira

Sea (M, w) una variedad Kahler. Entonces M es proyectiva,
M c PN(C), siy solo si [w] € HY1(M) N H2(M, Z).

Demostracion:

H?(PN(C),7z) = Z[H], donde H = {zy = 0} c PN(C) es un hiperplano

Vicente Munoz (UCM) Conjetura de Hodge. Nociones basicas 1-3 Junio 2011 26 /27



Variedades Kahler y variedades proyectivas

Teorema de Kodaira

Sea (M, w) una variedad Kahler. Entonces M es proyectiva,
M c PN(C), siy solo si [w] € HY1(M) N H2(M, Z).

Demostracion:

H?(PN(C),7z) = Z[H], donde H = {zy = 0} c PN(C) es un hiperplano
— H2(PN(C),R) =R
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Variedades Kahler y variedades proyectivas

Teorema de Kodaira

Sea (M, w) una variedad Kahler. Entonces M es proyectiva,
M c PN(C), siy solo si [w] € HY1(M) N H2(M, Z).

Demostracion:

H?(PN(C),Z) = Z[H], donde H = {2y = 0} c PN(C) es un hiperplano
— H2(PN(C),R) =R
— [wrs] = PD[H] € H'"1(PN(C)) n H?(PN(C), Z)
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Variedades Kahler y variedades proyectivas

Teorema de Kodaira

Sea (M, w) una variedad Kahler. Entonces M es proyectiva,
M c PN(C), siy solo si [w] € HY1(M) N H2(M, Z).

Demostracion:

H2(PN(C),Z) = Z[H], donde H = {2, = 0}  PN(C) es un hiperplano
— H?(PN(C),R) =R

— [wrs] = PD[H] € H"(PN(C)) n H?(PN(C), Z)

— [w] = [wrs|,] = PDIH N M] € H'' (M) N H2(M, Z)
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Si [w] € H?(M, Z), entonces existe L — M fibrado de linea complejo
con ¢(L) = [w]
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Si [w] € H?(M, Z), entonces existe L — M fibrado de linea complejo
con ¢(L) = [w]
— existe una conexion V en L con curvatura w = Ry
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Si [w] € H?(M, Z), entonces existe L — M fibrado de linea complejo
con ¢(L) = [w]

— existe una conexion V en L con curvatura w = Ry

— V=0 + 5/_,
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Si [w] € H?(M, Z), entonces existe L — M fibrado de linea complejo
con ¢(L) = [w]

— existe una conexion V en L con curvatura w = Ry

— V=0,+0,, 9, =R% =0
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Si [w] € H?(M, Z), entonces existe L — M fibrado de linea complejo
con ¢(L) = [w]

— existe una conexion V en L con curvatura w = Ry

— V=040, 0, =R%=0

— (L,9,) es un fibrado holomorfo.
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Si [w] € H?(M, Z), entonces existe L — M fibrado de linea complejo
con ¢(L) = [w]

— existe una conexion V en L con curvatura w = Ry

— V=0,+0,, 0, =R%=0

— (L,9,) es un fibrado holomorfo.

Como Ry > 0, L®% — M tiene “muchas” secciones holomorfas
— 3sg,...,5y € HO(L®¥), tales que

oM — PNOC)
X = [so(x):...:8n(X)]

es un embedding.
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Conjetura de Hodge
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2. Enunciado de la Conjetura de Hodge

ﬂ La Conjetura de Hodge

@ Clases de homologia puras
Enunciado de la conjetura

La conjetura de Hodge sobre 7Z

)
@ Teorema de Lefschetz de clases (1,1)
)
)

La conjetura de Hodge para variedades Kahler

9 La Conjetura Generaliz
@ Estructuras de Hodg

Filtracién aritmética y filtracion homolbgica

ada de Hodge
e

Grothendieck: la conjetura original de Hodge es falsa

Q
@ Conjetura original de Hodge
9
Q

Conjetura Generalizada de Hodge
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Conjetura de Hodge

William V. D. Hodge (1903-1975)
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La Conjetura de Hodge

De forma llana, la conjetura de Hodge se plantea como el problema de
representabilidad de clases de homologia, en el caso de las
variedades complejas.
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La Conjetura de Hodge

De forma llana, la conjetura de Hodge se plantea como el problema de
representabilidad de clases de homologia, en el caso de las
variedades complejas.

Seria la extension de la pregunta de Thom al caso complejo.
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Clases de homologia puras

M variedad de Kahler compacta
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Clases de homologia puras

M variedad de Kahler compacta
S C M subvariedad compleja de dimension (compleja) n — p
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Clases de homologia puras

M variedad de Kahler compacta
S C M subvariedad compleja de dimension (compleja) n — p

PD[S] € HPP(M) N H2P(M, 7) |
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Clases de homologia puras

M variedad de Kahler compacta

S C M subvariedad compleja de dimension (compleja) n — p

PD[S] € HPP(M) N H2°(M, 7Z,)
Claramente, PD[S] € H?P(M, Z)
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Clases de homologia puras

M variedad de Kahler compacta
S C M subvariedad compleja de dimension (compleja) n — p

PD[S] € HPP(M) N H22(M, 7,) |

Claramente, PD[S] € H?P(M, Z)

HP(M,C)= & H(M)
I+/=2p
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Clases de homologia puras

M variedad de Kahler compacta

S C M subvariedad compleja de dimension (compleja) n — p

PD[S] € HPP(M) N H22(M, 7,)
Claramente, PD[S] € H?P(M, Z)
HP(M,C)= & H(M)

I+j=2p
Seaa e H"%2(M), g1+ g =2n—-2p
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Clases de homologia puras

M variedad de Kahler compacta

S C M subvariedad compleja de dimension (compleja) n — p

PD[S] € HPP(M) N H2P(M, 7)

Claramente, PD[S] € H?P(M, Z)
HP(M,C)= & H(M)

I+j=2p
Sea a € H"%(M), g1 + g =2n—-2p
Oé:Zf/JdZi1 /\.../\CfZ,'q1 /\Cf?j1 /\.../\lejq2
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Clases de homologia puras

M variedad de Kahler compacta

S C M subvariedad compleja de dimension (compleja) n — p

PD[S] € HPP(M) N H?P(M, Z)
Claramente, PD[S] € H?P(M, Z)
HP(M,C)= & H(M)

I+j=2p
Seaa e H"%2(M), g1 + g =2n—2p
Oé:Zf/JdZi1 /\.../\CfZ,'q1 /\Cf?j1 /\.../\lejq2
(o, PD[S]) = fsa
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Clases de homologia puras

M variedad de Kahler compacta

S C M subvariedad compleja de dimension (compleja) n — p

PD[S] € HPP(M) N H2P(M, 7)

Claramente, PD[S] € H?P(M, Z)
HP(M,C)= & H(M)

I+/=2p
Seaa e H"%2(M), g1+ g =2n—-2p
a:ZfUdz,-1 /\.../\ClZ,'q1 /\C/?j1 /\.../\C/?jq2
(o, PD[S]) = [g
Localmente S = {zy =0,...,2z, =0}
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Clases de homologia puras

M variedad de Kahler compacta

S C M subvariedad compleja de dimension (compleja) n — p

PD[S] € HPP(M) N H2P(M, 7)

Claramente, PD[S] € H?P(M, Z)
HP(M,C)= & H(M)

I+/=2p
Seaa e H"%2(M), g1 + g =2n—2p
a:ZfUdz,-1 /\.../\CfZ,'q1 /\C/?j1 /\.../\d?jq2
(o, PD[S]) = [sa
Localmente S = {zy =0,...,2z, =0}
Si gy > n—p, entonces dz;, A... A dz,-q1 =0

Sigx > n—p, entonces dz; A...ANdzj, =dz A...Ndz, =0
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Clases de homologia puras

M variedad de Kahler compacta
S C M subvariedad compleja de dimension (compleja) n — p

PD[S] € HPP(M) N H2P(M, 7)

Claramente, PD[S] € H?P(M, Z)
HP(M,C)= & H(M)
I+j=2p
Seaa e H"%2(M), g1 + g =2n—2p
Oz:ZfleZ,'1 /\.../\C/Z,'q1 /\Cf?j1 /\.../\dqu2
(o, PD[S]) = fsa
Localmente S = {zy =0,...,2z, =0}
Si gy > n—p, entonces dz;, A... A dz,-q1 =0
Sigx > n—p, entonces dz; A...ANdzj, =dz A...Ndz, =0

Si (g1,92) # (n— p,n— p), entonces [ca =0
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Clases de homologia puras

M variedad de Kahler compacta
S C M subvariedad compleja de dimension (compleja) n — p

PD[S] € HPP(M) N H2P(M, 7)

Claramente, PD[S] € H?P(M, Z)
HP(M,C)= & H(M)
I+j=2p
Seaa e H"%2(M), g1 + g =2n—2p
Oz:ZfleZ,'1 /\.../\C/Z,'q1 /\Cf?j1 /\.../\dqu2
(o, PD[S]) = fsa
Localmente S = {zy =0,...,2z, =0}
Si gy > n—p, entonces dz;, A... A dz,-q1 =0
Sigx > n—p, entonces dz; A...ANdzj, =dz A...Ndz, =0

Si (g1,92) # (n— p,n— p), entonces [ca =0
— PD[S] € HPP(M)
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Clases de Hodge y ciclos complejos

Clases de Hodge: HodP(M) = HPP(M) N H?P(M, Z) C H?P(M,C)
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Clases de Hodge y ciclos complejos

Clases de Hodge: HodP(M) = HPP(M) N H?P(M, Z) C H?P(M,C)

Ciclos complejos:
CP(M)={>_n;S;| nj € Z,S; C M subvariedades complejas,
codim S; = p}
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Clases de Hodge y ciclos complejos

Clases de Hodge: HodP(M) = HPP(M) N H?P(M, Z) C H?P(M,C)

Ciclos complejos:
CP(M)={>_n;S;| nj € Z,S; C M subvariedades complejas,
codim S; = p}

CP(M) — HodP(M)

Z n; S,' —> Z n; PD[S,]

Vicente Mufoz (UCM) Conjetura de Hodge. Enunciado 1-3 Junio 2011 6/23




Clases de Hodge y ciclos complejos

Clases de Hodge: HodP(M) = HPP(M) N H?P(M, Z) C H?P(M,C)
Ciclos complejos:

CP(M)={>_n;S;| nj € Z,S; C M subvariedades complejas,
codim S; = p}

CP(M) — HodP(M)

Z n; S,' —> Z n; PD[S,]

Con coeficientes racionales:
HodP(M, Q) = HPP(M) N H2P(M, Q)
CP(IM,Q)={>_rSi|reQ,S; C M,codimS; = p}.

CP(M,Q) — Hod"’(M, Q)
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El problema del milenio

Conjetura de Hodge

Sea M una variedad compleja proyectiva. Entonces
CP(M,Q) — HodP(M, Q) es sobreyectivo.
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El problema del milenio

Conjetura de Hodge

Sea M una variedad compleja proyectiva. Entonces
CP(M,Q) — HodP(M, Q) es sobreyectivo.

Es decir, si o € HPP(M) N H?P(M, Q)
buscamos que o = > r; PD[Sj], con rj € Q
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El problema del milenio

Conjetura de Hodge

Sea M una variedad compleja proyectiva. Entonces
CP(M,Q) — HodP(M, Q) es sobreyectivo.

Es decir, si o € HPP(M) N H?P(M, Q)
buscamos que o = > r; PD[Sj], con rj € Q

O bien, si a € HPP(M) N H?P(M, Z), entonces existe m > 0 tal que
mao =Y n PD[S]

para un ciclo complejo > n;S;
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Teorema de Lefschetz para clases (1, 1)

La motivacion de la conjetura de Hodge proviene de:

Teorema de Lefschetz para clases (1, 1)

Sea M una variedad proyectiva.
Sia € HY1(M) N H?(M, Z), entonces « es algebraica.

Solomon Lefschetz (1884-1972)
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Fibrados holomorfos

M variedad compleja
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Fibrados holomorfos

M variedad compleja
Un fibrado de linea holomorfo es
m:L— Mtalque M= JU;, L[, =7 (U)= U xC

iel
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Fibrados holomorfos

M variedad compleja

Un fibrado de linea holomorfo es

m:L— Mtalque M= JU;, L[, =7 (U)= U xC
iel

Para i, j € | ~ funciones de transicion (holomorfas)

gi:Ui=UnU — C" = GL(1,C), tales que

L, - L|U,
(X7>‘) = (Xaglj(x))‘)

1-3 Junio 2011
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Fibrados holomorfos

M variedad compleja

Un fibrado de linea holomorfo es

m:L— Mtalque M= JU;, L[, =7 (U)= U xC
iel

Para i, j € | ~ funciones de transicion (holomorfas)

gi:Uj=UnU — C = GL(1,C), tales que

LU,- — L|U,~
(X7>‘) = (Xaglj(x))‘)

Condicion de 1-cociclo: g; gk = gi

1-3 Junio 2011
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Fibrados holomorfos

M variedad compleja

Un fibrado de linea holomorfo es

m:L— Mtalque M= JU;, L[, =7 (U)= U xC
iel

Para i, j € | ~ funciones de transicion (holomorfas)

gi:Uj=UnU — C = GL(1,C), tales que

LU,- — L|Uj
(X7>‘) = (Xaglj(x))‘)

Condicion de 1-cociclo: g; gk = gi
g =[gj] € H'(M,0*), donde O es el haz de funciones holomorfas
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Fibrados holomorfos

M variedad compleja

Un fibrado de linea holomorfo es

m:L— Mtalque M= JU;, L[, =7 (U)= U xC
iel

Para i, j € | ~ funciones de transicion (holomorfas)

gi:Uj=UnU — C = GL(1,C), tales que

LU,- — L|Uj
(X7>‘) = (Xaglj(x))‘)

Condicion de 1-cociclo: g; gk = gi
g =[gj] € H'(M,0*), donde O es el haz de funciones holomorfas

Jac(M) = H'(M, O*) parametriza fibrados de linea holomorfos en M
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Sucesion exponencial

La sucesion exacta de haces

0—-Z—-0 —- O0"=0

f — e
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Sucesion exponencial

La sucesion exacta de haces

0—-Z—-0 —- O0"=0

f — e

~~ sucesion exacta larga en cohomologia:

H'(M,Z) — H'(M,0) — H'(M, 0*) -2
H2(M, Z) L H2(M, ©) = H*2(M)
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Sucesion exponencial

La sucesion exacta de haces

0—-Z—-0 —- O0"=0

f — e

~~ sucesion exacta larga en cohomologia:

H'(M,Z) — H'(M,0) — H'(M, 0%) -
H2(M, Z) L H2(M, ©) = H*2(M)

Descomposicion de Hodge: H?>(M, C)=H?>°(M) @ H'1(M) @ H%2(M)
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Sucesion exponencial

La sucesion exacta de haces

0—-Z—-0 —- O0"=0

f — e

~~ sucesion exacta larga en cohomologia:

H'(M,Z) — H'(M,0) — H'(M, 0%) -
H2(M, Z) L H2(M, ©) = H*2(M)

Descomposicion de Hodge: H?>(M, C)=H?>°(M) @ H'1(M) @ H%2(M)

ac H2(M,Z)NnHY (M) = j.(a) =0
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Sucesion exponencial

La sucesion exacta de haces

0—-Z—-0 —- O0"=0

f — e

~~ sucesion exacta larga en cohomologia:

H'(M,Z) — H'(M,0) — H'(M, 0%) -
H2(M, Z) L H2(M, ©) = H*2(M)

Descomposicion de Hodge: H?>(M, C)=H?>°(M) @ H'1(M) @ H%2(M)

ac H2(M,Z)NnHY (M) = j.(a) =0
— existe e € H'(M, 0*) = Jac(M) tal que a = i(e)
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Sucesion exponencial

La sucesion exacta de haces

0—-Z—-0 —- O0"=0

f — e

~~ sucesion exacta larga en cohomologia:

H'(M,Z) — H'(M,0) — H'(M, 0%) -
H2(M, Z) L H2(M, ©) = H*2(M)

Descomposicion de Hodge: H?>(M, C)=H?>°(M) @ H'1(M) @ H%2(M)

ac H2(M,Z)NnHY (M) = j.(a) =0
— existe e € H'(M, 0*) = Jac(M) tal que o = 6(€) = ¢1(Le)
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Sucesion exponencial

La sucesion exacta de haces

0—-Z—-0 —- O0"=0

f — e

~~ sucesion exacta larga en cohomologia:

H'(M,Z) — H'(M,0) — H'(M, 0%) -
H2(M, Z) L H2(M, ©) = H*2(M)

Descomposicion de Hodge: H?>(M, C)=H?>°(M) @ H'1(M) @ H%2(M)

ac H2(M,Z)NnHY (M) = j.(a) =0
— existe e € H'(M, 0*) = Jac(M) tal que o = §(e) = ¢y(Le), para
un fibrado de linea holomorfo L — M
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Jacobiana

H' (M, 7) = 7>
H'(M,R) = R?
H'(M,C) = CPt = H'O9(M) @ HO'(M)
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Jacobiana

H' (M, 7) = 7>

H'(M,R) = R?

H'(M,C) = Cb = H'9(M) @ H>1(M)

by = dim H'(M) es el primer nimero de Betti de M. Es par.
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Jacobiana

H' (M, 7) = 7>

H'(M,R) = R?

H'(M,C) = CPt = H'O9(M) @ HO'(M)

by = dim H'(M) es el primer nimero de Betti de M. Es par.
Por tanto, H%'(M) = CP1/2 = Rb
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Jacobiana

H' (M, 7) = 7>

H'(M,R) = R?

H'(M,C) = CPt = H'O9(M) @ HO'(M)

by = dim H'(M) es el primer nimero de Betti de M. Es par.
Por tanto, H%'(M) = CP1/2 = Rb

Sucesidon exponencial:

H' (M, Z) — H'(M, 0) = HO' (M) — Jac(M) > H2(M, Z)
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Jacobiana

H' (M, 7) = 7>

H'(M,R) = R?

H'(M,C) = CPt = H'O9(M) @ HO'(M)

by = dim H'(M) es el primer nimero de Betti de M. Es par.
Por tanto, H%'(M) = CP1/2 = Rb

Sucesidon exponencial:

H' (M, Z) — H'(M, 0) = HO' (M) — Jac(M) > H2(M, Z)

Para oo € H3(M,Z) n H'- (M),

H'(M, 0)
H'(M,Z)

1%

Jac*(M) = 6 1()
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Jacobiana

H' (M, 7) = 7>

H'(M,R) = R?

H'(M,C) = CPt = H'O9(M) @ HO'(M)

by = dim H'(M) es el primer nimero de Betti de M. Es par.
Por tanto, H%'(M) = CP1/2 = Rb

Sucesidon exponencial:

H' (M, Z) — H'(M, 0) = HO' (M) — Jac(M) > H2(M, Z)

Para oo € H3(M,Z) n H'- (M),

H'(M, 0)
H'(M,Z)

1%

Jac®(M) = 67" (a) ~ (R/Z)P
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Jacobiana

H' (M, 7) = 7>

H'(M,R) = R?

H'(M,C) = CPt = H'O9(M) @ HO'(M)

by = dim H'(M) es el primer nimero de Betti de M. Es par.
Por tanto, H%'(M) = CP1/2 = Rb

Sucesidon exponencial:

H' (M, Z) — H'(M, 0) = HO' (M) — Jac(M) > H2(M, Z)

Para oo € H3(M,Z) n H'- (M),

H' (M, 0)

Him.z) = B2

Jac®(M) = 6 (o) =

es un toro complejo.
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Demostracidén del teorema de Lefschetz

Sea M compacta Kahler
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Demostracidén del teorema de Lefschetz

Sea M compacta Kahler
o€ H>(M,Z) N H 1 (M)
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Demostracidén del teorema de Lefschetz

Sea M compacta Kahler
o€ H>(M,Z) N H 1 (M)
~~ existe un fibrado de linea L — M holomorfo con ¢;(L) = «
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Sea M compacta Kahler
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Si M es proyectiva, entonces L tiene secciones meromorfas
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Demostracidén del teorema de Lefschetz

Sea M compacta Kahler
o€ H>(M,Z) N H 1 (M)
~~ existe un fibrado de linea L — M holomorfo con ¢;(L) = «

Si M es proyectiva, entonces L tiene secciones meromorfas
., S
Sea s una seccion meromorfade L, s: M — L, s = 8—1
0
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Demostracidén del teorema de Lefschetz

Sea M compacta Kahler
o€ H>(M,Z) N H 1 (M)
~~ existe un fibrado de linea L — M holomorfo con ¢;(L) = «

Si M es proyectiva, entonces L tiene secciones meromorfas
., S
Sea s una seccion meromorfade L, s: M — L, s = 8—1
0

El divisor
D=(s=0)—(s=00)={s1=0}—{sp =0} e C'(M)

cumple PD[D] = ¢¢(L) = «
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La conjetura de Hodge sobre Z

El teorema de Lefschetz para clases (1, 1) es cierto para clases
enteras.
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La conjetura de Hodge sobre Z

El teorema de Lefschetz para clases (1, 1) es cierto para clases
enteras.

Version de la conjetura de Hodge para clases enteras:
Sea o € HP:P(M) N H?P(M, Z), entonces « es algebraica.
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La conjetura de Hodge sobre Z

El teorema de Lefschetz para clases (1, 1) es cierto para clases
enteras.

Version de la conjetura de Hodge para clases enteras:
Sea o € HP:P(M) N H?P(M, Z), entonces « es algebraica.

Para p > 1 no es cierta:

@ Atiyah y Hirzebruch (1962) probaron la existencia de clases de
torsidn, todas ellas de Hodge, que no son algebraicas.
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La conjetura de Hodge sobre Z

El teorema de Lefschetz para clases (1, 1) es cierto para clases
enteras.

Version de la conjetura de Hodge para clases enteras:
Sea o € HP:P(M) N H?P(M, Z), entonces « es algebraica.

Para p > 1 no es cierta:

@ Atiyah y Hirzebruch (1962) probaron la existencia de clases de
torsidn, todas ellas de Hodge, que no son algebraicas.

@ Kollar (1996) encontrd clases « no de torsién con o no algebraica
y m« algebraica para m > 0.
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La conjetura de Hodge para variedades Kahler

La conjetura de Hodge no es cierta para variedades no proyectivas.
Ni siquiera para p = 1
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La conjetura de Hodge para variedades Kahler

La conjetura de Hodge no es cierta para variedades no proyectivas.
Ni siquiera para p = 1

Contraejemplo de Zucker (1977)
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La conjetura de Hodge para variedades Kahler

La conjetura de Hodge no es cierta para variedades no proyectivas.

Ni siquiera para p = 1

Contraejemplo de Zucker (1977)
Sea M = C?/A, con matriz de periodos

a b ia ib
Q_<C d —ic id)

El reticulo A C C? esta generado por los 4 vectores
ei =(a,c), e = (b,d), ez = (ia, —ic), e4 = (ib, —id).
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La conjetura de Hodge no es cierta para variedades no proyectivas.

Ni siquiera para p = 1

Contraejemplo de Zucker (1977)
Sea M = C?/A, con matriz de periodos

a b ia ib
Q_<C d —ic id)

El reticulo A C C? esta generado por los 4 vectores
ei =(a,c), e = (b,d), ez = (ia, —ic), e4 = (ib, —id).
Sea gj = {tie;+ bej | i, € [0,1]} € Ho(M,Z)
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La conjetura de Hodge para variedades Kahler

La conjetura de Hodge no es cierta para variedades no proyectivas.

Ni siquiera para p = 1

Contraejemplo de Zucker (1977)
Sea M = C?/A, con matriz de periodos

a b ia ib
L= (C d —ic id)
El reticulo A C C? esta generado por los 4 vectores
ei =(a,c), e = (b,d), ez = (ia, —ic), e4 = (ib, —id).
Sea gj = {tie;+ bej | i, € [0,1]} € Ho(M,Z)
PD[dz; A dZ5] = (ad — bc)((e12 — €34) + (€14 — €23))
Por ej., fe12 dzy ANdzy = fe1 dz; fez dzo — fez dz; fe1 dzo = ad — bc
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La conjetura de Hodge para variedades Kahler

[dz1 A dZo] = (ad — b6)(j + iv)
pu = PD[e1z — es4],v = PD[e14 — €3] € H' (M) N H*(M, Z)
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La conjetura de Hodge para variedades Kahler

[dz1 A dZo] = (ad — b6)(j + iv)
pu = PD[e1z — es4],v = PD[e14 — €3] € H' (M) N H*(M, Z)

Para a, b, ¢, d genéricos, H'"' (M) N H3(M,Z) = {u, v)
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La conjetura de Hodge para variedades Kahler

[dz1 A dZo] = (ad — b6)(j + iv)
pu = PD[e1z — es4],v = PD[e14 — €3] € H' (M) N H*(M, Z)

Para a, b, ¢, d genéricos, H'"' (M) N H3(M,Z) = {u, v)

SeadJ: M — M, J(Z1,Zg) = (iZ1,—i22)
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La conjetura de Hodge para variedades Kahler
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pu = PD[e1z — es4],v = PD[e14 — €3] € H' (M) N H*(M, Z)
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SeadJ: M — M, J(Z1,Zg) = (iZ1,—i22)
J es una aplicacion holomorfa
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La conjetura de Hodge para variedades Kahler

[dz1 A dZo] = (ad — b6)(j + iv)
pu = PD[e1z — es4],v = PD[e14 — €3] € H' (M) N H*(M, Z)

Para a, b, ¢, d genéricos, H'' (M) N H3(M,Z) = {(u, V)
SeadJ: M — M, J(Z1,Zg) = (iZ1,—i22)

J es una aplicacion holomorfa
Jx(dzy NdZp) = —i(dzy NdZy) = Spu=—p, J'v=—v
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La conjetura de Hodge para variedades Kahler

[dz1 A dZo] = (ad — b6)(j + iv)
pu = PD[e1z — es4],v = PD[e14 — €3] € H' (M) N H*(M, Z)

Para a, b, ¢, d genéricos, H'"' (M) N H3(M,Z) = {u, v)

SeadJ: M — M, J(Z1,Zg) = (iZ1,—i22)

J es una aplicacion holomorfa

Jx(dzy Ndzp) = —i(dzy Nd2y) = J'pu=—p, J'v=—v
Luego J* = —Id en C'(M)
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La conjetura de Hodge para variedades Kahler

[dz1 A dZo] = (ad — b6)(j + iv)
pu = PD[e1z — es4],v = PD[e14 — €3] € H' (M) N H*(M, Z)

Para a, b, ¢, d genéricos, H'' (M) N H3(M,Z) = {(u, V)
SeadJ: M — M, J(Z1,Zg) = (iZ1,—i22)

J es una aplicacion holomorfa

Jx(dzy Ndzp) = —i(dzy Nd2y) = J'pu=—p, J'v=—v
Luego J* = —Id en C'(M)

C'(M)=0
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La conjetura de Hodge para variedades Kahler

[dz1 A dZo] = (ad — b6)(j + iv)
pu = PD[e1z — es4],v = PD[e14 — €3] € H' (M) N H*(M, Z)

Para a, b, ¢, d genéricos, H'' (M) N H3(M,Z) = {(u, V)
SeadJ: M — M, J(Z1,Zg) = (iZ1,—i22)

J es una aplicacion holomorfa

Jx(dzy Ndzp) = —i(dzy Nd2y) = J'pu=—p, J'v=—v
Luego J* = —Id en C'(M)

C'(M) =0

—> El teorema de Lefschetz para clases (1, 1) no es cierto para
variedades Kahler no proyectivas.
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Estructuras de Hodge

Una estructura de Hodge de peso k € Z es (Vz, Vg, V), con
Vy, =7Z" Ve =V, QR=R", Ve =V, C=C"
y una descomposicion Ve = €5 VP9, tal que

p+q=k

Vpaq o Vq’p
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Estructuras de Hodge

Una estructura de Hodge de peso k € Z es (Vz, Vg, V), con
Vy, =7Z" Ve =V, QR=R", Ve =V, C=C"
y una descomposicion Ve = €5 VP9, tal que

p+q=k

Vpaq o Vq’p

Filtracion de Hodge: FP = @ VP
p'+q'=k, p'>p
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Estructuras de Hodge

Una estructura de Hodge de peso k € Z es (Vz, Vg, V), con
Vy, =7Z" Ve =V, QR=R", Ve =V, C=C"
y una descomposicion Ve = €5 VP9, tal que

p+q=k

Vp7q o Vq’p

Filtracion de Hodge: FP = VP9
p'+q'=kK, p'>p o
La filtracion FP recupera la descomposicién de Hodge: VP9 = FPN FA9.
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Observaciones

@ Numeros de Hodge: h*9 = dim VP9, Se tiene h?9 = h9P
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Observaciones

@ Numeros de Hodge: h*9 = dim VP9, Se tiene h?9 = h9P

@ Si k es impar, entonces dim V es par.
dmV=> hP9=75%", ,2hP4
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Observaciones

@ Numeros de Hodge: h?9 = dim VP9, Se tiene hP9 = h9P
@ Si k es impar, entonces dim V es par.
dimV =) hP9 = Zp<q2 hP-q
@ Para M variedad compacta Kahler, la cohomologia H* (M,Z) es

una estructura de Hodge de peso k. El k-ésimo numero de Betti
bx(M) = dim HX(M) = S"dim HP9(M) = 3" hP9(M).
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Observaciones

@ Numeros de Hodge: h?9 = dim VP9, Se tiene hP9 = h9P

@ Si k es impar, entonces dim V es par.
dmV=> hP9=>5",_ ,2h>9

@ Para M variedad compacta Kahler, la conomologia H*(M, Z) es
una estructura de Hodge de peso k. El k-ésimo numero de Betti
bx(M) = dim HX(M) = S"dim HP9(M) = 3" hP9(M).

@ Las clases de Hodge de una variedad M son
HodP(M) := HPP(M) N H2P(M,Z) C H?P(M,C)
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@ Para M variedad compacta Kahler, la conomologia H*(M, Z) es
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Observaciones

@ Numeros de Hodge: h*9 = dim VP9, Se tiene h?9 = h9P

@ Si k es impar, entonces dim V es par.
dmV=> hP9=>5",_ ,2h>9

@ Para M variedad compacta Kahler, la conomologia H*(M, Z) es
una estructura de Hodge de peso k. El k-ésimo numero de Betti
bx(M) = dim HX(M) = S"dim HP9(M) = 3" hP9(M).

@ Las clases de Hodge de una variedad M son
HodP(M) := HPP(M) N H2P(M,Z) C H?P(M,C)
interseccion de un subespacio complejo HP?P(M) con un reticulo
H?P(M, Z)
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Observaciones

@ Numeros de Hodge: h*9 = dim VP9, Se tiene h?9 = h9P

@ Si k es impar, entonces dim V es par.
dmV=> hP9=>5",_ ,2h>9

@ Para M variedad compacta Kahler, la conomologia H*(M,Z) es
una estructura de Hodge de peso k. El k-ésimo numero de Betti
bx(M) = dim HX(M) = S"dim HP9(M) = 3" hP9(M).

@ Las clases de Hodge de una variedad M son
HodP(M) := HPP(M) N H2P(M,Z) C H?P(M,C)
interseccion de un subespacio complejo HP?P(M) con un reticulo
H?P(M, Z)
~> problema aritmético.
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Filtracion aritmética vy filtracion homoldgica

Seac > 0.Si S C M es subvariedad compleja de codimension
(compleja) c en M,

H*2%(8) 2 Hypp_po(k—20)(S) —= Han_k(M) = H*(M).
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Filtracion aritmética vy filtracion homoldgica

Seac > 0.Si S C M es subvariedad compleja de codimension
(compleja) c en M,

H*2%(8) 2 Hypp_po(k—20)(S) —= Han_k(M) = H*(M).

La imagen de i, esta contenida en H*S¢(M) @ ... @ HSK—°(M)
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Filtracion aritmética vy filtracion homoldgica

Seac > 0.Si S C M es subvariedad compleja de codimension
(compleja) c en M,

H "2°(8) = Hop_ne—(k—2¢)(S) —= Han_k(M) = H*(M).
La imagen de i, esta contenida en H*S¢(M) @ ... @ HSK—°(M)

Filtracion aritmética:

FeHE M) = | 1 (i : H=2%(S) - HA(M))

Scwm
codimS=c
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Filtracion aritmética vy filtracion homoldgica

Seac > 0.Si S C M es subvariedad compleja de codimension
(compleja) c en M,

H "2°(8) = Hop_ne—(k—2¢)(S) —= Han_k(M) = H*(M).
La imagen de i, esta contenida en H*S¢(M) @ ... @ HSK—°(M)

Filtracion aritmética:

FeHE M) = | 1 (i : H=2%(S) - HA(M))

Scwm
codimS=c

~ FEHX(M) es una estructura de Hodge de peso k

Vicente Munoz (UCM) Conjetura de Hodge. Enunciado 1-3 Junio 2011



Filtracion aritmética vy filtracion homoldgica

Seac > 0.Si S C M es subvariedad compleja de codimension
(compleja) c en M,

H "2°(8) = Hop_ne—(k—2¢)(S) —= Han_k(M) = H*(M).
La imagen de i, esta contenida en H*S¢(M) @ ... @ HSK—°(M)

Filtracion aritmética:

FeHE M) = | 1 (i : H=2%(S) - HA(M))

Scwm
codimS=c

~ FEHX(M) es una estructura de Hodge de peso k

Filtracion homoldgica:

FEHK(M) = HX(M,Z) N (HK=S°(M) & ... @ HSK=¢(M)).
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Hodge enuncid su conjetura como una pregunta, en la conferencia que
impartié en el primer Congreso Internacional de Matematicos, el ICM
de 1950, que tuvo lugar en Harvard y en el MIT (Massachussets, US).

Conjetura original de Hodge

Para M variedad proyectiva, se tiene que FSHX(M) = FEH (M).
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Comentarios

@ En el enunciado propuesto por Hodge, se pide demostrar la
igualdad sobre Z. Ahora se sabe que la conjetura solo es
plausible sobre Q.

Pedimos por tanto: FSHX(M, Q) = FEH!(M, Q).
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Comentarios

@ En el enunciado propuesto por Hodge, se pide demostrar la
igualdad sobre Z. Ahora se sabe que la conjetura solo es
plausible sobre Q.

Pedimos por tanto: FSHX(M, Q) = FEH!(M, Q).

@ La versidn clasica se corresponde con el caso k = 2p, ¢ = p.

FPH?P(M) = H?P(M, Z) N HPP(M)
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igualdad sobre Z. Ahora se sabe que la conjetura solo es
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Comentarios

@ En el enunciado propuesto por Hodge, se pide demostrar la
igualdad sobre Z. Ahora se sabe que la conjetura solo es
plausible sobre Q.

Pedimos por tanto: FSHX(M, Q) = FEH!(M, Q).

@ La versidn clasica se corresponde con el caso k = 2p, ¢ = p.

FPH?P(M) = H?P(M, Z) N HPP(M)

FEHP(M) = | Im(i*:HO(S)—>Hk(M)>

Scm
codimS=p

= {PDI[S] | codimS = p}
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Grothendieck: la conjetura original de Hodge es falsa

Grothendieck probo6 que la conjetura original de Hodge (sobre Q) es
falsa, tal como estaba formulada.
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Grothendieck: la conjetura original de Hodge es falsa

Grothendieck probo6 que la conjetura original de Hodge (sobre Q) es
falsa, tal como estaba formulada.

Contraejemplo: c =1, k = 3.
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Grothendieck: la conjetura original de Hodge es falsa

Grothendieck probo6 que la conjetura original de Hodge (sobre Q) es
falsa, tal como estaba formulada.

Contraejemplo: c = 1, k = 3. Ejemplo en el que
FAH3 (M) # FH3 (M) = H3(M, Q) n (H'2(M) & H>'(M)).
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Grothendieck: la conjetura original de Hodge es falsa

Grothendieck probo6 que la conjetura original de Hodge (sobre Q) e

falsa, tal como estaba formulada.

Contraejemplo: c = 1, k = 3. Ejemplo en el que
FoH3 (M) # FaH3 (M) = H3(M, Q) N (H"#(M) @ H>'(M)).
F}H3(M) es una estructura de Hodge — dim F! H3(M) par.
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Grothendieck: la conjetura original de Hodge es falsa

Grothendieck probo6 que la conjetura original de Hodge (sobre Q) es
falsa, tal como estaba formulada.

Contraejemplo: ¢ = 1, k = 3. Ejemplo en el que

FaH3 (M) # FIH3 (M) = H3(M, Q) N (H3(M) & H>1(M)).
F}H3(M) es una estructura de Hodge — dim F! H3(M) par.
Veamos un ejemplo en el que dim F} H3(M) es impar.
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Grothendieck: la conjetura original de Hodge es falsa

Grothendieck probo6 que la conjetura original de Hodge (sobre Q) es
falsa, tal como estaba formulada.

Contraejemplo: ¢ = 1, k = 3. Ejemplo en el que

FaH3 (M) # FIH3 (M) = H3(M, Q) N (H3(M) & H>1(M)).
F}H3(M) es una estructura de Hodge — dim F! H3(M) par.
Veamos un ejemplo en el que dim F} H3(M) es impar.

C=C/(1,7),conT®=2¢cQ
M=CxCxC
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Grothendieck: la conjetura original de Hodge es falsa

Grothendieck probo6 que la conjetura original de Hodge (sobre Q) es
falsa, tal como estaba formulada.

Contraejemplo: ¢ = 1, k = 3. Ejemplo en el que

FaH3 (M) # FIH3 (M) = H3(M, Q) N (H3(M) & H>1(M)).
F}H3(M) es una estructura de Hodge — dim F! H3(M) par.
Veamos un ejemplo en el que dim F} H3(M) es impar.

C=C/(1,7),conT®=2¢cQ
M=CxCxC
Coordenadas z;, 2o y z3. Sea o € A= FH3(M).

(o, dzy N dzo N\ dz3) =0,
(o, 7ik) € Q, Vjk € H3(M,Q)
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Grothendieck: la conjetura original de Hodge es falsa

M=CxCxC
H3(M) = (H?(C) ® H'(C) ® H°(C))®® @ H'(C)®3
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Grothendieck: la conjetura original de Hodge es falsa

M=CxCxC
H3(M) — (H2(C) @ H' (C)® HO(C))@6 @ H' (C)‘X’3
H3(M) = (P H'(C)) & H'(C)*®

6
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Grothendieck: la conjetura original de Hodge es falsa

M=CxCxC
H3(M) — (H2(C) @ H' (C)® HO(C))@6 @ H' (C)®3
H3(M) = (P H'(C)) & H'(C)*®

dmA= dimejé\’ (mod 2)
A = H'(C,Q)*° n (H"*(M) ® H>(M))

Vicente Mufoz (UCM) Conjetura de Hodge. Enunciado
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Grothendieck: la conjetura original de Hodge es falsa

M=CxCxC
H3(M) — (H2(C) @ H' (C)® HO(C))@6 @ H' (C)®3
H3(M) = (P H'(C)) & H'(C)*®

dmA= dimejé\’ (mod 2)
A = H'(C,Q)*° n (H"*(M) ® H>(M))

Seaa c A, a= PD(a) € Hi(C,Q)*3 C H3(M,Q)

a=n&1 + &1 + &1 + &1 + 65810 + feérir + 178001 + 18érrr
conrieQ
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Grothendieck: la conjetura original de Hodge es falsa

M=CxCxC
H3(M) — (H2(C) @ H' (C)® HO(C))@6 @ H' (C)®3
H3(M) = (P H'(C)) & H'(C)*®

dmA= dimejé\’ (mod 2)
A = H'(C,Q)*° n (H"*(M) ® H>(M))

Seaa c A, a= PD(a) € Hi(C,Q)*3 C H3(M,Q)

a=rnéi + rRéir + 138101 + 1 + 581rr + reértr + 78701 + 188777
conrieQ

La condicion [, dzy A dzx A dzs =0 da
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Grothendieck: la conjetura original de Hodge es falsa

M=CxCxC
H3(M) — (H2(C) @ H' (C)® HO(C))@6 @ H' (C)®3
H3(M) = (P H'(C)) & H'(C)*®

dmA= dimejé\’ (mod 2)
A = H'(C,Q)*° n (H"*(M) ® H>(M))

Seaa c A, a= PD(a) € Hi(C,Q)*3 C H3(M,Q)

a=rnéi + rRéir + 138101 + 1 + 581rr + reértr + 78701 + 188777
conrieQ

La condicion [, dzy A dzx A dzs =0 da
n+(+rr+m)Tr+(s+rr+rr)P+2rr=0

— dimA =5
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Grothendieck: la conjetura original de Hodge es falsa

M=CxCxC
H3(M) — (H2(C) @ H' (C)® HO(C))@6 @ H' (C)®3
H3(M) = (P H'(C)) & H'(C)*®

dmA= dimejé\’ (mod 2)
A = H'(C,Q)*° n (H"*(M) ® H>(M))

Seaa c A, a= PD(a) € Hi(C,Q)*3 C H3(M,Q)

a=n&1 + &1 + &1 + &1 + 65810 + feérir + 178001 + 18érrr
conrieQ

La condicion [, dzy A dzx A dzs =0 da
n+(+rr+m)Tr+(s+rr+rr)P+2rr=0

—> dimA' =5 — dim Aimpar.
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Conjetura Generalizada de Hodge

A la luz de esto, Grothendieck formula una nueva version de la
conjetura.
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Conjetura Generalizada de Hodge
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Conjetura Generalizada de Hodge

A la luz de esto, Grothendieck formula una nueva version de la
conjetura.

Sea FEHX(M) c FEHX(M) el mayor subespacio que es una estructura
de Hodge.

Conjetura Generalizada de Hodge

Sea M una variedad compleja proyectiva. Entonces
FSH (M, Q) = FEH (M, Q).

Esta conjetura es equivalente a la Conjetura de Hodge.
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Los Problemas del Milenio
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3. Algunos resultados y especulaciones

0 Algunos resultados
@ Reduccion a casos especiales
@ Variedades abelianas
@ Grupo de Mumford-Tate
@ Toros de Well

9 ¢,La conjetura de Hodge es cierta o falsa?
@ Recoleccién de ejemplos
@ Construcciones de ciclos algebraicos
@ Busqueda de contraejemplos
@ Comentario final

1-3 Junio 2011
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La Conjetura de Hodge

Conjetura de Hodge

Sea M una variedad compleja proyectiva. Entonces
CP(M,Q) — HodP(M, Q) es sobreyectivo.

William V. D. Hodge (1903-1975)
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Algunos resultados preliminares

@ Teorema de Lefschetz sobre clases de tipo (1, 1)
~» conjetura cierta para p = 1.
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Algunos resultados preliminares

@ Teorema de Lefschetz sobre clases de tipo (1, 1)
~» conjetura cierta para p = 1.

@ Basta probar el caso p < n/2.
M variedad Kahler compacta. Consideramos:

L:HPI(M) — HPFLITT(M)
a — aw]

Teorema (Propiedad fuerte de Lefschetz)

Hay un isomorfismo L"=2P : HPP(M) — H—P:1=P(M)

L lleva clases de Hodge a clases de Hodge.

L lleva clases algebraicas a clases algebraicas:
L(PD[S]) = PD[S N H]

Por tanto, si CH es cierta para clases (p,p) con p < n/2
—> CH es cierta para clases (n— p,n— p).
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@ Consecuencia: la conjetura de Hodge es cierta en dimensién
(compleja) 3.
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Algunos resultados preliminares

@ Consecuencia: la conjetura de Hodge es cierta en dimensién
(compleja) 3.

@ La conjetura de Hodge es cierta para Grassmannianas, espacios
proyectivos y variedades de bandera.
En estos casos, CP(M, Q) — H?P(M, Q).
— H?P(M,C) = HPP(M) y todas las clases son de Hodge.
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@ Basta probar el caso p = n/2, n par.
Podemos suponer p < n/2
Trabajamos por induccion en k = n — 2p. Supongamos k > 1

Teorema de la seccidn hiperplana de Lefschetz

Sea Y = X N H una secciodn hiperplana lisa, dim(Y) = n— 1. Entonces
HK(X) = HK(Y) para k < n—1, H™™1(X) — H™'(Y).
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Algunos resultados preliminares

@ Basta probar el caso p = n/2, n par.
Podemos suponer p < n/2
Trabajamos por induccion en k = n — 2p. Supongamos k > 1

Teorema de la seccidn hiperplana de Lefschetz

Sea Y = X N H una secciodn hiperplana lisa, dim(Y) = n— 1. Entonces
HK(X) = HK(Y) para k < n—1, H™™1(X) — H™'(Y).

Fibracion de Lefschetz: X = Blg(X) — P'(C).
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Algunos resultados preliminares

Consideramos la fibraciéon

Hilb(X/P'(C)) — P(C),

con fibras HilbP(Y;), Y; = 7~ 1(1).
El esquema de Hilbert parametriza las variedades complejas de
codimensidn p.

7/21

Vicente Munoz (UCM) Conjetura de Hodge. Comentarios 1-3 Junio 2011



Algunos resultados preliminares

Consideramos la fibraciéon

Hilb(X/P'(C)) — P'(C),
con fibras HilbP(Y;), Y; = 7~ 1(1).
El esquema de Hilbert parametriza las variedades complejas de
codimensidn p.

Sea o € H?P(X) una clase de Hodge.
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Algunos resultados preliminares

Consideramos la fibracion
Hilb(X/P'(C)) — P(C),

con fibras HilbP(Y;), Y; = 7~ 1(1).
El esquema de Hilbert parametriza las variedades complejas de
codimensidn p.

Sea o € H?P(X) una clase de Hodge.

Para t genérico, existe C; C Y, tal que

PD[C{] = ma|, € H?P(Y;), m>> 0. (Por induccién)

— hay una (multi)seccién de Hilb(X/P'(C)) pasando por C;,
— existe C c X,dim(C) =dim(C)+1=n—-1—-p+1=n—-p
PD[Clly, = PDICy] = maly,
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Algunos resultados preliminares

Consideramos la fibracion
Hilb(X/P'(C)) — P(C),

con fibras HilbP(Y;), Y; = 7~ 1(1).
El esquema de Hilbert parametriza las variedades complejas de
codimensidn p.

Sea o € H?P(X) una clase de Hodge.
Para t genérico, existe C; C Y, tal que
PD[C{] = ma|, € H?P(Y;), m>> 0. (Por induccién)

— hay una (multi)seccién de Hilb(X/P'(C)) pasando por C;,
— existe C C X,dim(C) =dim(C)+1=n-1-p+1=n-p
PD[Clly, = PD[Cy] = mal,,

— PD[C] = ma (Prop. fuerte de Lefschetz)

Vicente Munoz (UCM) Conjetura de Hodge. Comentarios 1-3 Junio 2011
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Algunos resultados preliminares

@ Basta considerar clases primitivas con p = n/2y n par.
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Algunos resultados preliminares

@ Basta considerar clases primitivas con p = n/2y n par.

HPP(M) = HPP (M) @ L(HP~1P=T(M)).

prim

Las clases primitivas « € Hlfr’ifn(M) son las que verifican que
L(a) =0.
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Algunos resultados preliminares

@ Basta considerar clases primitivas con p = n/2y n par.

HPP(M) = HPP (M) @ L(HP~1P=T(M)).

prim

Las clases primitivas « € Hlfr’ifn(M) son las que verifican que
L(a) =0.

Por los casos previos (e induccion) las clases de Hodge en
HP—1.p=1(M) son algebraicas

— las clases en L(HP~1:P=1(M)) son algebraicas.

(a = PD[S] = L(a) = aA[w] = PD[SN H])
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Algunos resultados preliminares

@ Dado un ciclo algebraico a = PD[S], p = codim S,
tomamos « + m PD[H]"P, m > 0
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@ Dado un ciclo algebraico a = PD[S], p = codim S,
tomamos « + m PD[H]"P, m > 0
~ existe una subvariedad lisa S’ con a + m[H]|"P = [S']

Sia=> r[§]-> S]],

ri>0 rj/>o
entonces a = [S] — [S], con S, §' lisas.
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Algunos resultados preliminares

@ Dado un ciclo algebraico a = PD[S], p = codim S,
tomamos « + m PD[H]"P, m > 0
~ existe una subvariedad lisa S’ con a + m[H]|"P = [S']

Sia=> r[§]-> S]],

ri>0 rj/>o
entonces a = [S] — [S'], con S, & lisas.

En vez de buscar ciclos algebraicos, podemos buscar
subvariedades complejas (lisas)
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Variedades abelianas

Un toro complejo es una variedad compleja T = C"/A,
A== 72" =7(eq,...,e0,) C C" reticulo.
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ai1 ... anf
Q= :
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Variedades abelianas

Un toro complejo es una variedad compleja T = C"/A,
A== 72" =7(eq,...,e0,) C C" reticulo.
Matriz de periodos:

ai1 ... anf
Q= :

din --- Qonn

p,q ] . . .
HPA(T)= N7 C"=CldziAdZy | I ={ir,...0p}, J = {j1,.--.Jg})

Un toro complejo es Kahler: w = 1 >~ hydz; A dz

Definicion

Una variedad abeliana es un toro complejo que es variedad proyectiva
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Variedades abelianas

Por el Teorema de Kodaira, esto ocurre cuando existe
w] e HYY(TYNH3(T,Z),w >0
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Por el Teorema de Kodaira, esto ocurre cuando existe
w] e HYY(TYNH3(T,Z),w >0

Hk(T):Z<eA‘A:{Oﬁa"'a&k}C{17"'72n}>
eA:{z:t1ea1+...+tkeak|O§t,-§1}
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Variedades abelianas

Por el Teorema de Kodaira, esto ocurre cuando existe
w] e HYY(TYNH3(T,Z),w >0

Hk(T) :Z<9A ‘ A= {&17"'7&/(} C {1772n}>
eA:{z:t1ea1 + ...+ k€au, 10<; <1}
raly = feA dz; \ dzy = det (_ao‘s’i’ )

1<s,t<k

Oés,jt—p
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para todo A, |A| =2
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Variedades abelianas

Por el Teorema de Kodaira, esto ocurre cuando existe
w] e HYY(TYNH3(T,Z),w >0

Hk(T) :Z<GA ‘ A= {&17"'7&/(} C {1772n}>
eA:{z:t1ea1 + ...+ k€au, 10<; <1}
raly = feA dz; \ dzy = det (_ao‘s’i’ )

1<s,t<k

Oés,jt—p

w =3 hyxdzj N dZy esenterasi [, w= 3> hxrak € Z
para todo A, |A| =2

Si la matriz de periodos es muy genérica = T no es proyectiva.
Si T es variedad abelianay genérica —
HPP(T) N H?P(T, Z) = ([w]P)
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Variedades abelianas

Por el Teorema de Kodaira, esto ocurre cuando existe
w] e HYY(TYNH3(T,Z),w >0

Hk(T) :Z<GA ‘ A= {&17"'7&/(} C {1772n}>
eA:{z:t1ea1 + ...+ k€au, 10<; <1}
raly = feA dz; \ dzy = det (_ao‘s’i’ )

1<s,t<k

Oés,jt—p

w =3 hyxdzj N dZy esenterasi [, w= 3> hxrak € Z
para todo A, |A| =2

Si la matriz de periodos es muy genérica = T no es proyectiva.
Si T es variedad abelianay genérica —

HPP(T) N H2P(T, Z) = ([w]P)

~» La Conjetura de Hodge es cierta.
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Grupo de Mumford-Tate

V estructura de Hodge de peso k

Ve= & VP

p+q=k
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Grupo de Mumford-Tate

V estructura de Hodge de peso k

Ve= & VP

p+g=k
Consideramos la representacion C* — Autg( V),

C*XV@ — V(C
(z,v) — zPZ%y

para v € VP9,
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Ve= & VP

p+g=k
Consideramos la representacion C* — Autg( V),

C*XV@ — V(C
(z,v) — zPZ%y

para v € VP9, Esta accidén recupera la estructura de Hodge.
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Grupo de Mumford-Tate

V estructura de Hodge de peso k

Ve= & VP

p+g=k
Consideramos la representacion C* — Autg( V),
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C*XVC — V(C
(z,v) — zPZ%y

para v € VP9, Esta accion recupera la estructura de Hodge.

Definicion

El grupo de Mumford-Tate MT (V) es el menor grupo G definido sobre
Q, Gg C Autg( V), tal que C* — Gg.

El grupo G fija todas las clases de Hodge Hod?(V) = V&P n Vé”
en V' y en toda su algebra tensorial.
El grupo de Mumford-Tate es el centralizador de las clases de Hodge.
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Grupo de Mumford-Tate
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Grupo de Mumford-Tate

M variedad compleja proyectiva. Hod®(M) = HodP(H?P(M))

@ Calcular el grupo MT(M).
@ Si el grupo de Mumford-Tate de M es grande
~ HodP(M) = HodP(H?P(M)) es pequefio
@ Puede ocurrir que
Hod'(M) ® ... ® Hod' (M) — HodP(M)
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Grupo de Mumford-Tate

M variedad compleja proyectiva. Hod®(M) = HodP(H?P(M))

@ Calcular el grupo MT(M).
@ Si el grupo de Mumford-Tate de M es grande
~ HodP(M) = HodP(H?P(M)) es pequefio
@ Puede ocurrir que
Hod'(M) ® ... ® Hod' (M) — HodP(M)

~~

p

sea sobreyectivo. Las classes (p, p) son intersecciones
completas.

Como todas las clases en Hod' (M) se representan por ciclos
algebraicos (teorema de Lefschetz para clases (1, 1)),

CH es cierta.
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Toros de Well

André Weil (1980) propuso una variedad abeliana T de dimension 4
como posible contraejemplo a la conjetura de Hodge.
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Toros de Well

André Weil (1980) propuso una variedad abeliana T de dimension 4
como posible contraejemplo a la conjetura de Hodge.

Sea d € N libre de cuadrados
L=7[v-d]cC

V, = L* c C4, reticulo de rango 8
w: L —> L, o(x)=+v—-dx

» = VR — VR

§|
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Toros de Well

André Weil (1980) propuso una variedad abeliana T de dimension 4
como posible contraejemplo a la conjetura de Hodge.

Sea d € N libre de cuadrados

L=7Z]V—-d]cC

V, = L* c C4, reticulo de rango 8

p:L— L, p(x)=+v—-dx

» = N Vg = Wk

—> (Vr, ) es un espacio vectorial complejo = (C*,1)
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p:L— L, p(x)=+v—-dx
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W.. subespacios p-complejos de dimensién 2

Vicente Munoz (UCM) Conjetura de Hodge. Comentarios 1-3 Junio 2011 14/ 21



Toros de Well

André Weil (1980) propuso una variedad abeliana T de dimension 4
como posible contraejemplo a la conjetura de Hodge.

Sea d € N libre de cuadrados
L=7[v-d]cC

V, = L* c C4, reticulo de rango 8
o:L— L px)=+v—-dx

SO_:/% VR—> VR

— (VR, ) es un espacio vectorial complejo = (C4,i)
Consideramos una descomposicion Vg = W, & W_
W.. subespacios p-complejos de dimensién 2
SeaJ\W =, J‘W —0

— (VR, J) es espacio vectorial complejo.
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Toros de Well

André Weil (1980) propuso una variedad abeliana T de dimension 4
como posible contraejemplo a la conjetura de Hodge.

Sea d € N libre de cuadrados
L=7Z[v—-d cC

V, = L* c C4, reticulo de rango 8
o:L— L px)=+v—-dx

SO_:/% VR—> VR

— (VR, ) es un espacio vectorial complejo = (C4,i)
Consideramos una descomposicion Vg = W, & W_
W.. subespacios p-complejos de dimensién 2
SeaJ\W =, J‘W —0

— (VR, J) es espacio vectorial complejo.

Toro de Weil: T = (Vi,J)/ V4
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Toros de Well

od =Jdop, p(Vz) C Vg
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od = Jp, o(Vgz) C V = ¢ es endomorfismode T
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Toros de Well

od = Jp, o(Vgz) C V = ¢ es endomorfismode T

End(T) = Z[v—d|

(toro con multiplicacion compleja).
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Toros de Well

od = Jp, o(Vgz) C V = ¢ es endomorfismode T

End(T) = Z[V—d]
(toro con multiplicacion compleja). Tenemos

ZIv—d] = L=\ Vgc \* Vg =HYT,Z),
AtVe C ANbVe CAL(We e Wo) = A2 We @ A2 W

= NGWe @ A\GW_ c A%V = H22(T)
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End(T) = Z[V—d]
(toro con multiplicacion compleja). Tenemos

ZIv—d] = L=\ Vgc \* Vg =HYT,Z),
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= NGWe @ A\GW_ c A%V = H22(T)

Luego
ZIV—d] = L c HYT,Z)n H*2(T).

Estas son las clases de Weil.
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Toros de Well

od = Jp, o(Vgz) C V = ¢ es endomorfismode T

End(T) = Z[V—d]
(toro con multiplicacion compleja). Tenemos

ZIv—d] = L=\ Vgc \* Vg =HYT,Z),
ALVe © NoVRCASWL @ Wo) = A2 W, @ N2 W-
= ASW, @ NSW_ c \5®V = H22(T)

Luego
ZIV—d] = L c HYT,Z)n H*2(T).

Estas son las clases de Weil.
Weil conjeturd que no todas ellas son algebraicas.
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Toros de Well

od = Jp, o(Vgz) C V = ¢ es endomorfismode T
End(T) = Z[V—d]
(toro con multiplicacion compleja). Tenemos

ZIv—d] = L=\ Vgc \* Vg =HYT,Z),
AiVz © AbVec No(Wp o Wo) = A2 Wi e \2W-

= ASW, @ NSW_ c \5®V = H22(T)
Luego
Z[V—d] = L c HY(T,Z)n H*2(T).

Estas son las clases de Weil.

Weil conjeturd que no todas ellas son algebraicas.

No obstante, existen d especificos para los que CH es cierta (Schoen,
1988).
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Lineas de ataque a la Conjetura de Hodge

Podemos enmarcar en 3 grandes lineas los trabajos que versan sobre
la conjetura de Hodge:
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@ Ejemplos. Se buscan ejemplos de variedades algebraicas para
las que se pueda probar la Conjetura de Hodge. En general, la
CH se prueba por métodos algebraicos, calculando cuales son los
ciclos de Hodge y probando que todos ellos se pueden realizar
por subvariedades algebraicas.
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Podemos enmarcar en 3 grandes lineas los trabajos que versan sobre
la conjetura de Hodge:

@ Ejemplos. Se buscan ejemplos de variedades algebraicas para
las que se pueda probar la Conjetura de Hodge. En general, la
CH se prueba por métodos algebraicos, calculando cuales son los
ciclos de Hodge y probando que todos ellos se pueden realizar
por subvariedades algebraicas.

@ Construcciones de ciclos algebraicos. Se pretende probar la
conjetura de Hodge de forma general construyendo un ciclo
algebraico para cada clase de Hodge.
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Lineas de ataque a la Conjetura de Hodge

Podemos enmarcar en 3 grandes lineas los trabajos que versan sobre
la conjetura de Hodge:

@ Ejemplos. Se buscan ejemplos de variedades algebraicas para
las que se pueda probar la Conjetura de Hodge. En general, la
CH se prueba por métodos algebraicos, calculando cuales son los
ciclos de Hodge y probando que todos ellos se pueden realizar
por subvariedades algebraicas.

@ Construcciones de ciclos algebraicos. Se pretende probar la
conjetura de Hodge de forma general construyendo un ciclo
algebraico para cada clase de Hodge.

© Busqueda de contraejemplos. Si asumimos que la CH puede ser
falsa, el camino natural es construir un contraejemplo. Aqui la
dificultad radica en demostrar que una determinada clase de tipo
(p, p) no es representable por subvariedades algebraicas.

Vicente Munoz (UCM) Conjetura de Hodge. Comentarios 1-3 Junio 2011 16/ 21




1. Recoleccion de ejemplos

@ Variedades algebraicas con mucha cohomologia algebraica
(P"(C), grassmanianas, variedades de bandera, etc).
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@ Variedades con pocas clases de Hodge (calculando el grupo de
Tate-Mumford).
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1. Recoleccion de ejemplos

@ Variedades algebraicas con mucha cohomologia algebraica
(P"(C), grassmanianas, variedades de bandera, etc).

@ Variedades con pocas clases de Hodge (calculando el grupo de
Tate-Mumford).

@ Hipersuperficies e intersecciones completas del espacio
proyectivo, ...

@ Variedades uniregladas, racionales, racionalmente conexas, ...
@ Algunas variedades abelianas, Jacobianas, variedades de Prym.

@ Usando K-teoria. Functor A : Ky(Var) — A del anillo de
Grothendieck de clases de variedades en cierto grupo abeliano,
gue nos dice si una variedad satisface CH.
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2. Construcciones de ciclos algebraicos

@ Reduccidn a casos basicos, para simplificar el problema lo mas
posible (clases primitivas, etc).
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2. Construcciones de ciclos algebraicos

@ Reduccidn a casos basicos, para simplificar el problema lo mas
posible (clases primitivas, etc).

@ Teoria de funciones normales (Griffiths-Green), uso de fibraciones
de Lefschetz y Jacobianas intermedias.
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@ Reduccidn a casos basicos, para simplificar el problema lo mas
posible (clases primitivas, etc).

@ Teoria de funciones normales (Griffiths-Green), uso de fibraciones
de Lefschetz y Jacobianas intermedias.

@ Generalizacion de CH para variedades singulares y abiertas.
Permite estudiar la conjetura en un marco mas general.
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2. Construcciones de ciclos algebraicos

@ Reduccidn a casos basicos, para simplificar el problema lo mas
posible (clases primitivas, etc).

@ Teoria de funciones normales (Griffiths-Green), uso de fibraciones
de Lefschetz y Jacobianas intermedias.

@ Generalizacion de CH para variedades singulares y abiertas.
Permite estudiar la conjetura en un marco mas general.

@ Teoria de motivos (Grothendieck), conjeturas de Tate, conjeturas
estandar, estudio del grupo de Mumford-Tate.

@ Ciclos de Hodge absolutos (Deligne) y estudio del Hodge locus.

@ Corrientes laminares (Sullivan). Construir corrientes con una
estructura “compleja”.
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3. Busqueda de contraejemplos

@ Toros de Weil. Variedad abeliana de dimension 4 con una clase
de Hodge (2,2). No se sabe aun si CH se satisface o no.
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3. Busqueda de contraejemplos

@ Toros de Weil. Variedad abeliana de dimension 4 con una clase
de Hodge (2,2). No se sabe aun si CH se satisface o no.

@ Contraejemplo de Zucker para el caso Kahler (Zucker, Voisin).
Extender el contraejemplo para toros Kahler al caso de
variedades abelianas.
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3. Busqueda de contraejemplos

@ Toros de Weil. Variedad abeliana de dimension 4 con una clase
de Hodge (2,2). No se sabe aun si CH se satisface o no.

@ Contraejemplo de Zucker para el caso Kahler (Zucker, Voisin).
Extender el contraejemplo para toros Kahler al caso de
variedades abelianas.

@ Expectaciones de la mirror symmetry. La mirror symmetry es una
correspondencia:

variedades complejas variedades simplécticas
haces coherentes subvariedades lagrangianas

qgue predice que la CH es falsa.
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3. Busqueda de contraejemplos

@ Toros de Weil. Variedad abeliana de dimension 4 con una clase
de Hodge (2,2). No se sabe aun si CH se satisface o no.

@ Contraejemplo de Zucker para el caso Kahler (Zucker, Voisin).
Extender el contraejemplo para toros Kahler al caso de
variedades abelianas.

@ Expectaciones de la mirror symmetry. La mirror symmetry es una
correspondencia:

variedades complejas o variedades simplécticas
haces coherentes subvariedades lagrangianas

qgue predice que la CH es falsa.

@ Instantones Spin(7) en 8-variedades de Calabi-Yau. Las teorias
gauge permiten mirar el problema desde un punto de vista
analitico. La condicion de ser proyectiva no es relevante.
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Comentarios finales

Para probar una conjetura, hemos de hacernos una idea de lo
plausible que es. Las esperanzas de los distintos matematicos
dependen mucho de su visién personal.

Grothendieck

This conjecture is plausible enough, and (as long as it is not
disproved!) should certainly be regarded as the deepest conjecture in
the “analytic” theory of algebraic varieties.

Alexander Grothendieck (1928- )
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Weil considera que se pone con mucha alegria el apelativo de
conjetura a lo que en realidad s6lo son preguntas en matematicas.

La question que pose la “conjecture de Hodge” est bien naturelle... Par
malheur, en dépit du mot de “conjecture”, il n'y a que je sache, pas
'ombre d’une raison d’y croire; on rendrait service aux géometres si
I'on pouvait trancher la question au moyen d’'un contre-exemple.

André Weil (1906-1998)
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