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| INTRODUCTION :

Au début du semestre, nous ne savions pas par ou commencer. M.CUNY nous a donné une idée pour
débuter notre projet, celle d’étudier le théoréme Sommatoire de Poisson.
Cette formule relie les valeurs entieres d’'une fonction et de sa transformée de Fourier. Pour cela, nous allons
tout d’abord montrer une preuve de ce théoréeme. Ensuite nous parlerons des applications du théoréme qui
débouchera enfin a une conclusion.

D DEMONSTRATION DU THEOREME SOMMATOIRE DE POISSON.

1) Théoréme de formule Sommatoire de Poisson.

. . . . 2
Soient a un réel strictement positif et wy = 7”

Soit F une fonction continue de R dans C et intégrable sur R telles que :

e (H)3Ic>0,FJa>1VxER |F(x)| <
o (Hp) XFZ o|F(mwg)| < +oo

(1+|x|)“

Alors T2 JF(x+na) ==-Y12 o F(mw,)emwox

2) Montrons que Y.z F(x + na) converge.

Soit } ez F (x + na) une série de fonction.

Soit Ne N*
Z F(x+na) = ZF(x+na)+ Z F(x + na)
n=-N n=-N
On prend j=-

Z F(x+na)—ZF(x+na)+ZF(x na)

n=-N

D’apres (H,) il existe c>0 et a > 1 tel que pour tout (x,n)€ R X N
Ona:

|F(x + na)| <

c
~ (1+ |x+na))“

Posons :

c
A+ |x + na|)®

Vo) =
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Or V,(x)(n — +00) —— = — =L

|nal® n®q® a% n@«

] \ N - (o} 1
D’apres le critére de Riemann Znﬂ; —a converge cara > 1.

Par équivalence la série }.,,5¢ V;,(x) converge.
Donc par majoration la série Y,z F (x + na) converge absolument.

De méme,
c

F(x —na)| <

IF( )l 1+ |x —na|)*
Posons :

c
x =
Jn(x) 1+ |x —na))e
- c c c 1

Or ]n(x)(n — +Oo) |-nal® - |n|*a2 - E ﬁ

i - . c 1
D’apres le critére de Riemann 2”21a_¢1 —z converge cara > 1.

Par équivalence la série Y,,50 / (x) converge.
Donc par majoration la série }.,,c7 F (x — na) converge absolument.

Donc Y,,ez F (x + na) converge sur R

Posons :
400
flx) = Z F(x + na)
n=-—o

3) Montrons que f est a périodique.
Soitx € R

+oo
flx+a)= Z F(x+na+a)

n=-oo

flx+a)= Z Flx+ (1 +n)a)

n=-oo

f(x+a)=ZF(x+(1+n)a) + Z F(x+ (1+n)a)
n=0

n=-1

On prend j=n+1

f(x+a) =ZF(x+ja) +ZF(x+ja)
j=1 j=0
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fx+a)= Z F(x +ja)

j=—00

Donc f(x + a) = f(x)

Donc f est a_périodique.
4) Montrons que f est continue.

Soit [A,B] compact de R avec A,B € R tel que A<B

D’apres (H,) il existe c>0 et « > 1 tel que pour tout (x,n)€ [A,B] X Z

Ona:
c
F(x +na)| <
IF( )l (1+ |x + nal)“
Ma]oronsm
Ona:
A<x<B

SA+na<<x+na<B+na
= |x + na| = min(|A + nal, |B + nal)
Posons : B,= min(|A + na|, |B + nal)

|x +na| = B,
<1+ |x+na|l=>1+B,
= A+ |x+na))* =0+ By)”
c c

=1 <
1+ |[x+nah* ™ (1+B*

. c
Soit Pn = m

- Cc c c 1
Or R(x)(n = +0) 105 = feas = 2@ e

Par équivalence la série ).,,5( B, (x) converge.

donc elle converge car ¢ > 1

Or d’apres le critere de Weierstrass de convergence normale ),,c7 F (x + na) converge normalement sur [A,B].
Donc Y,,¢z F (x + na) converge uniformément sur [A,B].

De plus Vn € Z la fonction x = F(x + na) est continue sur R.

Donc d’apreés le théoréme de convergence uniforme et continuité des séries de fonctions f est continue sur [A,
B].

Donc f est continue sur tout compact de R.

De plus f est a_périodique, donc f est continue surlR.

5) Calculons les coefficients de Fourier.

f est continue sur R et a_périodique.
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Soit me 7Z,
C(f) = [y f(D)emeotdt

Con(f) =2 Jy Bne F(t +na) e”M@otdt

Cn(f) = 22 anF(t + na) e~Mm@otdt

NeZ
car Ynez F(t+na) converge uniformément sur tout compact de R

Posons u=t + na
Cm(f) = iZneZ f,f;rn)a F(u) e~ im@o(u-na)qy
Cn(f) = %Znez frfi+n)aF(u) e~ imwoutimwona gy,

Cm(f) = %Znez frf‘11+n)aF(u) e~ imwou gimwona .,

Cm(f) = %Znez frfj;n)aF(u) e ~imwol 4y, |Car gimwona — 1|

Con(f) = = Znez [, F(w) e~ M@0t dy

Donc
Cm(f) = = F(mwp)
Par suite,
|Cm (e | = |Crn ()] e %] < |Cr ()
Or |[Cm (P = |7 Fmawo)|
D’aprés(H,), la série ¥ C,,, (f)e'™®o* converge absolument sur R

Notons :

+00

S(x) = 2 C,(f)eim@ox

m=—oo

On peut en déduire que
La fonction a les mémes coefficients de Fourier que f et est elle aussi continue sur R.

On a donc

Autrement dit f est somme de sa série de Fourier.
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+0oo +00
1 . .
2 Z F(mwg)e™m@o* = Z F(x + na)

m=—co n=-—coco

| II) APPLICATION DE LA FORMULE

D’apreés le théoreme Sommatoire de Poisson, évaluons la formule en x = 0, on obtient la formule suivante :

f Fina) = i Fnwo) (%)

n=-—oo n=—oo

La formule Sommatoire de Poisson nous permet de donner un exemple et contre-exemple du théoréme de
convergence uniforme et limite des séries de fonctions.

—x2

Pour cela, considérons la fonction définie sur R par g(x) = e 2 .

1) Intégrabilité de g
g est continue, positive et paire sur R donc il suffit d’étudier son intégrabilité au voisinage de +oo.
glx) = 9(%) lorsque x — 400

Donc g est intégrable sur [a, +oo[ (a > 0).

Donc g estintégrable sur R.

2) Transformée de Fourier de g
Soitp € C

Ona
+00

+oo +0o0
f g(t)e‘ptdt=f g(t)e‘ptdt+f g(t)ePtdt
—0 0 0
Remarquons que :
+o00

+00
f g(t)ePtdt = f g(t)e?Pte~Ptqt
0 0

Or

2
—-X
lg(t)] = ez < 1,Vt = 0,donc son abscisse de convergence est inférieure a 0.

—x2
lg(t)e??| = eRe@e2 < eRe®) vt > 0,donc son abscisse de convergence est inférieur 0.

Au total g admet une abscisse de convergence inférieur a 0 et I'intégrale converge pour p = 0 car elle est
intégrable sur R.
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Par conséquent, I'intégrale converge pour tout p € C tel que Re(p) = 0 (i.e sa transformée de Fourier definie
parVx € R, §(x) = fj;o g(t)e~*tdt est bien définie (converge)).

3) Calculde g

e Pourtoutx € R, la fonction t = g(t)e~™*! est continue et intégrable sur R,

e Pourtoutt € R, la fonction x g(t)e_ixt est de classe C! sur R,
et Vx € Rlafonctiont - aa_x (g(®)e™ ™) = —itg(t)e ™" est continue sur R.
e Pourtout (x,t) € R?ona: | —itg(t)e ™| < |t|g(t) orlafonctiont - |t|g(t) est intégrable sur R.

En effet, elle est continue, positive et paire sur Ret |t|g(t) = H(t%) quand t = +oo.

Donc d’apreés le théoréme de dérivabilité sous le signe |:
2

o o
g estde classe C! sur RetVx € R, % () = f_+oo —ite z et

SoitA >0
Effectuons une intégration par partie.

On a alors:
A A
—t2 . —t2 i —t2 3
f—iteTe‘”‘tdt =i([e2 e ™4, +ix fe 2 e~*tdr)
“A ~A
Or
—t? —A2
[e2 e ™4, =e 2 sin(4x) — 0
~————> Ao+
bornée

-t?

L(90)) = —x [T e e ™t = —xg(x) ()

(E) est une équation différentielle d’ordre 1 et homogéne, donc il existe K € R tel que

—x2

Vx €R g(x) =Kez

co —t? 0 __tz
Evaluons jenx =0 doncK = f_+oo ezdt= 2f0+ ez dt

2
400 =2 T
Montrons que [ ez dt = z

2
Za+t?)

2
Considérons F(x) = (fox ez dt)? etG(x) = fole(sz)dt-
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_¢2
» Lafonction x fox e 2z dt est dérivable sur [0 ;+oo[ et donc F I'est aussi car la fonction « — u? est
dérivable sur [0 ;+oo[ et Vx > 0

d _xz X _tZ
E(F(x)) = ZeTfo ez dt

» G estdérivable sur R
En effet,

42
Z-a+t?)

v Pour tout x € R, la fonction t - est continue et intégrable sur [0 ;1].

(1+t2)
'2L2(1+t2)
v" Pourtoutt € [0,1], la fonction x — e est dérivable sur R
) e_ziz(“tz) =142
EtVx € R, la fonctiont — P Rl o = —xe 2 est continue sur R.

_x2
v' Soit K un segment d’'intervalle de R, on a:V(x,t) € K x [0;1], | — xeT(th)l <
2

Supxek (|x]e 2).

Or la fonction majorant constante est intégrable sur [0 ;1] car elle est continue sur [0 ;1].

D’ou la justification de dérivabilité de G. (par le théoréme de la dérivabilité sous le signe intégrale).

De plus, Vx € R,
d 1 —x2
= (6) = fo —xe 2 14) gy

d (600) =2 (1 —)?
= —(6(x :—eTf xe 2 dt
dx 0
Par un changement de variable u = xt
2 (60) __xzjx 4
= —(6Gkx))=—e 2 e 2 du
dx 0

d -2

Donc Vx >0 a(F(x)) =-2— (G()).
Donc Vx>0 :—x(F(x) +26(x)) =0
Donc F(x) +2G(x) = cst Vx>0

_ — — 1_1 — T_T
Donc cst = F(0) +26G(0) = 26(0) = 2 [ —dt=2x_=".

+oo t2 . 1 = -x?

Donc J, ez dt=xgrfw,/F(x =\/; car [G(x)| < [y ez dt =e™ —20-

2

—X
Revenant a notre constantekK, on en déduit que K = v2m.D’ou Vx € R, §(x) = V2me 2z .

8
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Tous les calculs précédents nous permettent simplement de calculer la transformée de Fourier de g.

Avant d’appliquer la formule sommatoire de Poisson a g, vérifions que :

o (H;) Pourtouta >0, lim lg(x)@A+|xD*=0

Donc la fonction x — |g(x)|(1 + |x|)* est bornée doncil existe ¢ > 0 tel que |g(x)| < (1+|x|)“

_21.[2 2

o (Hy) Xnezldnwy)| = ZnEZ‘/_e az +Zn>1‘/_

—2m2n?

Or n?\2me a2 —2 0 donc les deux série convergent donc la série Y,,cz | §(nw,)| converge.
n—>+oo

Donc d’apreés la formule Sommatoire de Poisson de (*), on obtient :

—a?n? m —2m2n?
Z e 2 =— e a? (**)
nez a nez
—x22
. : o an(x) =e 2
Posons (a,) et (b,) deux suites de fonctions de 0 ;+oo[ définies par: Vn € Z, [z -l

bp(x) ==—=e
4) Laconvergence de la série a

* Vn € Z, les fonctions a,, sont décroissantes sur |0 ;+oo|.

= SoitA>0
A%n?
Vx € [A; 40[, |yl < €72 = uy, etlasérie de terme générale (u,) converge car n®u, —— 0
(00}

Donc la série ), ¢z @, converge normalement sur [A4; +o[.

5) La nature de la convergence de b

= [l estclair que la série converge et notons (R,,) sa suite reste définie par :

+0oo +00
R,(x) = Z by (x) + Z by (%) vn €N
k=—(n+1) k=n+1
Donc R, (x) = 2 X5, 41 br(x) vn €N

* Posons x, = A + n, une suite de [A ;+oo[

+co 2n 2n
N2 —2mPn? N2 —2mi(n+1)?
IR, (x)] = 2 z b (x) = 2 z et 22 Yy Tme e

X
k=n+1 k=n+1 k=n+1

2 27:2(11+1)2
Donc |R,,(x)| = —— m/_
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Donc

f —2m?(n+1)?
2n 27Te @+n)? 5 22me ™2 > 0
A+n n-+o

|Ry (xp)| =
Donc Sup,e(a ;+00[| Rn (¥)| ne tend pas vers 0. La série Y.nez by, ne converge pas uniformément sur [A ;+oo].

Appliquant le théoréme de convergence uniforme et la limite des séries de fonctions a la série Y\,,c7 Q.

to —x2n2 o —x2n2
lim e 2 =Zlime2 =0 ()
X—+00 X—+00
n=-—0o n=-—oo
D’aprés (xx)
+00
2 —2m*n?
lim —e x2 =0
X—+00 X
n=—oo
—2m2n2 Ner —2m2n2
—_— , 2 Amnt
Ore x» x> 401 donc lim —e =2 =0
xX—>+o00 X
Donc

lim —e x2 =0 ii
Jm — @@

+ 2.2 + 2.2
i V2 ZZmnt V2 —2mn”
im —e X = E

X—+00 X

n=—oo n=—oco

Finalement (i) donne un exemple sur le théoréme de convergence uniforme et limite des séries de fonctions et
(i) montre qu’on ne peut pas toujours avoir la convergence uniforme pour que le résultat soit vrai, autrement
dit les hypothéses du théoreme sont des conditions nécessaires et non pas suffisantes.

III) CONCLUSION

10



