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1 Enoncé

Théoréme 1 (Théoréme d’Hermite-Lindeman). Si a est un nombre compleze
algébrique mon nul, alors e* est transcendant.

2 Pré-requis

k
Lemme 1 (Lemme 1). Soit P € C[X] de degré k, Qp = ZP(j), ot PU) est
j=0
la j**™¢ dérivée de P et oo € C alors :
1
/ ae” “Plar)dr = Qp(0) — e “Qp(a). (1)
0
Démonstration. Par intégration par parties des parties réelles et imaginaires.
O
xr-t
Lemme 2 (Lemme 2). Soit R € Z[X] et soit P = =1 [R(X)]?, ou p est
p—1)!

un entier non nul, alors :
1. PP=Y(0) = [R(0)]".
2. Pour tout v > p, P") € Z[X] et ses coefficients sont des multiples de p.

Démonstration. On montre facilement que pour tout r € N et tout 0 < i < r,
ona (X" =il x cixr—i,
Xp—l (%) Xp—l—i
Ainsi ( ) = :
(p—1)! (p—1-1)
(R(X)P)D = [PR(X)P'R(X)'] ¢-1) pour tout ¢ > 1. On en déduit :

; bour tout 0 <i<p-1. On a également

p—2 —1—4
_ ; D ¢4
PEDX) = 3 O

=0

[PROXPIR(X)]Y 2 + R(X)P,



d’ott PP=Y(0) = [R(0)]”.
De plus, on montre facilement pour r» > p :

o) i X ) (r—i-1)

PO(X)=Y C——— [pRX)PTIR(X)]" .

(%) = Gt gy RO ROO]

Dapres (X7) =il x CEX™= on montre que [PR(X)P7'R(X)'] =71 5 es

coefficients multiples de (r —i — 1)! qui est divisible par (p — 1 —4)! donc P(") €

Z[X] et ses coefficients sont des multiples de p. O

Definition 1. Soit A anneau commutatif.

Un polynéme P € A[Xy,...,X,] est dit symétrique si pour toute permutation

o€ Sy, P(Xg(l), R 7Xa'(n)> = P()(l7 e ,Xn).

Les polynomes symétriques élémentaires o1, ...,0, sont définis par :
or(X1,..., X,) = > Xi X Xiy X ... x Xy, (2)

1<i1<i2<...<ix<n

Proposition 1. A anneau commutatif. Si P € A[Xy,...,X,] est symétrique,
alors il existe S € A[Xy,...,X,] tel que :

P(Xl,...,Xn) = S(Jl(Xl,...,Xn),...,O'n(Xh...,Xn)). (3)

Definition 2 (Entier algébrique). Un nombre algébrique est un entier algébrique
sl est racine d’un polynéme de Z[X| dont le coefficients dominant est 1.

Lemme 3. Soit p1,...,08, des entiers algébriques. Pour tout 1 < k < n et
(i1,... 1) un k-uplet d’entiers tels que 1 < i3 < is < ... < i < n, on définit
Qe (ir,..in) = Biy + -+ Biy,. Alors le polynome :

AX) = H H (X - QL (i1,..., ik))7

k=11<i1<...<ip<n
est a coefficients entiers.

Démonstration. Les coefficients de A(X) sont des polynémes symétriques en
les g (iy,....i), On remarque de plus que les ay ;... 4,) sont invariants par
permutation des (i, ..., 3,, donc les coefficients de A(X) sont des polynémes
symétriques en [i,...,5,. On en déduit que les coefficients de A(X) sont de

la forme S(o1(B1, ..., Bn)s- -y 0n(B1,- .., Pn)) et comme les o (51, . .., By) sont
entiers alors les coefficients sont entiers. O

Lemme 4. Sia est un nombre algébrique alors il existe un entier ¢ non nul tel
que ca soit un entier algébrique.

Démonstration. Si a, est le coefficient dominant du polynéme minimal sur Z
de a, prendre ¢ = a,. O



3 Théoréeme d’Hermite-Lindeman

Théoréme 2 (Théoréme d’Hermite-Lindeman). Si a algébrique non nul, alors
e est transcendant.

Démonstration. On va montrer que si e® est algébrique différent de 1, alors a
est transcendant.

Soit e® algébrique et f(X) = a, X™ + ...+ ap € Z[X] son polynéme minimal.
Supposons que a est algébrique, alors il existe ¢ entier non nul tel que ca soit un
entier algébrique. Soit alors ¢(X) = X" + b, 1 X"~} + ... + by son polynome
minimal (sur Z) et ¢f3; pour 1 < i < n ses racines (un résultat connu nous dit
que les racines d’un polynome irréductibles sont distinctes). Il existe un g tel
que B4 = a, et comme f(e*) =0, on en déduit :

n
[17e*) =0 (4)
j=1
Le produit précédent peut étre développé en une somme du type :

0= aS’ +Z/\j8aj,

ol oy est de la forme 1 81 +. . .+ pnfBpn avec 1 < pgy <m. Pour 1 <1 <'m, soit #1
le nombre de py, égaux a . On montre facilement que \; = a#™ . .. afﬂag_ = #
Ainsi le produit (4) se développe en une somme du type :

ag+y N Z s =0, (5)
i=1 j=1

ou pour un ¢ donné, tous les a; ; ont la méme composition en termes de #l.
T

On remarque facilement que Z e“"J est un polynome symétrique des ;. Cette

j=1

remarque nous sera d’une grande utilité.

Soit A(X H H — cay, ;). Les coefficients de H — cay, ;) sont des polynomes
i=1j=1 Jj=1

symétriques en ca; ; et donc sont des polynomes en c¢f;. D’apres la remarque

Ty
précédente, ils sont symétriques en ¢f3; donc les coefficients de H(X —cayj)
j=1
sont fonctions polynémiales des polynomes symétriques pris en ¢f;. Comme les
cf3; sont racines d’un polynoémes de Z a coefficients dominant 1, alors les coeffi-

cients de H — cay ;) sont entiers. On en déduit que A(X) € Z[X] et comme
c est entler, A(CX) € Z[X].

xp-1
Posons P(X) = o1 [A(cX)]’ et Qp la somme de ses dérivées comme con-



struite dans le Lemme 1. De :

1
| ae e Plas)ds = Qe(0) - " Qr(a),

on en déduit :
Qp(a) + Rp(a) =e*Qp(0),

avec : .
Rp(a) = aeo‘/ e P(ax)dx.
0

En utilisant 1’égalité (5), on a alors :

aOQP +Z)\ Z QP Q4 +RP(az,j)) 0

i=1 Jj=1

qui s’écrit :

atQp(0 +Z)\ ZQP @i ;) ZA ZRP ;). (6)

Nous allons montrer que cette derniere égalité est impossible.

Premiere étape : si p est un nombre premier suffisamment grand,

alors le membre de gauche est non nul

Les a; ; sont racines d’ordre au moins p de P, ainsi Qp(a; ;) = PP (a; ;) +
.+ PldeeP)(q; )| qui est un polyndme en «; ; & coefficients entiers multiples

T4
de p. Le polynéme Z Qp(a; ;) est symétrique en o ;. Comme pour 7 fixé, les
j=1

T T
o j sont racines de H(CX —cay ;) € Z[X], alors Z Qp(a; ;) est un rationnel

Jj=1 Jj=1
s r;

ainsi Z Ai Z Qp(a;, ;) est également un rationnel ¢ avec a et b premiers entre

i=1  j=1
S Ti

eux. Mais Z Ai Z Qp(a; ;) est également de la forme pz. Il s’ensuit que x est
=1 Jj=1

un rationnel ¥ avec y et z premier entre eux. On montre également que si p est
premier, on peut choisir z premier avec p. En effet, si p est un nombre premier
figurant dans la décomposition de z, alors px est de la forme %, mais comme
les P*)(X) ont des coefficients multiples de p des que k > p, alors pz peut étre
choisi de la forme pZ—:

De méme 0 est racine d’ordre au moins p — 1 de P, on en déduit que Qp(0) est
égal a la somme de [A(0)]” et le produit de p par un rationnel de dénominateur
premier avec p. Ainsi :

aiQp (0 +ZA ZQP aig) = ag[AO) +p=,



ou u et v sont premiers entre eux et v premier avec p. Choisissant p nombre
premier strictement plus grand que |v|, |ag| et les coefficients de A(cX) et ap-
pliquant le théoréme de Bezout & va{[A(0)]? + pu, on en déduit qu’il existe p
nombre premier tel que :

ag@Qp(0) + > _ X\ Z Qp(ai ) > 0. (7)
i=1 =1

Deuxieme étape : le membre de droite tend vers 0 lorsque p tend vers
Pinfini

Par une simple majoration d’intégrale. On laisse au lecteur de vérifier le résultat.
Conclusion : Le membre de gauche est un entier positif pour p suffisamment
grand tandis que le membre de droite tend vers 0 si p tend vers 'infini. Ceci est
contradictoire donc a est transcendant. O

Corollaire 1 (Théoreme d’Hermite). e est transcendant.

Démonstration. 1 est évidemment un nombre algébrique non nul d’otu le résultat.
O

Remarque : Le théoreme d’Hermite a été démontré en 1873 par Hermite 10
ans avant le théoreme d’Hermite-Lindemann (1882). Historiquement, ce n’est
donc pas un corrolaire du théoreme d’Hermite-Lindemann. La démonstration du
théoreme d’Hermite est plus simple que celle du théoreme d’Hermite-Lindemann
et n’utilise que les 2 premiers lemmes.

Corollaire 2 (Théoreme de Lindemann). 7 est transcendant.

Démonstration. €™ = —1 est évidemment algébrique différent de 1, ainsi i est
transcendant. Comme ¢ est algébrique et que I’ensemble des nombres algébriques
est un corps, alors w est transcendant. O



