Legon n°06| PHR 101

Exercice n°4 : produit de convolution (fonction triangle)

Trouver la fonctionh(t) telle que :
h(t) = f,(t) O f,(t)
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Avec f(t) = P
0 ailleurs

Déduire sa transformée de Fourlg(v).

C.z
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Solution

Le produit de convolution des deux fonctiohgt) et f,(t) est défini par la relation :

+0o

ht) = L, D) = [ f,@) fit-7)dr

—00
Pour évaluer ce produit de convolution, il faut :

1. considérerf (—7) (“retournement” de la fonctiof, (t) ),

A

»

-1
2. décaler la fonction de la valeur t pour obtefjtt —7),

1f.tD

\

t-1 t

3. multiplier f,(-7) par f,(t—7) en déterminant les intervalles ou il n'y a pas de
changement dans la variation bé),

4. intégrer le produit suE—oo : +00] (par parties sur les intervalles préalablement
déterminés).

f, (7 f, (D)

t-1 t 1

Sur la figure de dessus, on remarque que pourddegesaleurs de t < 0, le produit des deux
fonctions (bleue et rouge) est nul.
Donc pourt<0 :

h(t) =0

Pour t > 0, le rectangle rouge commence a "renttans le rectangle bleu. Le produit des deux
devient alors nul pour le parties communes, jusgquégouvrement total des deux fonctions, c'est-a-
dire at = 1.

2] C.z
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Partie ou le produit est non nul

f, (-9 ,/ f, (D)
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Donc pour0<st<1:

h(t)

t
J'l.ldr:[r]:)
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Pourl<t < 2, le rectangle rouge commence a "sortir" du

rectangle bleu. Le produit des deux n’est donajel pour

les parties qui restent communes, jusqu’a ce quedax f, () f, (t-1)
fonctions soient a nouveau séparées, c'est-a-thite=al, %
soitt = 2. é
7 .
0 t11 t

Donc pourlst< 2:

ht) il.ldr:[ﬂil

[1-(t-1)]
=2t

Et enfin pour t > 2, le produit des deux fonctioedevient nul pour toutes les valeurs de t :

hit) =0
Pour résumer :
A h (t)
0 pour t<O
t our O<t<l
h(t) = g L
2-t pour 1<t<?2
0 pour 2<t >
0 1 2 t

Le produit de convolution de deux rectangles idengjues est un triangle

ht) = f,(t) 0 f,(t)

Donc
Hv) = F() ) =(FW)’
Or
Fl(v):Jl.e"'z”"tdt = __—1[e"'2””}1
0 j2rv 0

Partie ou le produit est non nul
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-1 r L
F(v)= W[ez' -1]
- jv W _ v - jv
)= ° [e © } = & sinpw)
v 2] V1%
— i .
Fv) = & sinpmw) = e™ Bincaw )
w

Remarque: Ce résultat aurait pu étre retrouvé a partiré@huitat de I'exercice 1, en appliquant la
propriété de décalage (décalage de 1/2).

TF (rect(t-32)) = e [OF (rect())

Soit : _ _
=e 2™ ¥2sinc()

Finalement :

H) = () FW) =(RW)°

=e?™ (sinc(mw))’




