
 

Déjà on suppose que �� + �� est inversible, ce qui reste à démontrer. 

on suppose aussi que �² ≠ 1 et que �� ≠ −1. 

Comme � = 
��, on suppose donc que � n’est ni réel, ni imaginaire pur. 

On pose 
 = �� � + � ����
 . On voit facilement que A est une matrice réelle, donc que 
 = 
   

L’équation  �� � + � ���� = � � + � �        équivaut à       
 = � � + � �    (1). 

On prend la transposée de (1) :      
�� = �� ��� + � ��
� �

��
.        Or    ��� = �    et    ��

� = � 

Donc    
�� = �� � + � ����
 .     

Mais on voit ausi que   
�� = � ��� + � ��
�

  .  Or    ��� = �    et    ��
� = � . 

Donc 
�� = � � + � �  (2). 

On a donc le système : 


 = � � + � �    (1). 


�� = � � + � �  (2). 

Qui équivaut à 

�
 = �² � + �� �    (1 bis). 

� 
�� = �� � + �² �  (2 bis). 

On fait (1 bis) - (2 bis) :       �
 − � 
�� = ��� − ���� . 

Donc si cette matrice � existe alors forcément :  

� = �
 − � 
��

��� − ���
 

Le dénominateur est non nul grâce aux hypothèses de départ. 

Vérifions si cette formule nous donne bien une matrcie hermitienne. Par construction : 

��� = � 
�� − � 

��� − ���

 

et (en rappelant que 
 = 
) : 

��
� = � 
�� − � 


��� − �²�
= �
 − � 
��

��� − ���
= � 



 

 

Donc, par construction, on a ��
� = �. Donc � est une matrice hermitienne. 

Reste à savoir si elle est définie positive. 

 

Montrons que il n’est pas possible que 0 soit valeur propre de la matrice �. 

On suppose, par l’absurde que il existe un vecteur � non nul tel que : �� = 0. 

Ceci équivaut à : 

                                                         �
� − � 
��� = 0      ⟺       �
� = � 
���     (E0) 

Comme 
 = �� � + � ����
, ceci équivaut à : 

                                                               �� = (� � + � �)� 
���     (E1) 

Posons maintenant  � =  
���        

Comme 
�� = �� � + � ����
 alors   �� � + � ��� = �, avec � non nul. 

Donc l’équation (E1) équivaut à : 

                                                              ��� � + � ��� = (� � + � �)� �    (E2) 

Ce qui équivaut à : 

                                                               ��² � + �� ��� = (�� � + �² �) �    (E3) 

Ce qui équivaut à (les termes �� disparaissent) : 

                                                                        �² �� = �² � �    (E4) 

Ce qui équivaut à     ��� − ��� � � = 0    et comme ��� − ��� est non nul alors ceci équivaut à 

                                                                         � � = 0   (E5) 

Cette dernière égalité est impossible car P est définie positive. 

Ce qu’on a supposé était absurde, donc 0 n’est pas valeur propre de �. 

Reste à montrer que toutes les valeurs propres de � sont positives… 

 

 


